TEORIA SIMMETRICA DELL’ELETTRONE
E DEL POSITRONE"

Nota di ETToRE MAJORANA

Sunto. - Si dimostra o possibilits, di pervenire a ung piena simmetrizen-
zione formale delln teorvia quantistica delleletirone e del positrone fa-~
cendo uso di um muovo processo di quamtizzazione. Il significato delle
equaziont di DIRAC me risulta alquanto modificato e non wvi & piRt luogo
a parlare di stati di energio negative; md a presumere per ogni aliro
tipo di particelle, particolarmente neutre, Pesistenga di -« antiparticelle »
corrispondents ai « vuolti» di emergia megativa.

L’interpretazione dei cosidetti « stati di energia megativa » pro-
posta da Dmac (*) conduce, come & ben noto, a una deserizione so-
stanzialmente simmetrica degli elettroni e dei positroni. Lia sostan-
ziale simmetria del formalismo consiste precisamente in questo, che
fin dove & possibile applicare la teoria girando le difficoltd di con-
vergenza, essa fornisce realmente risultati del tutto simmetriei. Tut-
tavia gli artifiei suggeriti per dare alla teoria una forma simmetrica
che si accordi eon il suo eontenuto, non song del tutto soddisfacenti;
sia perché si parte sempre da una impostazione asimmetriea,. sia

perché la simmetrizzazione viene in seguito ottenuta mediante tali °

procedimenti (come .la cancellazione di costanti infinite) che possi-
bilmente dovrebbero evitarsi. Percid abbiamo tentato una nuova via
che conduce pil direttamente alla meta.

Per quanto riguarda gli elettroni e i positroni, da essa si puo
veramente aftendere soltanto un progresso formale; ma ei sembra
importante, per le possibili estensioni analogiche, che venga a ca-
dere la nozione stessa di stato di energia negativa. Vedremo infatti
che & perfettamente possibile costruire, nella maniera pitt naturale,
una teoria delle particelle neutre elementari senza stati negativi.

(!) P. A. M. DiraG, ¢ Proc. Camb. Phil. Soc.», 80, 150, 1924, V. anche W.
HEISENBERG, ¢ ZB. f. Phys.», 90, 209, 1934.




172 B, MAJORANA

1. L’elettrodinamica quantistica si pud dedurre, come si sa, me-
diante un processo di quantizzazione da un sistema di equazioni che
comprende, da una parte, le equazioni d’onda dell’elettrone di Dirac,
dall’altra le equazioni di MAXWELL in cui le densitd di cariea e di
corrente somo rappresentate da certe espressioni formate mediante
la funzione d’onda elettronica. Lia forma che si di a queste espres-
sioni aggiunge in realtd qualeosa di nuovo alle equazioni di Dirac e
soltanto da essa pud derivare quella asimmetria rispetto al segno
della carica che nelle equazioni di Dirac non esiste. Ma poichd tali
espressioni risultano automaticamente dall’applicazione di un prin-
cipio variazionale da eui si deducono insieme le equazioni di Maxwell
e quelie di Dirae, il nostro problema sard dungue di esaminare il
fondamento di questo prinecipio e la possibilitdh di sostituirlo con
altro piu appropriato. .

Le grandezze che figurano nelle equazioni di Maxwell-Dirae sono
notoriamente di due specie: da una parte si hanno i potenziali elet-
tromagnetici, suscettibili entro i limiti del prineipio di corrispon-
denza di interpretazione classica, dall’altra le onde materiali che
rappresentano particelle obbedienti alla statistica di FErMI e che

hanno significato solo come grandezze quantistiche. In queste con--

dizioni appare poco soddisfacente che le equazioni e tutto il pro-
cesso di quantizzazione si facciano dipendere da un prineipio varia-
zionale che & soltanto suseettibile di interpretazione classica. Sembra
pitl naturale il cercare una generalizzazione dei metodi variazionali
tale che le variabili le quali figurano nella funzione Liangrangiana
abbiano, come & desiderabile, fin dal prineipio il loro significato
finale; e rappresentino gquindi delle grandezze non necessariamente
commutabili. B questa appunto la via che seguiremo. Essa ha im-
portanza sopra tutto per i campi legati alla statistica di Fermi, men-
tre per quanto riguarda il eampo elettromagnetico ragioni di sem-
plicitd possono far presumere che nulla sia da agginngere ai veechi
metodi. Non affronteremo del resto lo studio sistematico delle pos-
sibilitd logiche offerte dal nupvo punto di vista in cui el poniamo,
ma ci limiteremo a deserivere un processo di quantizzazione dell’onda
materiale che solo sembra avere attualmente importanza applica-
tiva; esso i presenta come una naturale generalizzazinoe del metodo
di JorpaN-WiGNER (1) e permette non solo di dare una forma simme-
trica alla teoria degli elettromi-positroni, ma anche di costruire una
teoria sostanzialmente nuova per le particelle senza carica elettrica
(neutroni e ipotetiei neutrini). Per quanto non sia forse ancora pos-

() P. Joppan e E. WieNER, « Z8. f. Phys. », 47, 631, 1928.

H
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sibile chiedere all’esperienza una decisione fra questa nuova teoria
e quella consistente nella semplice estensione delle equazioni di Dirae
alle particelle neutre, va tenuto presente che la prima introduce,
in questo campo ancora poco esplorato, un minor numero dj entita
ipotetiche.

Laseiando al lettore 1’ovvia estensione delle formole seguenti ai
sistemi continui di eui dovremo oeeuparei in seguito, esponiamo ‘per :
maggiore chiaresza il metodo di quantizzazione con riferimento ai {
sistemi discreti. Sia dunque un sistema fisico deseritto dalle varia- ‘ ;
bili reals (matriei simmetriche Hermitiane) q,g,, ..., gy Definiamo "
una funzione Lagrangiana

(l) L = 7: E {Aq'aq,-és ~4- qu‘rQs): . | ‘

7,8 g
) e poniamo . : ';
. 2) & f Ldt =0, :

intendendo che in queste formule Ars & Bys sono numeri reali : TE.s
ordinari, costanti i primi ed eventualniente dipendenti dal tempo '

i seecndi, e che soddisfano alle relazioni
(3) A-rs = -A-Br 3 Bq-s = — Bg,«,

essendo inoltre det||Ays||== 0.

Se le g fossero grandezze commutabili, il prineipio variazionale (2)
non avrebbe aleun significato essendo identicamente verificato. Per
grandezze non commutabili la (2) implica invece 1’annullarsi in ogni
istante della matrice Hermitiana

7:2 l5Qr(Zs Aﬂ‘S{Z& -+ Brst) - Es (.Ars‘Qs ~- Brsgg_)aq'r} == 0, I ‘
I

comunque si seelgano le variazioni 8g,. Questo & possibile solo se

le espressioni By (Arsgs + Brsgs) sono multiple della matrice unita, |

in modo che econ qualche opportuna aggiunta al prineipio variazio- !
. nale (2) (per es. imponendo 1’annullarsi della somma dei termini
diagonali (*) in tali espressioni) si possono.considerare le seguenti
come equazioni del movimento

(4:) 23 (A.rséa"‘i" B,«sqs) = O o 1, 2, ey N

Vogliamo ora mostrare che queste equazioni possono farsi dipen- i

(Y) L’ applicazione fisiea che & esposta pitt avanti suggerisce la restrizione
pil rigorosa che in qualungue combinazione lineare delle q, e in con ogni
autovalore dehba presentarsene un altro uguale e opposto,
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dere nel modo consueto
. 2mi ,
g, =—7 (¢.H— Hyg,)
dall ’Hamiltoniana
(5) H=—1tX BrsQrQs,
iy 8

la cui forma esatta sard meglio giustificata in seguito, purche si sta-
biliseano fra le g, opportune relazioni di anficommutabilitd. Sosti-
tuendo nelle (4) mediante le equazioni suceessive si trova infatti

2
z"s Brst = '7:;’3 ?"mArsBlm (gSQIQm - QZQHLQS) =
2
=7 o ArsBuin (059 + 096 — 28 + ands)] =

2r i
- %—ZE Bi, 14, {Es Ars(QSQZ -+ QIQS)] + {Es A;s(QsQl -+ qua‘)]in] U
e basta porre
o ho,
(6) B, 4,490 + 09:) = g On,

perche le (4) siano soddisfatte. Indicando eom | Ay || la matriee
inversa di | Ar| la (6) pud seriversi

(6) © Qs+ gsgr = Z—:t A5
Nel easo speciale che A sia ridotta a forma diagonale '
Aq‘s = QyOrs,
si avrd dungue
(7) QrQs ~+ QsQr = B Ors.
4-a,

Passiamo ora ad applicare questo schema alle equazioni di Dirae.

2. Dalle equazioni di Diraec senza eampo esterno
(8) g + (o, p) + [3mc] =0,

pud notoriamente essere eliminata 1’unitd immaginaria (e in modo
relativisticamente invariante) con un’opportuna secelta degli- opera-
tori o e @. Noi ei riferiremo appunto ad un sistema di coordinate
intrinseche tale che renda le (8) reali, avvertendo espressamente
che le formole a cui perverremo non sono valide, senza opportune
modificazioni, in coordinate gemerali. Indicando come di consueto,

e
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COn Tay Oy, O: € Py, Py, P due terne indipendenti di matriei di
Pauli, porremo:

9) % =005 yT=pp; . =po.; B=—p0,;
. h . o , 2
con che dividendo le (9) per " 5; © bonendovi f'=—f, = n,:jw

si hanno le equazioni reali

U 1 a !
®) s 5 (o )+ gy =0,

In conseguenza le (8) si seindono in due gruppi distinti, di cui
I'uno agisee sulla parte reale, I’altro sulla parte immaginaria di ¢.
Poniamo ¢ = U -+ iV e consideriamo le equazioni reali (8") in quan-
to agiscono sulle U:

139 ,
(10) [E P (e, grad) + {311} U=0.

Queste equazioni da sole (*), ciod senza considerare le equazioni
identiche che legano le V, possono essere ricondotte al prineipio va-
riazionale esposto anteriormente ed assoggettate al processo di quan-
tizzazione gid descritto, mentre nulla di simile potrebbe farsi con
i metodi elementari.

‘Come principio variazionale da cui dedurre le (10) assumiamo il
segnente:

. he 15

(11) 6lig- U* [5 % (e, grad) -+ B'p} Udgdt = 0.

B facile riconoseere che le condizioni (3) nella loro naturale esten-
sione ai sistemi continui sono verifieate. Seguono in base alle (7
le relazioni di anticommutabilitd

1 N r
(12) . Udq)Uua') + Uq')Udq) = 5 88l — q'),
mentre l'energia diviene, per la (5):
(13) = f U*[— cfo, p)— Bme?) Udy.

L’invarianza relativistica di (12) e (13) non richiede particolare
dimostrazione, poiché completando tali equazioni con quelle analo-
ghe che si riferiseono alle ¥, nonché con le relazioni di anticommu-
tabilitd fra le U e le V: Ulq)V,(q') + Viqd''U(q)=0, si riottiene nul-

(*) I eomportamento delle U per riflessione in un punto dello spazio si pud
definire convenientemente tenendo presenfe che, gid per altre ragioni, un eam-
biamento simultaneo di segno delle U, non ha signifieato fisico. Nel nostro
schema: U’(Q)::RU(-q) con B=—1ip,a, e quindi B#=—=-—1, Similment_e se si
inverte ’asse del tempo: U'(q, 1) =1p,U(gq, — ).
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1’altro c¢he l’ordinario schema di Jordan-Wigner applicato alle equa-
zioni di Dirac senza campo. Ma & notevole che la parte di tale for-
malismo che si riferisee alle U (o alle V) possa da sola essere con-
siderata come deserizione teorica, in armonia eon i metodi generali
della meceanica quantistica, di un qualehe sistema materiale. I1 fatto
che tale formalismo ridotto non si adatti alla descrizione degli elet-
troni positivi e negativi, pud bene essere dovuto alla presenza della
carica elettrica e non impedisee ’affermazione che allo stato attuale
delle nostre conoscenze le (12) e (13) costituiseono la pitt semplice
rappresentazione teorica di un sistema di particelle neutre. Il van-
taggio di questo procedimento rispetto all’interpretazione elementare
delle equazioni di Dirac & (come vedremo meglio fra poco).che non
vi & piti nessuna ragione di presumere 1’esistemza di antineutroni
0 antineutrini. Questi ultimi vengono in realtd utilizzati nella teoria
dell’emissione § positiva (*), ma tale teoria pud essere, ovviamente,
modificata in modo che 1’emissione §, sia negativa che positiva, venga
sempre accompagnata dall’emissione di un neutrino. :

In ragione dell’interesse che 1’ipotesi suddetta conferisce alle
equazioni (12) e (13), erediamo utile esaminarne da vieino il signi-
ficato. Sviluppiamo percid le U nell’interno di un cubo di lato L
secondo il sistema di funzioni periodiche
a4) g =g e,

2

n 7 7
Y:(Yw’Yy!Yz)i Yw:f: Yy:'f, “{z’_——zﬁ;

Ny, Mgy Ny=0, =1, 22, .,

ponendo

(15) - Ul = Zya,(v)f Q)
In conseguenza, della realitd delle U, sard
(16) a,{Y) = a,{—7).

Ponendoci nel caso generale ¥==0, segue dale (12)
! - - 1
a‘r(Y)as(Y) -+ a’s(Y)a'r(Y) = g Brs,
a‘r(Y)as(Y) +'as(Y)a’r('Y) =0,
a,(n)ay) + a(y)a,v) =0.

Tutte queste grandezze sono inoltre anticommutabili con- le a(y') e
a(y’) per ' diverso sia da y che da — .

(1) Ofr. G. Wivg, ¢ Rend. Acead. Lincei », 21, 170, 1835,
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L’energia risulta per la (13):

(18) H=2 243 [—— he(y, ors) — 9120‘-’{3"3} E,.(y)as(y).

7, 8=1
La quantitd di moto secondo z corrisponde, come sempre, a meno

ho. . .
del fattore e allo spostamento unitario in tale direzione

19 M. =[0*p.0dg = 3, 3 v tphut),
e analogamente per M, e M..

Per ogni valore 4i v figura in (18) una form_a Hermitiana che
ha notoriamente due autovalori positivi e due negativi, tutti uguali
in valore assoluto a ¢Vm?® + nAy2,

Possiamo quindi porre in luogo di (18)

(8)  H=X2.cVme?+r>[By1)by1)-+Dyfy)oly) —Ba(Y)ba()—D4(1)b()]

essendo le b, opportune combinazioni lineari delle @, ottenute per
trasformazione unitaria. Risulta inoltre dalla (16) che le b{Y) sono
esprimibili linearmente mediante le b,(—7).

Dal fatto poi che la forma Hermitiana che figura in (18) per
un dato valore di y resta invariata in virti di (16) e (17) quando
si cambia y in — y segue tenendo ancora conto di (17) che si pud
porre:

(20) ba(y) = y(— )5 baly) = be(— Y)-
Introducendo per semplicitd le nuove variabili
{2l) B =V2b(1); Biy)=VZbyy),
otteniamo cosi :
_ -
(22) H==3c\Vmic + %* 3 [n,.(y) —_ é} \
r=1
. . 1
{28) M, =3y, 2‘:1 [ﬂr(r) - g} ,

essendosi posto
- 0
n ) =B,0B,0 =]

ed essendosi inolire

B,(1)By(Y') + B,(y')B,{y) = ByyBysy
@4 B,YIB{') + Byy)B,{y) =0,
E,.(Y)ES(Y') -+ Es(YI)E'(Y) - 07

14
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come si otterrebbe formalmente per i coefficienti dello sviluppo di
un’onda materiale ¢ due components seconlo 1o sehema di: Jordan--
Wigner., »

Queste formole sono completamente analoghe, salvo la diversa.
staﬁstica, a quelle che si ottengono dalla quantizzazione delle equa-
zioni di Maxwell. In luogo di quanti immateriali si’ hanno particelle
con una massa di riposo finita e anche esse con due possibilitd di
polarizzazione. Anche qui come nel caso dellg radiazione, sono pre-
senti i mezzi quanti di riposo dell’energia e della quantitd di moto,
salvo che il loro segno & opposto in apparente relazione con la diversa.
statistica. Hssi non ecostituiscono pertanto una diffeolts specifica e
allo stato attuale della teoria debhono anche qui essere considerati
come sempliei costanti addittive prive di significato.

La deserizione mediante autofunzioni di queste partieelle, cosi
come dei quanti di luce, non riesce in modo eonveniente, ma nel
nostro caso l’esistenza di una massa di riposo permette di conside-
rare l’approssimazione mon relativistica, nella quale sono natural-
mente valide tutte le nozioni della meceanica, quantistica elementare.
Questa approssimazione pud avere interesse pratieo sopra tutto nel
caso di particelle pesamti (neutroni).

I1 mezzo pit semplice per passare allo spazio delle confignrazioni
consiste nell’associare a un generico oscillatore 1’onda piana

1

L'l grite 9 Boay., (r=1, 2),

corrispondente allo stesso valore della quantitd di moto e con due
possibilitd di polarizzazione per tenere conto della molteplicitd degli’
oseillatori. Possiamo andare oltre e rappresentare con 1’autofunzione
complessa a due valori @ =(®,, @,) non pid una sola particells ma
un sistema che ne eontenga in numero indeterminato secondo il me-
todo di Jordan-Wigner. Basterd allora porre A

1 o
@,(q) =Er n 22l 9 By(y),
(25)

1 ;
Dylg) =2y 37 ™ D By(y).
) e : me N
Nell’approssimazione non 1'elat1w$tlca (['r | << —7_1,‘) le costanti
b(y) che figurano in (18') sono combinazioni lineari della a,(Y)-
con coefficienti indipendenti da .
Tali coefficienti dipendono solo dagli elementi di f e in virtd
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di (9) si pud porre
b](Y) — a3(Y) ““jaz('f) ; bg(Y) — aa('l') ~+ ZaZ(Y)

i) = 0l b= Sl

con che anche le (20), a causa di (16), sono soddisfatte. Dalle (15)
¢ (25) segue dungue per ’approssimazione non relativistiea :

(26) @,(q)= Uylg) — tU,(q),
®,(q) = U,(q) + iU,(q).

Notiamo 1a circostanza, di interesse _puramente formafe, che
D=(®,, D) coincide a meno del fattore V2 con 1a eoppia di compo-
nenti grandi delle autofunzioni apparienenti alle equazioni (10),
interpretate nel modo consueto, senza ciod vestrizioni di realitdy. Per
dimostrarlo basta verificare che la trasformaziome ¢=}%’EU
permette di passare dallo schema (9) a quello usuale di Dirae
(@=p0; B=p;) e che risulta effettivamente

' ‘pazi%q)n %:—VIE(I),;
in tale sehema sono infatti notoriamente {, e ¢, le componenti grandi.
Questo avvicinamento, se chiarisce la legge di trasformazione di @
di fronte alle rotazioni mello spazio, cessa naturalmente di avere
significato in rapporto alle trasformazioni generali di Lorentz.

L’esistenza di formole semplici come le (26), potrebbe fare rite.
nere superfluo, almeno fino a una eerta approssimazione, il passag-
gio attraverso le onde piame. In realtd tale passaggio & sempre con-
cettualmente necessario per ottenere la eancellazione dei mezz; quants
di riposo. Dopo tale cancellazione 1’espressione dell ‘energia & infatti
naturalmente in prima approssimazione.

' « 1
(27) H= f @ (17102 +y p”) Ddyg,

e differisee quindi in modo essenziale dalla (13).

3. Come abbiamo gii detto, lo schema (12) non & sufficiente per
la- deserizione di particelle eariche; ma D'aggiunta di una seconda
quaterna di grandezze reali V, analoghe alle U, permette di riotte-
nere l’ordinaria eelttrodinamica in una forma simmetrica rispetto
all’elettrone e al positrone. Consideriamo dunque due serie di gran-
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dezze reali rappresentanti rispettivamente le particelle materiali e
il campo elettromagnetico. L grandezze della prima specie vanno
interpretate secondo lo schema esposto al n. 1, mentre quelle della
seconda serie, e eiod 1 potenziali elettromagnetici ¢ e A=(4,, 4,,4,)
possono intendersi come grandezze classiche quantizzate secondo la
regola di Heisenberg fondata sul principio di eorrispondenza. L’in-
sieme delle equazioni di Maxwell e Dirac si potra ottenere (con l’ac-
cennata restrizione per quanto riguarda le seconde) da un principio
variazionale

3 f Ldgdt,
risultando L dalla somma di tre termini
L=L + L'+ L"
di cui il primo & relativo all’onda materiale

, hey . Jl@ ,
(28) L:z-z—n%ﬂ*[z-ﬁ——(y, grad)+(3p,]17f

L1 ,
+V#[E.é%~(oc, grad)-i—ﬁp}VE,

e il secondo si riferisce al eampo di radiazione che supponiamo quan-
tizzato seeondo il metodo di Fmrmr (*)

" 1 2 ) 1 ]- " : 2
Bisogna gquindi imporre la condizione aggiunta.
(30) —(1;:};+div A=0.

Iespressione (29) differisce in realth da quella usata originaria-
mente da FErMI, ma solo per termini integrabili. Essa conduce a
una definizione del momento P, coniugato a ¢ tale da permettere
1immediata eliminazione di una delle due onde longitudinali senza-
passare per lo sviluppo secondo le onde piane; & a questo riguardo
del tutto indifferente che il seeondo termine nell’espressione 29)
di I” venga moltiplicato per una costante arbitraria diversa da zero.

Quanto al termine L, esso va seelto in modo che b=T 41V
obbedisea alle equazioni di DirAc (8) completate eon 1’introduzione
del campo esterno, ciod alle equazioni: ’

' {%—7—1—%(94—(@, p+%A>+[3mc]¢::O.

") B. FerMI, < Rend. Acead. Lincei s, 9, 881, 1920,
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Questo praticamente obbliga a porre
(31) L' = ieU*e + (o, A)]V — 1eVF[p + (e, A)]U.

Dalla variazione dei potenziali elettromagnetici si deducono al-
lora le seguenti espressioni per le densitd di carica e di corrente

s o= — ig(U*V — V*T) = — eﬂ_‘é_‘i’ﬂ’
(32) _ o
( I = ig(U*aV — V*al) =¢e qﬂ:é-w.

Queste espressioni differiscono da quelle consuete solo per costanti
infinite. La cancellazione di tali costanti infinite & richiesta dalla
simmetrizzazione della teoria che & gid implicita mella forma scelta
per il principio variazionale; infatti lo seambio di U, eV,, che en-
trano simmetricamente in L', equivale appunto a un cambiamento
di segno della carica elettrica.

Le UeV obbedlseono alle relazioni di anticommutabilitd
1
U,(q)Us\q") + Us<q')U,-<q) =5 58(g — ¢)0rs,
1
V AQV () + V@)WV (@) =5 5(g — ¢'Prs,
Uq)V4q) + Vg0 lq) =0,

equivalenti all’ordinario schemg di Jordan-Wigner quando si faecia

- ¢=0 + V. I potenziali elettromagnetici ¢, A5, 4y, 4. e i loro mo-

menti coniugati soddisfanno invece alle ordinarie relazioni di com-

%(g —g') esesndo ora

mutabilitd, ad es. Po(q)qg.(q’)—— o(qP,(q)= 21@
! 11,
Pozﬂm(gcpﬂ—dwxﬁ),
#3) 1 1 1
‘ PmZ-—-mE,z; Py:-—q—:T—IE.E!,; P,-—— 47‘ECE

I’energia consta di tre parti: H=H -+ H" 4+ H"”. 11 primo
termine H’ si deduce da L’ secondo le regole gid esposte. Il secondo

si ottiene secondo le regole elassiche H"' = f [ o+ (P, A)—-L"]dq

essendosi posto P=(P,, P, P.). Quanto al termine H”, esso si pud
dedurre da L seguendo indifferentemente 1’'uno o 1’altro metodo

(nel nostro ecasg H'"' = — f L”'dq) e cosi deve essere dato che L

¢ funzione tanto delle grandezze di campo materiali che di quelle

e—
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elettromagnetiche. Questo prova d’altronde la necessith della posi-
zione (5). L’equazione di eontinuitd (30) & valida sempre purchd sia

L soddisfatta inizialmente insieme con 1’equaziome della divergenza
div B = 4np. Segue, per le (33), che la cinematica definita dalle
L relazioni di scambio deve essere ridotta mediante le equazioni
Py(q) =0,
4
34) divP+1Ep=0,

l’ e quindi mediante la fissazione di due grandezze di eampo e conse-
guente indeterminazione delle coniugate. La prima delle (34) im-
porta dungue 1'eliminazione di P, e di ¢ dall’espressione di H. Tale
eliminazione si ottiene facilmente facendo uso delle (33) e si giunge
cosi alla formola ‘

L _ (85) H= f }q?[—c(a, z;)_g31azo2JqJ'—(4, I)+2ncP2+g%]rotAl’ dq.

Circa la questione dell’invarianza relativistica, osserviamo che
le $=="U + 1V soddisfano alle equazioni di Dirae, mentre le equa-
zioni di Maxwell continuano anche esse a valere con espressioni delle
densitd di earica e di eorrente che obbediscono alla legze di trasfor-
mazione relativistica. Queste due circostanze assieurano che la dimo-
strazione completa dell’invarianza della teoria & gid implicita nei
risultati di Hmisensere e Pauzi (*). Passiamo ora all’interpreta-
zione del formalismo.

4. Sviluppando la U, e analogamente le V, secondo il sistema di
funzioni periodiche gid considerato, troviamo come ovvia estensione
della (22), dopo la cancellazione dei mezzi quanti di riposo

2 I =
(36) H'=3c\/mc?+ h¥y? 21 [B,‘(y)B,.('y) -+ B,’(y)Br’(Y)] ,

riferendosi le B, e B,’ rispettivamente allo sviluppo delle U e V;
le B, eB, e le loro coniugate obbediseono alle consuete relazioni di
1 anticommutabilitd. Introducendo, per ogni valore di y, quattro op-
’ portune funzioni di spin E(y) (s=1, 2, 8,4) a quattro valori com-
plessi e formanti un sistema unitario, si potrd porre

:"-'\}'E Zy % By(YE:(y) + By(y)Es(y) + El(—— Y)Es(y) -+ Ez(""" Y)EAY) i (@),

37

1 = =
| V=75 20| B+ B0+ Bt + B (i) | o)

(*) 'W. Heisensrre ¢ W. Paunl, « Z8. £. Phys, », §6, 1, 1929; 59, 168, 1930.
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essendo inoltre soddisfatte le relazioni
(38) { Ea(7) =§1(—‘ Y)s
Lt =E(—).

Dall’espressione (32) della density di elettricitd segue per la ca-
rica totale :

(39) g=_"% [U*(q)vm)—-V*(q)mq)}dq:
) 2 — — — —
== 22,3 BB )+ BB, ) — B, B a0 — B, ) B
Se si pone . )
B,+iB' B B
(40) Or 1= W? O’.P —_ .\/—2'

le espressioni (86) e (39) dell ‘energia e della cariea si POSSONO por-
tare nella forma

- | B .
{41) H' =3, c\Vmic + Ay % ( 0,010,014 O,.PDSO,.PDB)
r==1
42 — g3 31 g el( el 1 O pos(J pos '1-——
‘( ) Q——G Yr:l - ” Gr _—"2_)“*— T 9 '_—2{‘-‘
2 — —
=%, 3 ( — 0,0+ 0,.poso,pos).
r=1

L’eliminazione dei mezzi quanti di riposo di elettricitd avviene
dungue automaticamente purchg, bene inteso, si esegua prima la som-
matoria interna. L’insieme di (41) e (42) rappresenta osecillatori
equivalenti a un doppio sistema di particelle obbedienti alla stati-
stica di FErMI con la massa di riposo m e la cariea == ¢; le variabili
0,»°% i riferiseono ai positroni e le G, agli elettroni.

L’eliminazione del campo elettrico longitudinale mediante la se-
conda delle (34) presenta difficoltd in una teoria simmetriea per 1’im-
possibilitd di porre p, quale risulta da 1(82), in forma diagonale. Tl
risultato dell’eliminazione & ben moto (per quanto parzialmente illu-
sorio per difficoltd di convergenza) nell’elettrodinamica ordinaria in
cui si pone p=—ed{; ma esso & egualmente noto se si parte da
da p=ed*{ poichs- guest’ultima posizione equivale interamente a
invertire 1'ufficio dell’elettrone e del positrone, conmsiderando que-
st’ultimo come particella reale ¢ D’elettrone ecome «vuotos di posi-
trone. Sembra plausibile che quegli elementi di matrice che risultas-
sero della stessa forma in tali teorie opposte, si debbono conservare
nella teoria simmetrica. Supponiamo dunque di aver proceduto alla
eliminazione della parte irrotazionale di A e P.




184 E. MAJORANA

L’espressione (35) di H verrad modificata in due modi: in primo
luogo intendendo eche A e P in questa espressione rappresentino solo
la parte priva di divergenza di tali vettori; e in secondo luogo ag-
giungendo un termine che rappresenta l’energia elettrostatica. Que-
sto termine ha una forma differente nella teoria ordinaria (eleftrone-
vuoto di elettrone) e in quella opposta. Nella prima si ha conser-
vando 1’interazione di ogni paltlcella con se stessa

Han=4 [ 172 g1 Hovala e dadd,
e nella seconda
: 1 o
Han= [[ 7= ¥R @i Te’ dada.

Mediante le (37) e (40) si pud esprimere 1’energia elettrostatica
in funzione delle C. T soli termini eletfrostatici che hanno ricevuto.
applicazione fisica sono peraltro identici nelle due teorie; essi sono
quelli ehe dal punto di vista corpuscolare si laseiano interpretare
come repulsione o attrazione fra particelle distinte della stessa spe-
cie o di specie differente.

Per quanto infine concerne 1’interazione con il eampo di radia-
zione, 1’unica differenza fra la teoria simmetrica e wuella ordinaria
rignarda la eancellazione di eostanti di risultante indeterminata,
relative ai singoli oscillatori, nell’espressione della densitd di eor-
rente; anche qui rimangono invariate le formole di ainteresse ap-
plieativo. '
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