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Riassunto delle lezioni precedenti

Pr ima Lezione: I nt r oduzione e mot ivazioni del cor so; Sint assi e 
semantica di ARITHM

Seconda lezione: Sint assi e semant ica oper azionale del 
linguaggio imperativo IMP

Terza lezione: Tecniche di prova per induzione (su IMP).

Quinta lezione: Definizione induttiva di domini (per IMP).

Occupiamoci adesso di semantica denotazionale.

Prima introduciamo alcuni concetti matematici basilari: 

Ordinamenti parziali completi, funzioni continue e minimi punti fissi

Nella pr ossima lezione, most r er emo una semant ica 
denot azionale per il linguaggio I MP e la sua equivalenza con la 
semantica operazionale.
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Introduzione

La semant ica oper azionale most r a come possono esser e 
utilizzati (eseguiti) i vari costrutti di linguaggio. 

Essa int er pr et a i pr ogr ammi come diagr ammi di t r ansizione, con 
azioni che permettono di muoversi tra i vari stati. 

Quest e st r ut t ur e descr ivono il compor t ament o di un 
programma, ma non permettono di definire completamente il suo 
significato (il significato è trasferito in un altro linguaggio). 

Pot r emmo def inir e una semant ica oper azionale come una 
f or malizzazione mat emat ica di qualche st r at egia di 
implementazione del programma. 

Semantica denotazionale

La semant ica denot azionale cer ca di cat t ur ar e il signif icat o 
int er no di un pr ogr amma piut t ost o che la st r at egia di 
implement azione. Per quest o mot ivo è più ast r at t a di quella 
operazionale ed è indipendente dalla macchina su cui si lavora.

Quest a semant ica mappa un linguaggio in un modello mat emat ico 
astratto (invece di utilizzare regole operazionali), in modo tale che 
il valor e di un pr ogr amma compost o è det er minabile dir et t ament e 
dai valori delle sue singole parti. 

I n pr at ica, ad ogni f r ase del linguaggio viene associat a una 
denotazione (significato) come funzione delle denotazioni delle sue 
sottofrasi. 

Ne consegue che in alcuni casi la semantica di una frase è il minimo 
punto fisso di una funzione opportunamente definita.

Tut t avia, e f ondament ale ver if icar e che le specif iche 
denotazionali siano implement abili, in alt r e par ole che la semant ica 
denotazionale cor r isponda sempr e ad una semant ica oper azionale. 
Questo verra mostrato nelle prossime lezioni
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Strumenti matematici opportuni

Lo spazio mat emat ico solit ament e ut ilizzat o dalla t eor ia 
denot azionale della semant ica dei linguaggi di pr ogr ammazione è
quello degli insiemi parzialmente ordinati (domini).  

Esempi di t ali ogget t i sono le funzioni parziali, unit ament e ad un 
or dinament o par ziale che per met t e di def inir e un concet t o di 
appr ossimazione o di cont eniment o di inf or mazione t r a gli 
ogget t i. Per esempio f · g può indicar e che g si compor t a come 
f su tutti i valori in cui quest ultima è definita.

Esist ono element i del linguaggi la cui denot azione dipende dalla
soluzione di equazioni r icor sive (come per il comando while di 
I MP). Vedr emo che una soluzione per t ali equazioni è dat a dal 
minimo punto f isso di un insieme completo parzialment e 
ordinato.

Ordinamento Parziale

Un or dinament o par ziale (p.o.) è una coppia (P, v ), dove P è un insieme di 
elementi e v è una relazione binaria su P che sia:

Riflessiva: per ogni p in P, p v p 

Transitiva: Per ogni p, q, r in P, se p v q Æq v r allora p v r

Antisimmetrica: Per ogni p, q in P, se p v q Æq v p allora p = q

Remark:

p v q significa che p e meno (o al più uguale) significativo di q

Parziale significa che ci sono elementi in P che non sono confrontabili tra loro

Esempi di insiemi parzialmente ordinati:

(Z, · ), dove Z è l insieme dei numeri interi e · è il solito ordinamento

(2S, µ ), dove 2S denota l insieme delle parti di S, (spesso scritto come P(S), o 
Pow(S)

Esempi di insiemi non parzialmente ordinati:

(Z, <) non è un p.o. perché < non è riflessiva 

(Z, v ), dove m v n , |m| · |n|, non è un p.o. perché v non è antisimmetrica: 
-1 v 1 e 1 v -1, ma -1 1.
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Ordinamento Parziale Completo

Dat o un or dinament o par ziale (P, v ) e un sot t oinsieme X µ P, allor a p è
un upper bound (maggiorante) di X sse 8 q 2X, q v p.

Si dice che p è un least upper bound (minimo maggiorante, lub) di X sse

p è un upper bound di X

Per ogni upper bound q di X, p v q

1. Un lub di un sottoinsieme X di un p.o. è anche indicato con t X

Una catena di un p.o. (P, v ), è una sequenza d0 v d1 v v dn, il cui lub è
dn (un insieme finito totalmente ordinato è una catena).

Una - catena di un p.o. è una catena infinita. Anch essa può avere un lub

e sarà indicato con            (intuitivamente, l elemento limite della catena

Un p.o. (P, v ) è un ordinamento parziale completo (c.p.o.) se t ut t e le sue 
-catene hanno un lub

Un c.p.o. (P, v ) è con elemento minimo se esist e un element o ? 2 P tale 
che 8 q 2 P, ? v q

Esempi di c.p.o.

(2S, µ ) è un c.p.o., ed il minimo upper bound (lub) per la cat ena 
di tutti gli elementi di 2S è proprio S (U = t ).

(N, · ) non è un c.p.o. perchè N non ha un lub. Se invece 
consideriamo (N [ 1 , · ), questo è un c.p.o dove il lub è 1 . 

([0,1], · ) è un c.p.o. dove [0,1] è l int er vallo cont inuo chiuso di 
r eali e 1 è un lub per cat ene inf init e. Si not i come ([0,1), · ) non 
è un c.p.o.. I nf at t i, non esist e un lub per la cat ena inf init a, 1/ 2, 
2/3, 3/4 che ha per limite 1 [0,1)

Se (P, v ) è un c.p.o. lo è anche (P, w)?

No, per ché (P, w) pot r ebbe non aver e un lub. Per esempio,    
((0,1], · ) è un c.p.o. con lub 1, ment r e ((0,1] , ¸ ) non ha un lub. 
I nf at t i, non esist e un lub per la cat ena inf init a, 1/ 2, 1/ 3, 1/ 4
che ha per limite 0 (0,1]
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Funzioni monotone e continue

Siano (D, v ) e (E, v ) due c.p.o. Una f unzione f : D ! E si dice 
monotona sse preserva il seguente ordine:

8 d,d 2 D. d v d ) f(d) v f(d )

Siano (D, v ) e (E, v ) due c.p.o. Una funzione f: D ! E si dice 
(Scott- ) continua se f e monotona e per ogni catena d0 v d1 v

v dn v in D vale

Si noti come non tutte le funzioni monotone sono continue!

Come vedremo, questa formulazione è molto utile per calcolare il 
minimo punto fisso di una funzione

Punto fisso

Sia (D, v ) un c.p.o. e f : D ! D una f unzione monot ona. Un punto 
fisso di f è un elemento d 2 D tale che f(d) =d.

La funzione polinomiale sui numeri reali f(x) = x2 3x + 4 ha punto fisso e 
precisamente f(2) = 2.

La funzione f(x)=x ha infiniti punti fissi 

La funzione f(x)=x+1 non ha punto fisso sui reali perché x non è mai uguale a 
x+1, per qualsiasi numero reale x.

Un pre- punto fisso di f è un elemento d 2 D tale che f(d) v d. 

Una funzione può avere più punti fissi

Thm[Kleene]: Una f unzione cont inua su un c.p.o. ha sempre un 
punto fisso.

Per esser e pr ecisi, anche una f unzione monotona su un c.p.o
ammet t e punt o f isso, ma se la f unzione è anche cont inua allor a 
abbiamo un algor it mo per calcolar e il punt o f isso, come vedr emo 
nelle prossime diapositive.
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Intermezzo: Stephen Cole Kleene [1909-1994]

Kleene è un matematico americano. 

Nato a Hartford, Connecticut(USA), si laureò nel 1930. 

Dal 1930 al 1935, fu assistente ricercatore all università
di Pr incet on, dove r icevet t e il dot t or at o in mat emat ica 
nel 1934, supervisionato da Alonzo Church.

Da 1935 lavor ò all' univer sit à di Winsconsin-Madison
dove predispose le fondamenta dell informatica teorica. 

Kleene è not o per la f ondazione del r amo della logica 
mat emat ica conosciut a come t eoria della ricorsione, 
insieme con Alonzo Church, Kurt Godel, Alan Turing ed 
altri, e per aver inventato le espressioni regolari. 

For nendo met odi per det er minar e quali pr oblemi sono 
r isolvibili, il suo lavor o por t ò allo st udio di quali f unzioni 
fossero calcolabili. 

Tr a le alt r e cose, l algebr e di Kleene, la st ar di Kleene, il 
t eor ema di r icor sione di Kleene ed il t eor ema di punto 
fisso di Kleene sono stati chiamati così in suo onore. 

Terema del Punto fisso (1)

Sia (D, v ) un c.p.o. con minimo ? e f : D ! D una f unzione cont inua. Allor a 
si ha che:

? v f(? ) perché ? v x per ogni elemento x 2 D (e di f(D) )

f(? ) v f(f(? )) perché f è monotona e vale la riga precedente.

f(f(? )) v f(f(f(? ))) per lo stesso motivo di prima  e così via 

Sia fn+1(? ) = f (f n(? )).

? v f(? ) v f 2(? ) v f 3(? ) è una catena in D 

Sia allora 

Thm[Kleene] (cont.): Una f unzione cont inua su un c.p.o. ha sempre un 
minimo punto fisso ed e uguale al least upper bound della catena su f. 

I n alt r e par ole fix(f) è un punt o f isso di f ed è il suo minimo pre-punto
fisso. 

In simboli: (1) f(fix(f))=fix(f) e (2) se f(d) v d allora fix(f) v d
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Teorema di punto fisso (2)

Proviamo il primo punto!

Ricordiamo che

Applicando f abbiamo che

Per la continuità di f abbiamo che È la catena senza il 
primo elemento

Se aggiungo bottom, il 
risultato non cambia e 

ottengo la stessa 
catena di partenza

Dunque fix(f) è
un punto fisso

Teorema di punto fisso (3)

Proviamo il secondo punto!

Sia d un pre-punto fisso. Allora ? v d (per definizione di bottom).

Per la monotonicità di f, f(? ) v f(d)

Siccome d è un pre-punto f isso, per def inizione f (d) v d. Dunque 
f(? ) v d.

Per induzione f(f(? )) v f(d) v d.... Dunque f n(? ) v d.

Ma allora 

Dunque fix(f) è il minimo punto fisso di f
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Punti fissi sui CPO

Fix(f) ={ l L  |  f(l)=l}

lfp(f)  =     n 0 fn( )

T

f i( )

Osservazioni 

A quest o punt o abbiamo acquisit o gli st r ument i mat emat ici di 
base per discut er e della semant ica denot azionale dei linguaggi 
di programmazione. 

In che modo questi strumenti vengono utilizzati?

Gli or dinament i par ziali complet i cor r ispondono ai t ipi di dat i 
(sia in input che output) di una computazione

Le f unzioni calcolabili sono r appr esent at e da f unzioni cont inue 
fra c.p.o.

Gli elementi di un c.p.o sono punti di informazione 

x v y può esser e int er pr et at o come x appr ossima y (oppure x 
ha meno inf or mazioni di y ). Di conseguenza ? è il punt o con 
minima informazione.
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