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Capitolo 1Os
illazioni e Onde1.1 Il problemaConsideriamo una 
orda ideale, di dimensione trasversale tras
urabile e densità
ρ. La 
orda, in 
ondizioni di riposo gia
e sull'asse delle as
isse del piano Oxyed è soggetta ad una tensione T . Se appli
hiamo una forza F parallelamenteall'asse y, la 
orda si deformerà in una 
urva nel piano Oxy. Las
iata libera,

M’

N’

xM N

-T

T

y

Figura 1.1: S
hematizzazione delle forze agenti su una 
orda las
iata libera fuoridalla posizione di equilibrio
onsideriamo le forze agenti sul segmento di 
ordaM ′N ′ nella direzione dell'asse
y. Se 
onsideriamo tras
urabile la di�erenza tra i moduli delle tensioni nei punti
M ′ ed N ′, e 
hiamiamo u(x, t) lo spostamento della 
orda nel punto x all'istante
t potremo s
rivere:

M
∂2u(x, t)

∂t2
= −T sin(θ′) + T sin(θ) (1.1)essendo θ′ e θ gli angoli delle tangenti a u(x, t) rispettivamente in M ′ ed N ′ ed

M = ρ dx. 7



8 CAPITOLO 1. OSCILLAZIONI E ONDEAl primo ordine, potremo dire 
he
sin(θ) ∼ θ ∼ tg(θ) =

∂u(x, t)

∂xe dunque:
sin(θ′) − sin(θ) =

∂2u(x, t)

∂x2
dxSostituendo in 1.1, troviamo:

∂2u(x, t)

∂t2
=
T

ρ

∂2u(x, t)

∂x2
(1.2)La (1.2) è un 
aso sempli
e dell'equazione delle onde.Se 
onsideriamo le dimensioni del rapporto T

ρ , vediamo 
he:
[

T

ρ

]

=

[

ml t−2

ml−1

]

=
[

l2t−2
]e dunque ha le dimensioni del quadrato di una velo
ità, verrà indi
ata 
on c2 e,vedremo, è la velo
ità di propagazione della perturbazione lungo la 
orda.1.2 La soluzione di D'AlambertIl primo a dimostrare l'esistenza ed uni
ità ed a trovare una soluzione di questaequazione fu il matemati
o fran
ese D'Alambert, e , l'operatore di�erenziale 
heappli
ato ad una funzione delle 
oordinate u(x, y, z, t), restituis
e l'equazionedelle onde, da lui, prende il nome di d'alambertiano e si indi
a 
on il simbolo:

� ≡ ∂2

∂t2
− c2

[

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

]

≡ ∂2

∂t2
− c2∇2La soluzione di D'Alambert parte dal 
ambiamento di variabili (suggerito dalfatto 
he ∂2

t − c2∇2 = (∂t − c∇)(∂t + c∇)):
{

ξ = x− ct
η = x+ ct

(1.3)dunque:
∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
=

=
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η
(1.4)

∂u

∂t
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂u

∂η

∂η

∂t
=

=c

[

∂u

∂ξ
− ∂u

∂η

] (1.5)Derivando una se
onda volta:
∂2u

∂x2
=
∂2u

∂ξ2
+ 2 · ∂

2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2
(1.6)

∂2u

∂t2
=c2 ·

(

∂2u

∂ξ2
− 2 · ∂

2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2

) (1.7)



1.2. LA SOLUZIONE DI D'ALAMBERT 9e dunque, sostituendo nella (1.2) otteniamo 
he:
∂2u

∂ξ∂η
= 0 (1.8)L'Eq.(1.8) indi
a 
he la derivata rispetto a η è una 
ostante rispetto a ξ,dunque una funzione della sola η:

∂u

∂η
= f1(η) (1.9)Integrando an
ora rispetto a η:

u(ξ, η) =

∫

f1(η)dη + C (1.10)ove C è una 
ostante rispetto ad η e dunque può essere una funzione di ξ. Inde�nitiva:
u(x, t) = g1(x− ct) + g2(x+ ct) (1.11)Le funzioni generi
he f1(x − ct) e f2(x + ct) indi
ano due perturbazioni 
he sipropagano lungo la 
orda nelle due direzioni opposte 
on velo
ità di modulo 
.Queste funzioni possono essere determinate imponendo le 
ondizioni iniziali:

u(x, t = 0) = φ(x) ∂u
∂t |t=0= φ1(x) (1.12)Si ri
ava:

u(x, t) =
φ(x− ct) + φ(x + ct)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct

φ1(z)dz (1.13)nota 
ome soluzione di D'Alambert e le rette x± ct = cost nel piano xt sono le
aratteristi
he.1.2.1 Corda �nitaSe la 
orda ha dimensione �nita di lunghezza l, �ssata agli estremi (x = 0 x = l),oltre alle 
ondizioni (1.12) devono essere soddisfatte le 
ondizioni ulteriori:
u(x = 0, t) = 0 u(x = l, t) = 0 (1.14)La soluzione di D'Alambert, 
ontinua ad essere valida, ma le funzioni g1(x− ct)e g2(x + ct) hanno un argomento 
he può essere all'estreno dell'intervallo dide�nizione del problema. Per poter risolvere il problema o

orrerà 
onsideraresolo la perturbazione iniziale della 
orda in�nita tale 
he il movimento della suaporzione (0, l) sia quello indi
ato dalle 
ondizioni.
{

g1(−ct) + g2(ct) = 0
g1(l − ct) + g2(l + ct) = 0o, indi
ando la variabile indipendente sempli
emente 
on x:
{

g1(−x) = −g2(x)
g1(l − x) = −g2(l + x)

(1.15)Possiamo veri�
are 
he, sostituendo nella se
onda delle (1.15) x 
on (l + x), eutilizzando la prima, si ottiene:
g2(x+ 2l) = −g1(−x) = g2(x)e dunque g2(x) è periodi
a di periodo 2l, e analogamente per la g1(x).



10 CAPITOLO 1. OSCILLAZIONI E ONDE1.3 Os
illazioni di un gas 
ompresso

Figura 1.2: S
hematizzazione delle forze agenti su un gas 
ompresso in un
ilindroConsideriamo un gas 
ontenuto in un 
ilindro di volume dV = Sdx e limitatoda un lato da un pistone. Se il pistone (la parete si sinistra del 
ilindro) si muovedi dξ, la variazione di pressione fra le due fa

e,all'inizio, sarà, al primo ordine:
dP =

∂p

∂x
dxe di 
onseguenza, la forza agente sul pistone

dF = SdP = −S ∂P
∂x

dxAppli
ando la prima legge di Newton F = ma ed essendom = ρ0V si ottiene:
ρ0Sdx

∂2ξ

∂t2
= −S ∂P

∂x
dx (1.16)Dividendo tutto per Sdx si ha:

ρ0
∂2ξ

∂t2
= −∂P

∂x
(1.17)La variazione di pressione può essere 
al
olata introdu
endo il 
oe�
ente di
ompressibilità k tale 
he:

dP = −1

k

dV

V
(1.18)La variazione relativa di volume sarà

S(dx+ dξ) − S(dx)

Sdx
=
∂ξ

∂xe dunque:
dP = −1

k

∂ξ

∂x
dx (1.19)e quindi

Px+ξ = P0 −
1

k

∂ξ

∂x
dx



1.3. OSCILLAZIONI DI UN GAS COMPRESSO 11La pressione nel punto x+ ξ + dx + dξ è data da:
Px+ξ+dx+dξ = P0 −

1

k

∂ξ

∂x
dx+

∂

∂x

(

P0 −
1

k

∂ξ

∂x

)

dx = Px+ξ −
1

k

∂2ξ

∂x2
dx (1.20)Dunque, sostituendo nella (1.17), otteniamo:

ρ0
∂2ξ

∂t2
=

1

k

∂2ξ

∂x2
(1.21)ovvero:

(

∂2

∂t2
− c2∇2

)

ξ = 0 (1.22)
c =

1√
ρk

(1.23)In una trasformazione adiabati
a, è: PV γ = Cost, dunque Pρ−γ = k impli
a
he:
∂P

∂ρ
= kγργ−1 (1.24)Dunque, utilizzando la ργ = P/k e la de�nizione di k (1.18):

dP =
γPdρ

ρ
= −1

k

dρ

ρda 
ui si ri
ava, 
he per un gas adiabati
o, il 
oe�
iente di 
ompressibilità vale:
1

k
= γP (1.25)L'equazione delle onde 
he abbiamo ri
avato, riguarda lo spostamento. Perri
avare il 
omportamento della pressone, possiamo partire dalla (1.18), s
ritta
ome:

P = P0 −
1

k

∂ξ

∂xdunque, derivando due volte rispetto a x otteniamo:
∂2P

∂x2
= −1

k

∂

∂x

∂2ξ

∂x2ma, per la (1.21):
∂2P

∂x2
= −ρ0

∂

∂x

∂2ξ

∂t2
(1.26)D'altra parte derivando rispetto a t due volte:

∂2P

∂t2
= −1

k

∂

∂x

∂2ξ

∂t2
(1.27)e, 
onfrontando le (1.26) e (1.27), si ri
ava:

∂2P

∂t2
=

1

ρ0k

∂2P

∂x2
(1.28)Dunque an
he la pressione varia nel 
ilindro se
ondo l'equazione delle onde, eanalogamente si può ragionare per la densità.



12 CAPITOLO 1. OSCILLAZIONI E ONDE1.4 Il metodo di FourierPer una 
orda �ssata agli estremi, un metodo alternativo, 
he porta ad interes-santi 
onseguenze è quello di Fourier o di separazione delle variabili. Si tratta di
er
are soulzioni parti
olari dell'equazione di D'Alambert, 
he siano il prodottodi una funzione solo del tempo e di una del solo spazio:
u(x, t) = X(x)T (t) (1.29)Sostituendo questa soluzione nell'eq. (1.2), otteniamo:

c2X ′′(x)T (t) = X(x)T̈ (t) (1.30)avendo indi
ato 
on il punto la derivazione rispetto al tempo e 
on l'api
e quellarispetto alla x. Dividendo entrambi i membri per X(x)T (t) otteniamo:
c2
X ′′(x)

X(x)
=
T̈ (t)

T (t)
(1.31)Poi
hé il primo membro è solo funzione di x e il se
ondo solo di t, l'uguaglianzavale solo se entrambi i rapporti sono uguali ad una medesima 
ostante λ (dettadi separazione). Pertanto, l'Eq.(1.31) è equivalente al sistema di equazioni:

X ′′(x) − λX(x) = 0

T̈ (t) − λT (x) = 0 (1.32)La soluzione delle (1.32) è del tipo:
X(x) = Ae

√
λx +Be−

√
λx

T (t) = Ce
√

λt +De−
√

λt (1.33)Alla prima delle (1.33) possiamo aggiungere le 
ondizioni al 
ontorno: X(0) =
X(l) = 0. Sostituendo la prima 
ondizione nella (1.33) otteniamo A = −B edunque, se λ > 0 allora X(x) = 2Asinh(

√
λx). Si

ome il seno iperboli
o siannulla solo nell'origine, allora non può essere veri�
ata la se
onda 
ondizioneal 
ontorno. Pertanto λ dovrà essere negativa: λ = −k2 e quindi:

X(x) = 2iA sin(kx) (1.34)Sostituendo la se
onda 
ondizione si ha 
he sin(kl) = 0 
he è soddisfatta soloper kn = nπ
l . Si avranno dunque in�nite soluzioni, tutte equivalenti, an
he lasomma di queste è una soluzione. Pertanto la soluzione generale sarà:

X(x) =

∞
∑

n=0

An sin(
nπ

l
) (1.35)La 
ostante A può essere trovata imponendo 
he la soluzione sia normalizzata,ovvero

∫ l

0

X2dx = 1 ⇔ A2 · l
2

= 1 (1.36)e dunque
An =

√

2

l
∀n (1.37)



1.5. OSCILLAZIONI DI UNA MEMBRANA 13Passando alla parte temporale, possiamo s
rivere, ponendo an
he qui λ = −k2:
T̈ (t) + ω2T (t) = 0
on ωn = ckn e la 
ostante kn è quella trovata pre
edentemente. Sostituendonella se
onda delle (1.33) otteniamo:

T (t) = Ceiωt +De−iωtImponendo le 
ondizioni (1.12) e 
onglobando il fattore di normalizzazione nelle
ostanti:
u(x, t) =

∞
∑

n=1

[

(

Cn · eiωnt +Dn · e−iωnt
)

sin(
nπx

l
)
] (1.38)

u(x, t = 0) =

∞
∑

n=1

(Cn +Dn)sin(
nπx

l
) = φ(x)

u̇(t = 0) = i

∞
∑

n=1

ωn(Cn −Dn)sin(
nπx

l
) = φ1(x)Se 
hiamiamo: Cn + Dn = αn e i(Cn − Dn) = βn,moltipli
hiamo entrambi imembri per sin(nπx

l ) e integriamo, ri
ordando la (1.36), otteniamo:
αn =

2

l

∫ l

0

sin
(nπx

l

)

φ(x)dx (1.39)
βn =

2

cnπ

∫ l

0

sin
(nπx

l

)

φ1(x)dx (1.40)Considerato 
he Cn = αn − iβn e Dn = αn + iβn, si vede 
he sono uno il
omplesso 
oniugato dell'altro, e la u(x,t), può essere s
ritta 
ome una sommabilaterale 
on un uni
o parametro 
omplesso. I 
oe�
ienti αn e βn 
he abbiamotrovato sono i 
oe�
ienti (di Fourier) dello sviluppo di u(x,t) in una serie 
hepossiamo ri
avare manipolando la (1.38) e 
he prende il nome di Serie di Fourier:
u(x, t) =

∞
∑

n=1

(

αncos
(cnπ

l
t
)

+ βnsin
(cnπ

l
t
))

sin
(nπ

l
x
) (1.41)
he in forma 
omplessa può essere s
ritta 
ome:

u(x, t) =

∞
∑

n=−∞
Dne

i(knx−ωnt) (1.42)in 
ui vale la relazione (di dispersione) ωn = c · kn, D−n = D̄n e
D0 =

1

2l

∫ l

0

φ(x)dx1.5 Os
illazioni di una membranaConsideriamo le os
illazioni libere di una membrana rettangolare i 
ui 
ontorni
onsistano nei punti del piano (x, y):x = 0 x = l y = 0 y = m. Cer
hiamo



14 CAPITOLO 1. OSCILLAZIONI E ONDEsoluzioni dell'equazione:
∂2u

∂t2
= a2

(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

) (1.43)
he si annullino sul 
ontorno e di 
ui siano note, all'istante iniziale, la formafunzionale φ1(x, y) e la quella della sua derivata temporale φ2(x, y).Di nuovo, appli
hiamo il metodo di Fourier, 
ioè 
er
hiamo soluzioni deltipo:
(αcos(ωt) + βsin(ωt))U(x, y) (1.44)Queste inserite nella (1.43) danno:

−ω2 (αcos(ωt) + βsin(ωt))U(x, y) = a2

(

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2

)

(αcos(ωt) + βsin(ωt))(1.45)da 
ui, ra

ogliendo i termini e ponendo ω2/a2 = k2, si ottiene:
(

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2

)

+ k2U = 0 (1.46)Come al solito, separando le variabili: U(x, y) = X(x)Y (y), otteniamo dueequazioni:
{

X ′′ + λ2X = 0
Y ′′ + µ2Y = 0

(1.47)ove: λ2 + µ2 = k2.Il sistema (1.47) dà la soluzione generi
a:
X(x) = C1sin(λx) + C2cos(λx)

Y (y) = C3sin(µy) + C4cos(µy)La 
ondizione al 
ontorno X(0) = X(l) = 0 e Y (0) = Y (m) = 0 
i permettonodi dire 
he C2 = C4 = 0, e dunque, a meno delle 
ostanti non nulle:
X(x) = sin(λx)

Y (y) = sin(µy) (1.48)Dalla (1.48), segue 
he λ e µ hanno un'in�nità di valori tali 
he:
λi =

iπ

l

µj =
jπ

m
(1.49)Corrispondentemente, per le 
ostanti k2 e ω2 otteniamo:

k2
ij = π2

(

i2

l2
+

j2

m2

) (1.50)
ω2

ij = ak2
i,j (1.51)La soluzione sarà del tipo

u(x, y, t) =
∑

ij

(αijcos(ωijt) + βijsin(ωijt)) sin

(

iπx

l

)

sin

(

jπy

m

) (1.52)
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ostanti si 
al
olano imponendo le 
ondizioni iniziali. Vediamo dalla(1.52) 
he, per per 
ias
una frequenza propria, esistono più forme di�erentidella membrana, 
on di�erenti linee nodali, 
ioè linee in 
ui l'ampiezza dellavibrazione si annulla.Consideriamo il 
aso di una membrana quadrata: l = m = r.La frequenza in quest 
aso è data da:
ωij =

aπ

r

√

i2 + j2 (1.53)Comin
iamo a 
onsiderare il 
aso i = 1, j = 1: ω11 = α
√

2 frequenza fonda-mentale;
u11 = N11sin(ω11t+ φ11)sin

(πx

r

)

sin
(πy

r

)Non si annulla in nessun altro punto 
he non sia il bordo.Passiamo al 
aso i = 1, j = 2. La frequenza sarà: ω12 = ω21 = α
√

5 in
orrispondenza della quale saranno possibili due forme della membrana:
u12 = N12sin(ω12t+ φ12)sin

(πx

r

)

sin

(

2πy

r

)

u21 = N21sin(ω12t+ φ21)sin

(

2πx

r

)

sin
(πy

r

)
he hanno linee nodali per:
x =

r

2
; y =

r

2Oltre alle u12 e u21 
i sono an
he altre in�nite soluzioni equivalenti date dalleloro 
ombinazioni lineari, per es. (ponendo per sempli
ità φ12 = φ21 = 0):
u(x, y, t) = sin(ω21t)

[

N1sin
(πx

r

)

sin

(

2πy

r

)

+N2sin

(

2πx

r

)

sin
(πy

r

)

]Ponendo N1 = N2 e u(x, y, t) = 0, ri
aviamo la linea nodale: x+ y = 0, mentreper N1 = −N2, si ha x − y = 0. I modi 
orrispondenti a questo 
aso sonomostrati in Fig. 1.3
Figura 1.3: Posizione delle linee nodali per il 
aso i=1, j=2



16 CAPITOLO 1. OSCILLAZIONI E ONDE



Capitolo 2Serie e trasformate di Fourier2.1 Serie di Fourier2.1.1 De�nizioniAbbiamo visto nel par. 1.4, 
he la risoluzione del problema della 
orda vibran-te, 
ondu
e ad una soluzione 
he è la somma di seni e 
oseni moltipli
ati peropportuni 
oe�
ienti:
u(x, t) =

∞
∑

n=1

[

αncos
(cnπ

l
t
)

+ βnsin
(cnπ

l
t
)]

sin
(nπ

l
x
) (2.1)In generale, diremo 
he una funzione della variabile x, f(x), de�nita nell'inter-vallo −π < x < π, è sviluppabile in serie di Fourier, se 
onverge la somma:

f(x) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

[ancos(nx) + bnsin(nx)] (2.2)Il termine a0/2 è il valor medio della funzione, e si può ri
avare integrando la(2.2) ad ambo i membri fra −π e π.
a0 =

1

π

∫ π

−π

f(x)dx (2.3)Avendo tenuto 
onto 
he gli integrali di seno e 
oseno, su un numero intero diperiodi, sono nulli. I parametri an e bn si possono ri
avare moltipli
ando amboi membri della (2.2) rispattivamente per cos(mx) e sin(mx) ed integrando:
am =

1

π

∫ π

−π

f(x)cos(mx)dx (2.4)
bm =

1

π

∫ π

−π

f(x)sin(mx)dx (2.5)avendo 
onsiderato 
he l'integrale del seno e 
oseno al quadrato, su un numerointero di periodi, è 1/2 e l'integrale dei prodotti misti si annulla.17



18 CAPITOLO 2. SERIE E TRASFORMATE DI FOURIERSe la f(x) è de�nita in un intervallo c− d < x < c+ d, allora sarà:
f(x) =

a0

2
+

∞
∑

n=1

[

ancos

(

nπ
(x+ c)

d

)

+ bnsin

(

nπ
(x+ c)

d

)] (2.6)
an =

1

d

∫ c+d

c−d

f(x)cos

(

nπ
(x+ c)

d

)

dx (2.7)
bn =

1

d

∫ c+d

c−d

f(x)sin

(

nπ
(x + c)

d

)

dx (2.8)Considerato 
he la somma (2.2) è 
omposta da termini pari e termini dispari, è
hiaro 
he se la funzione è pari(f(x) = f(−x)), i 
oe�
ienti dei termini disparisaranno tutti nulli (
ome si può vedere an
he direttamente dalle de�nizioni(2.5)), e vi
eversa, per le funzioni dispari (f(x) = −f(−x)), sarà una somma disoli seni.Abbiamo già visto in 1.4, 
he la serie di Fourier può essere espressa 
ome sommabilatera attraverso l'uso di una uni
a variabile 
omplessa, usando la de�nizionedi seno e 
oseno in termini di esponenziali 
omplesse:
cos(x) =

eix + e−ix

2
(2.9)

sin(x) =
eix − e−ix

2i
(2.10)

f(x) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

[ancos(nx) + bnsin(nx)] =

=
a0

2
+

∞
∑

n=1

[

an

(

einx + e−inx

2

)

+ bn

(

einx − e−inx

2i

)]

=

=
a0

2
+

∞
∑

n=1

[

1

2
(an − ibn)einx +

1

2
(an + ibn)e−inx

]

=

=

∞
∑

n=−∞
cne

inx (2.11)
cn =











1
2 (an − ibn) n ≥ 1
a0

2 n = 0
1
2 (an + ibn) n < 0

(2.12)2.1.2 Esempio: la onda quadraCome esempio di sviluppo in serie di Fourier 
onsideriamo la funzione ondaquadra
f(x) =

{

−1 −1 < x < 0

1 0 < x < 1
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f(
x)

3 termini
10 termini

Figura 2.1: Risultato dello sviluppo in serie di Fourier relativo all'onda quadra.In blu la 
urva relativa ai primi 3 termini, in rosso quella 
on 10 terminiQuesta funzione è dispari, dunque sarà 
omposta da una serie di soli seni. Dallade�nizione (2.8):
bn =2

∫ 1

0

sin(πnx)dx

= 2

[

− 1

nπ
cos(nπx)

]1

0

=

= − 2

nπ
[(−1)n + 1] =

=

{

4
nπ n = 2m+ 1

0 n = 2mIn Fig.2.1 è mostrato il risultato dello sviluppo in serie per i primi 3 e 10 ter-mini diversi da 0. Si può notare - in parti
olare nella 
urva a 10 termini - 
hel'ampiezza dell'os
illazione vi
ino allo spigolo dell'onda quadra è maggiore diquella nella parte piatta. Questo fenomeno è una 
aratteristi
a generale dellerappresentazioni di funzioni dis
ontinue in serie di Fourier tron
ate ad un nu-mero �nito di termini, e prende il nome di fenomeno di Gibbs. Più in generale,data una funzione periodi
a di�erenziabile 
he presenta un punto di dis
onti-nuità di altezza a, la serie di Fourier tron
ata presenta una soprelevazione di
ir
a 0.089490a ad ogni estremità. Ovvero la funzione 
he deriva dalla serie diFourier tron
ata presenta una dis
ontinuità del 18% più grande della funzioneoriginale.2.1.3 Condizioni per la 
onvergenzaUna 
ondizione ovvia per la 
onvergenza della serie di Fourier è 
he tutti isuoi 
oe�
ienti siano �niti. Questo si tradu
e nella 
ondizione di Diri
hlet:
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essaria per la 
onvergenza della serie 
he rappresenta la funzioneperiodi
a f(x) è 
he la funzione sia assolutamente integrabile su un periodo T,ovvero 
he:
∫

T

|f(x)| dx <∞ (2.13)Infatti, dalla de�nizione dei 
oe�
ienti della serie espressa in forma bilatera(
omplessa), risulta:
|ak| ≤

∣

∣

∣

∣

1

T

∫

T

f(x)eikxdx

∣

∣

∣

∣

=

=
1

T

∫

T

|f(x)eikxdx| =

=
1

T

∫

T

|f(x)|dxessendo 1 il modulo dell'esponenziale 
omplesso. Quindi, se la (2.13) è veri�
a-ta, per un qualsiasi periodo T �nito, sarà an
he veri�
ata la: |ak| <∞.Una funzione 
he viola la 
ondizione di Diri
hlet è f(x) = 1
x per 0 < x < 1.Un'altra 
ondizione di 
onvergenza è 
he: in qualsiasi intervallo �nito della va-riabile indipendente, 
i siano un numero �nito di massimi e minimi durante unsingolo periodo della funzione.Un esempio di funzione 
he rispetta la 
ondizione di Diri
hlet ma non quest'ul-tima 
ondizione è:

f(x) = sin

(

2π

x

)
he è di periodo 1, si puo veri�
are 
he è assolutamente integrabile:
∫ 1

0

|f(x)|dx < 1ma ha un numero in�nito di massimi e minimi 
he si addensano verso x = 0.Ultima 
ondizione è 
he in qualsiasi intervallo �nito della variabile indipendente,
i siano un numero �nito di dis
ontinuità e 
he 
ias
una di queste sia �nita.2.2 Trasformate di FourierConsideriamo una funzione qualsiasi f(x) non periodi
a de�nita in un intervallodella x : |x| < T e nulla altrove. Questa può essere resa periodi
a 
onsiderando
opie identi
he della funzione 
entrate ad intervalli T0 > T sull'asse delle x. Ses
riviamo la serie di Fourier di f(x) in forma 
omplessa, esprimendo per estesoi 
oe�
ienti:
f(x) =

∞
∑

k=−∞

[

1

T0

∫ T0/2

−T0/2

f(x)e−ikω0xdx

]

eikω0x (2.14)Si

ome f(x) = 0 per |x| > T0/2, l'integrale può essere esteso all'intervallo
[−∞,∞], e de�nire l'inviluppo di T0ak la funzione:

X(kω0) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikω0xdx (2.15)
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osì 
he i 
oe�
ienti dello sviluppo di Fourier possano essere s
ritti 
ome:
ak =

1

T0
X(kω0)Considerato 
he: ω0 = 2π

T0
è la frequenza della funzione,possiamo s
ivere la serie:

f(x) =
1

2π

∞
∑

k=−∞
X(kω0)ω0e

ikω0x (2.16)Quando T0 → ∞, ω0 → 0 e la somma tende ad un integrale, di modo 
he le(2.16) e (2.15) diventano:
f(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
X(ω)eiωxdω (2.17)

X(ω) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx (2.18)L'eq. (2.18) è la trasformata di Fourier della funzione f(x), mentre la (2.18) èl'antitrasformata di Fourier della funzione X(ω).2.2.1 Esempi di Trasformata di FourierCome primo esempio di funzione di 
ui 
al
olare la trasformata prendiamo il
aso in 
ui:

f(x) = δ(x)la trasformata sarà:
X(ω) =

∫ ∞

−∞
δ(x)e−iωxdx = 1essendo la δ(x) sempre nulla tranne 
he per x = 0 dove vale 1.Prendiamo ora la funzione impulso quadrato:

f(x) =

{

1 |x| < T1;

0 |x| > T1

X(ω) =

∫ T1

−T1

e−iωxdx = − 1

iω

[

e−iωT1 − eiωT1
]

=

= 2
sin(ωT1)

ωAl 
ontrario, troviamo adesso la funzione f(x) la 
ui trasformata sia un gradinonel piano delle frequenze:
X(ω) =

{

1 |ω| < W ;

0 |ω| > WL'antitrasformata 
i dà:
f(x) =

1

2π

∫ W

−W

eiωxdω =
sin(Wx)

πx
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Figura 2.2: Risultato dell'antitrasformata di Fourier della funzione impulso, perW=32.2.2 Proprietà delle trasformate di FourierEnun
iamo, senza dimostrazione al
une delle proprietà delle trasformate di Fou-rier:
• La trasformata di Fourier è lineare:

af1(x) + bf2(x) → aF1(ω) + bF2(ω) (2.19)
• Simmetria della trasformata: se f(x) è una funzione di x a valori realiallora

F (−ω) = F̄ (ω) (2.20)
• Proprietà di shift:

f(x− x0) → e−iωx0F (ω) (2.21)
• di�erenziazione e integrazione:

f(x)

dx
→ iωF (ω) (2.22)

∫

f(x)dx→ 1

iω
F (ω) + πF (0)δ(ω) (2.23)

• Proprietà di s
ala:
f(ax) → 1

|a|F
(ω

a

) (2.24)
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• Relazione di 
hiusura: è l'analogo della relazione di 
hiusura esistentefra due vettori ortonormali:

1

2π

∫ ∞

−∞
eiω(x−x′)dω = δ(x− x′) (2.25)(
he ri�ette il fatto 
he le 1√

2π
eiωx formano una base ortonormale in unospazio funzionale)Legata a quest'ultima proprietà, è la relazione di Parseval, 
he dimostriamo:

∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
|F (ω)|2dω (2.26)

∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

∫ ∞

−∞
f(x)f∗(x)dx =

=

∫ ∞

−∞
f(x)

[

1

2π

∫ ∞

−∞
F ∗(ω)e−iωxdω

]

dx

=
1

2π

∫ ∞

−∞
F ∗(ω)

[∫ ∞

−∞
f(x)e−iωxdx

]

dω =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
F ∗(ω)F (ω)dωProdotto di 
onvoluzioneSi de�nis
e prodotto di 
onvoluzione (folding) di due funzioni f(x) e h(x),l'integrale:

y(x) =

∫ ∞

−∞
f(ξ)h(x − ξ)dξ (2.27)Quando le funzioni sono nel dominio del tempo, la h(t− τ) è la risposta all'im-pulso e f(τ) è la solle
itazione.La trasformata di Fourier del prodotto di 
onvoluzione è il prodotto ordinariodelle trasformate di Fourier delle funzioni. Infatti:

Y (ω) =

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f(ξ)h(x− ξ)dξ

]

e−iωxdx =

=

∫ ∞

−∞
f(ξ)

[∫ ∞

−∞
h(x− ξ)e−iωxdx

]

dξSfruttando la proprietà di shift (2.21),
∫ ∞

−∞
h(x− ξ)eiωxdx = H(ω)e−iωξdunque:

Y (ω) = H(ω)

∫ ∞

−∞
f(ξ)e−iωξdξ = H(ω)X(ω)

H(ω) prende il nome di Risposta in Frequenza del sistema.



24 CAPITOLO 2. SERIE E TRASFORMATE DI FOURIERSpettro di una funzioneSi de�nis
e spettro di frequenza di una funzione, l'andamento delle ampiezze dei
oe�
ienti di Fourier in funzione delle frequenze, o, nel 
ontinuo, l'andamentodella trasformata di Fourier.Spesso, si fa riferimento alla densità di potenza spettrale (Power Spe
tralDensity - PSD) 
he è una quantità reale e deriva dalla funzione di auto
orre-lazione. Questa funzione deriva dall'esigenza di voler stimare la distribuzionedella potenza di un segnale alle varie frequenze, basndosi su un insieme �nitodi dati. La 
orrelazione fra due segnali 
ontinui x(t) e y(t) è il prodotto di
onvoluzione:
Rxy(τ) =

∫ ∞

−∞
x(t)y(t+ τ)dτ (2.28)
he da un idea della simiglianza dei segnali. Se x ed y sono lo stesso segna-le, si ottiene la funzione di auto
orrelazione Rxx(τ) 
he è massima per τ = 0ove esprime il valore dell'energia del segnale. Lo spettro di potenza è legatoall'auto
orrelazione dalla trasformata di Fourier:

Sxx(ω) =

∫ ∞

−∞
Rxx(τ)e−iωτdτ (2.29)da 
ui si può ri
avare la auto
orrelazione antitrasformando. Come si è detto lafunzione di auto
orrelazione, per ritardo nullo esprime l'energia del segnale:

Rxx(0) =
1

2π

∫ π

−π

Sxx(ω)dω (2.30)La densità di potenza spettrale PSD è de�nita dall'integrando di (2.30)
PSD(ω) =

Sxx(ω)

2π
(2.31)2.2.3 CampionamentoIl 
ampionamento di un segnale 
ontinuo 
onsiste nel 
onsiderare la serie deivalori 
he questo segnale assume ad intervalli di tempo dis
reti. Per sempli
itàassumeremo 
he gli intervalli di tempo 
onsiderati siano istantanei ed equispa-ziati 
on un periodo T . In questa ipotesi, 
ampionare equivale a 
onsiderare lasomma:

xp(t) =
∞
∑

k=−∞
x(t)δ(x − kT ) (2.32)Appli
ando la trasformata di Fourier ad ambo i membri, otteniamo:

Xp(ω) =

∫ ∞

−∞

(

x(t)

∞
∑

k=−∞
δ(x− kT )

)

e−iωtdt (2.33)La somma di funzioni delta di Dira
 
entrate in punti equispaziati (Fig.2.3) èuna funzione periodi
a pari, e dunque può essere sviluppata in serie di Fourieri 
ui 
oe�
ienti sono:
ck =

1

T

∫ T/2

−T/2

δ(t)e−ikωtdt =
1

T
(2.34)
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Figura 2.3: Treno di impulsi periodi
i e la sua trasformata di Fouriere dunque:
∞
∑

k=−∞
δ(x− kT ) =

1

T

∞
∑

k=−∞
eikωst (2.35)ove ωs = 2π

T .Sostituendo la (2.35) al posto della sommma nella (2.33), otteniamo:
Xp(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t)

∞
∑

k=−∞
δ(x− kT )e−iωt =

1

T

∫ ∞

−∞
x(t)

( ∞
∑

k=−∞
e−i(ω−kωs)t

)

dt =

=
1

T

∞
∑

k=−∞

(∫ ∞

−∞
x(t)e−i(ω−kωs)tdt

)

=

=
1

T

∞
∑

k=−∞
X(ω − kωs) (2.36)In de�nitiva, la trasformata di Fourier Xp(ω) di un segnale 
ampionato, èla somma di repli
he della trasformata di Fourier del segnale 
ontinuo X(ω),
entrate in multipli della frequenza di 
ampionamento ωs s
alate di un fattore

1/T (vedi Fig.2.3).Se X(ω) è limitato in banda, ovvero se è diverso da zero solo per un 
ertointervallo di frequenze 
he per sempli
ità s
egliamo simmetri
amente tra −ωMe ωM , allora le repli
he non si sovrapporranno solo se ωM < (ωs − ωM ) 
ioè, se
ωs > 2ωM . In 
aso 
ontrario, nella trasformata di Fourier del segnale 
ampio-nato, saranno presenti delle frequenze 
he non appartegono al segnale ma allesue repli
he (Fig. 2.4). Quanto mostrato è il teorema del 
ampionamento:Dato un segnale x(t) limitato in banda, la 
ui trasformata di Fourier X(ω) = 0per |ω| > ωM , il segnale è univo
amente determinato dai suoi 
ampioni xp(kTs)se la frequenza di 
ampionamento è maggiore di 2 volte la frequenza massimadel segnale: ωs = 2π

Ts
> 2ωM e 
onsiderando lo spettro 
ontenuto nella banda di
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Figura 2.4: E�etto del 
ampionamento di un segnale limitato in banda sullospettro delle frequenze, per ωs > 2ωM e per ωs < 2ωMfrequenze |ωc| <= ωs

2 . La frequenza ωs = 2ωM è la Frequanza di Nyquist per ilsegnale 
onsiderato.Aliasing di 
ampionamentoConsideriamo di voler 
ampionare un segnale sinusoidale:
x(t) = cos(ω0t)Il suo spettro è 
omposto da due sole linee, 
entrate a ±ω0. Se 
ampioniamoil segnale 
on una frequenza di 
ampionamento ωs < 2ω0 otteniamo lo spettroin Fig. 2.5. Se 
onsideriamo solo le frequenze entro ωs/2, sopravvivono solo

Figura 2.5: E�etto del 
ampionamento di un segnale sinusoidale, per ωs < 2ωM .La frequenza ωs − ω0 è minore di ω0

ωs − ω0, dunque:
xp(t) = cos [(ωs − ω0)t] 6= x(t)In altre parole, il segnale 
ampionato rappresenta un segnale 
on una frequenzaminore di quella del segnale originale (alias di 
ampionamento). Se, inve
e, lafrequenza di 
ampionamento è maggiore della frequenza di Nyquist, appli
andoil taglio a ωs/2 le frequenze originali sopravvivono al taglio, mentre quelle dellerepli
he vengono tagliate.



Capitolo 3Elementi di Campi3.1 De�nizioniUna quantità �si
a 
he assuma un valore ben de�nito n ogni punto dello spazio,de�nis
e un 
ampo di questa quantità. Per esempio, la temperatura dell'ariasulla super�
ie terrestre, varia 
on 
ontinuità da punto a punto, ma in ognipunto in un determinato istante assume un valore ben determinato (per es. dauna misura a quell'istante), de�nis
e il 
ampo termi
o al momento della misura.Se la quantità 
onsiderata è uno s
alare, 
ome, appunto, la temperatura o lapressione, de�nis
e un 
ampo s
alare, se vettoriale, 
ome la velo
ità, una forza,de�nis
e un 
ampo vettoriale.3.1.1 Campo S
alareUn 
ampo s
alare è de�nito da un a funzione U(x, y, z) del punto determinatodalle 
oordinate x, y, z. In 
orpo ris
aldato, la temperatura varia da punto apunto e si può de�nire il 
ampo termi
o nel volume o sulla super�
ie del 
or-po. Se 
onsideriamo un punto M e tra

iamo una linea orientata ℓ , attraversoil punto M , preso un altro punto M ′ sulla medesima retta, possiamo 
onside-rare la derivata del 
ampo rispetto alla direzione ℓ, 
ome limite del rapportoin
rementale:
∂U

∂ℓ
= lim

MM ′→0

U(M ′) − U(M)
¯MM ′ (3.1)In 
ias
un punto si possono de�nire in�nite derivate in tutte le direzioni, ma que-ste possono tutte essere espresse in termini delle derivate rispetto alle direzionidi x, y, z:

∂U

∂ℓ
=
∂U

∂x
cos(ℓ, x) +

∂U

∂y
cos(ℓ, y) +

∂U

∂z
cos(ℓ, z) (3.2)Se la linea ℓ, inve
e di essere una retta è una 
urva s 
he attraversa il puntoM, la (3.2) 
ontinua ad essere valida, pur di 
onsiderare i 
oseni, 
ome i 
osenidirettori della tangente alla 
urva s nel punto Mnella direzione di M ′:

∂U

∂ℓ
=
∂U

∂x

dx

ds
+
∂U

∂y

dy

ds
+
∂U

∂z

dz

ds
(3.3)27
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i di livelloConsideriamo le super�
i 
aratterizzate dalla proprietà 
he in 
ias
un loro punto,il 
ampo s
alare U(M) ha lo stesso valore 
ostante C. Queste sono la famigliadi super�
i di livello U(M) = C de�nite dalla 
ostante C. Per es.nel 
aso del
orpo ris
aldato, le super�
i di uguale temperatura. Sia S la super�
ie di livello
he passa attraverso il puntoM (Fig.3.1). Prendiamo 3 direzioni perpendi
olari

Figura 3.1: De�nizione delle direzioni su una super�
ie di livello attraverso ilpunto Mattraverso M , la normale alla super�
ie −→n , e le direzioni −→t 1 e −→
t 2, sul pianotangente. Si

ome U(M) è 
ostante lungo tutti i punti di S:

∂U

∂t1
=
∂U

∂t2
= 0 (3.4)e dunque, presa una qualsiasi direzione ℓ, vista la (3.3), sarà:

∂U

∂ℓ
=
∂U

∂n

d−→n
dℓ

(3.5)Gradiente di un 
ampo s
alareSe 
onsideriamo un vettore di modulo ∂U
∂n nella direzione −→n , normale alla su-per�
ie di livello, la 
ui proiezione in una direzione ℓ dà la derivata di U rispettoad ℓ questo de�nis
e il gradiente del 
ampo s
alare U :

∂U(M)

∂ℓ
= gradℓ U(M) (3.6)dove gradℓU(M) è la proiezione del gradiente di U lungo ℓ, nel punto M . Vistele (3.2) e (3.5), possiamo s
rivere:

∂U(M)

∂ℓ
=

−→∇U(M) · −→ℓ (3.7)
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ui abbiamo introdotto l'operatore vettoriale−→∇ (nabla dal gre
o nabla, arpa),tale 
he −→∇U ≡ gradU(M). In 
oordinate 
artesiane:
−→∇ =

∂

∂x
î +

∂

∂y
ĵ +

∂

∂z
k̂La direzione del gradiente di U è sempre quella della normale alla super�
ie dilivello nel verso un 
ui in 
ui il 
ampo è 
res
ente.Un esempio di uso del gradiente: il �usso di 
aloreSe i punti di un 
orpo hanno temperature di�erenti, il 
alore tenderà a a passareda quelli a temperatura maggiore a quelli a temperatura minore. La quantitàdi 
alore 
he attraversa un elemento di super�
ie dS nell'unità di tempo dt,sarà proporzionale a dS, dt, e alla derivata della temperatura nella direzione nnormale a dS:

dQ = k dS dT

∣

∣

∣

∣

∂T

∂n

∣

∣

∣

∣

(3.8)in 
ui, il 
oe�
iente di proporzionalità k è la 
ondu
ibiltà termi
a. Il moduloè ne
essario per
hé, se utilizziamo la de�nizione di gradiente, questa porta adun segno negativo, per
hé il �usso di 
alore va nella direzione delle temperaturede
res
enti, mentre il gradiente di T, va nella direzione opposta per de�nizione.Dunque, la (3.8) si può s
rivere:
dQ = k

∣

∣

∣

−→∇T · n
∣

∣

∣ dS dt (3.9)3.1.2 Campi vettoriali

Figura 3.2: Linea del 
ampo vettoriale e tubo vettorialeConsideriamo ora un 
ampo vettoriale: ovvero un vettore A(M) il 
ui modu-lo e direzione sono de�niti in 
ias
un puntoM dello spazio o

upato dal 
ampo.De�niamo una linea del 
ampo vettoriale, la 
urva tale 
he la tangente in ognipunto abbia la direzione del 
ampo A(M) in quel punto. Si può mostrare 
hela linea di 
ampo ha equazione:
dx

Ax
=
dy

Ay
=
dz

Az
(3.10)



30 CAPITOLO 3. ELEMENTI DI CAMPISe Ax, Ay, Az sono 
ontinue e 
on derivate 
ontinue, per ogni puntoM passa uaed una sola linea di 
ampo vettoriale. Se tra

iamo le linee di 
ampo attravrsotutti i punti di una super�
ie S, il loro insieme forma un tubo vettoriale (Fig.3.2).Per esempio, un tubo di �usso è l'insieme dei vettori densità × velo
ità di un�uido attraverso una super�
ie.3.1.3 Formule integrali utiliFormula di Ostrogradskij

Figura 3.3: De�nizione delle variabili per la formula di OstrogradskijConsideriamo una funzione R(x,y,z) 
ontinua e 
on le derivate 
ontinue inun dominio V limitato dalla super�
ie S, e 
onsideriamo l'integrale su dV dellafunzione ∂R(x,y,z)
∂z .

∫

V

∂R(x, y, z)

∂z
dV =

∫

σxy

dσxy

∫

∂R(x, y, z)

∂z
dz =

=

∫

σxy

[R(x, y, z2) −R(x, y, z1)] dσxy =

=

∫

R(x, y, z) cos(n, z)dS (3.11)Analogamente posso pro
edere per l'integrazione di altre due funzioni P (x, y, z)e Q(x, y, z) rispettivamente lungo x e y e ottenere la Formula di Ostrogradskij
∫

V

(

∂P (x, y, z)

∂x
+
∂Q(x, y, z)

∂y
+
∂R(x, y, z)

∂z

)

dV =

=

∫

S

[P (x, y, z) cos(n, x) +Q(x, y, z) cos(n, y),+R(x, y, z)cos(n, z)]dS(3.12)
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ampo vettorialeSe appli
hiamo la (3.12) alle Ax, Ay, Az, otteniamo:
∫

V

(

∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z

)

dV =

∫

S

[Ax cos(n, x) +Ay cos(n, y) +Az cos(n, z)] dS =

∫

S

−→
A · n dS (3.13)Il primo membro della (3.13) è 'integrale sul volume della divergenza del vet-tore −→

A , 
he risulta uguale al �usso del vettore A attraverso la super�
ie S 
hera

hiude il volume:
∫

V

div
−→
A dV = ΦS(A) =

∫

S

−→
A · n dS (3.14)avendo de�nito:

div
−→
A =

∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
(3.15)
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Capitolo 4Solidi4.1 Deformazioni e sforziConsideriamo le proprietà elasti
he di un solido visto 
ome un mezzo 
ontinuoomogeneo. quest'approssimazone è in genere valida per onde elasti
he di lun-ghezza d'onda maggiore di 10−8m. Le idee �si
he alla base di questa trattazionesono essenzialmente la II legge di Newton e la legge di Hooke. La legge di Hookedi
e 
he la deformazione è direttamente proporzionale allo sforzo; questa leggesi appli
a al 
aso di pi

ole deformazioni.4.1.1 DeformazioniConsideriamo tre assi ortogonali unitari x̂, ŷ ẑ solidali al solido indeformato(Fig.(4.1)); dopo una deformazione gli assi 
oordinati saranno 
ambiati in orien-tazione e lunghezza. I nuovi assi x̂′, ŷ′ ẑ′ possono essere des
ritti in funzione
Figura 4.1: Assi 
oordinati per la des
rizione delle deformazioni elasti
he nel
aso indeformato (a) e dopo la deformazione (b)dei ve

hi, al primo ordine:







x′ = (1 + ǫxx)x̂+ ǫxyŷ + ǫxzz
y′ = ǫyxx̂+ (1 + ǫyy)ŷ + ǫyzz
z′ = ǫzxx̂+ ǫzyŷ + (1 + ǫzz)z

(4.1)I termini ǫαβ de�nis
ono le deformazioni del solido e sono adimensionali. Sean
he gli assi originali avevano dimensioni unitarie, non altrettanto si può dire33



34 CAPITOLO 4. SOLIDIdegli assi deformati. Per provarlo possiamo 
al
olare il modulo quadro dell'assedeformato:
x′ · x′ = 1 + 2ǫxx + ǫ2xx + ǫ2xy + ǫ2xzdunque, al primo ordine è x′ = 1 + ǫxxx̂.L'e�etto di una deformazione su un punto originariamente posto ad r =

x̂x + ŷy + ẑz sarà di spostare il punto in r′. Lo spostamento indotto dalladeformazione è
R = r′ − r = x(x̂′ − x) + y(ŷ′ − y) + z(ẑ′ − z) (4.2)sostituendo le (4.1) e ra

ogliendo i termini, otteniamo:

R = (xǫxx + yǫyx + zǫzx)x̂+(xǫxy + yǫyy + zǫzy)ŷ+(xǫxz + yǫyz + zǫzz)ẑ (4.3)
he può essere espressa tramite tre parametri di deformazione lo
ale u(r), v(r)e w(r):
R = u(r)x̂ + v(r)ŷ + w(r)ẑ (4.4)Per r pi

oli, 
onfrontando le (4.3) e (4.4) otteniamo (
on R(0) = 0):
xǫxx ≃ x

∂u

∂x
; yǫyx ≃ y

∂u

∂y
; ... (4.5)Normalmente si lavora 
on dei parametri eαβ de�niti a partire dai parametri

ǫαβ :
exx = ǫxx =

∂u

∂x
; exy = x′ · y′ = ǫyx + ǫxy = ∂u

∂y + ∂v
∂x ; exz = x′ · z′ = ǫzx + ǫxz =

∂u

∂z
+
∂w

∂x

eyx = exy; eyy = ǫyy = ∂v
∂y ; eyz = y′ · z′ = ǫyz + ǫzy =

∂v

∂z
+
∂w

∂y

ezx = eyz; ezy = eyz; ezz = ǫzz =
∂w

∂z
(4.6)4.1.2 DilatazioneL'aumento relativo di volume dovuto ad una deformazione è la dilatazione. Il
ubo di lati x̂, ŷ ẑ, dopo la deformazione avrà un volume:

x′ × y′ · z′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + ǫxx ǫxy ǫxz

ǫxy 1 + ǫyy ǫyz

ǫxz ǫyz 1 + ǫzz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≃ 1 + ǫxx + ǫyy + ǫzz +O(ǫ2) (4.7)dunque la dilatazione è:
δ =

∆V

V
= ǫxx + ǫyy + ǫzz (4.8)4.1.3 SforziPer i solidi una forza appli
ata ad una super�
ie unitaria è uno sforzo. Esistono9 
omponenti dello sforzo, 
ias
una indi
ata da una lettera maius
ola 
on un pe-di
e. La lettera indi
a la direzione dello sforzo e il pedi
e indi
a la direzione dellanormale alla super�
ie a 
ui è appli
ata, per 
ui,per es. Xy è la forza appli
ata
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Figura 4.2: De�nizione delle 
omponenti dello sforzo: Xx è la forza appli
atanella direzione di x ad una fa

ia 
on normale nella direzione x; Xy è appli
atain direzione x alla fa

ia la 
ui normale è nella direzione yin direzione dell'asse x alla fa

ia la 
ui normale gia
ie lungo l'asse y (vedi Fig.4.2. Il numero di 
omponenti può essere ridotto se si appli
a la 
ondizione 
he,per un 
ubo elementare, l'a

elerazione angolare sia nulla e dunque la torsionesia nulla. Da questo segue 
he (Fig. 4.3) Xy = Yx, Yz = Zy e Zy = Yz. In totalerimangono 6 
omponenti indipendenti: Xx, Yy, Zz, Xy, Yz, Zy. Per 
onvenzioneil segno positivo è quello della trazione, la pressione ha quello negativo.Una notazione alternativa per le 
omponenti dello sforzo, 
he permetteespressioni più 
ompatte, è quella di una lettera (per es S o σ) 
on due indi
i,il primo indi
e indi
a l'asse 
ui è ortogonale il piano, la se
onda la direzione.Per es. σ12 è la trazione nella direzione di x2 del piano ortogonale a x1. Inquesto modo la 
omponente i-esima di una trazione, 
he è data dalla sommadelle 
omponenti i-esime sulle fa

ie ortogonali all'asse j si s
rive:
ti =

∑

j

σijn
jin 
ui, spesso, il simbolo si sommatoria viene omesso 
on la 
onvenzione 
heindi
i uguali, in alto ed in basso indi
ano la somma rispetto a quell'indi
e (sisaturano, in gergo).Da questa notazione è evidente 
he lo sforzo forma un tensore di rango 2 (unamatri
e) 
on tre righe e tre 
olonne (9 elementi), 
he, 
on le 
onsiderazioni fattepre
edentemente è simmetri
o:σij = σji, il 
he porta le 
omponenti indipendentia 6:





σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33



 =





σ11 σ12 σ13

σ22 σ23

σ33



 (4.9)Le 
omponenti normali dello sforzo sono quelle sulla diagonale, le 
omponentidi taglio sono quelle o�-diagonal. Il tensore degli sforzi può essere diagonaliz-zato in modo 
he non 
ompaiano sforzi di taglio sulle fa

ie ortogonali agli assiprin
ipali.
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Figura 4.3: Dimostrazione 
he per un 
orpo in equilibrio Xy = Yx. Le forze in
ias
una delle due direzioni si annullano. An
he il momento rispetto all'originesi annulla se Xy = Yx4.2 Onde S e P4.2.1 Equazioni del motoSe 
on la notazione sopra esposta vogliamo s
rivere la legge di Newton F=ma,appli
ata ad un solido, otteniamo:
∑

i

Fi =

∫

V

fidV +

∫

S

tidS =

∫

V

fidV +

∫

S

σijn
jdS = mai (4.10)Per il teorema della divergenza, possiamo s
rivere:

∫

S

σijn
jdS =

∫

V

∂σij

∂xj
dVda 
ui si dedu
e l'equazione di Navier:

ρ
∂2ui

∂t2
=
∂σij

∂xj
+ fi (4.11)Ignorare le forze di volume fi, sempli�
a le 
ose ma può essere peri
oloso quandosi trattano os
illazioni a bassa frequenza (per es. quando si 
onsiderano leos
illazioni di tutta la terra, le forze di gravità sono importanti).La relazione 
he lega le deformazioni agli sforzi se è lineare è la legge diHooke:

σij = Cijklǫ
kl (4.12)in 
ui abbiamo de�nito il tensore di rigidità (sti�ness) del quarto ordine Cijkl le
ui 
omponenti sono note 
ome 
ostanti di rigidità elasti
a o moduli di elasti
ità.La legge (4.12), sostituita nella (4.11) e 
on le de�nizioni (4.5) 
i fornis
e lalegge di propagazione di una deformazione in un solido:

ρ
∂2ui

∂t2
=

∂

∂xj
Cijkl

∂uk

∂xl
= Cijkl

∂2uk

∂xj∂xl
(4.13)
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omponenti del tensore di rigidità, possono essere ridotte grazie a nu-merose 
onsiderazioni: in primo luogo, la simmetria delle σij e delle ǫkl ridu
eil numero delle 
omponenti indipendenti a 36 (prodotto delle 6 σ indipendentiper le 6 ǫ indipendenti); altre 
onsiderazioni meno banali portano le 
ompo-nenti indipendenti a 21. Per ottenere qual
he risultato, però dobbiamo ridurrela 
omplessità del mezzo. Il 
aso più sempli
e è quello di un mezzo isotropo eomogeneo. In questo 
aso si dimostra 
he:
Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (4.14)dove le 
ostanti λ e µ sono le 
ostanti di Lamé. Sostituendo la (4.14) nella (4.12)si ottiene:

σij = λδijδklǫ
kl + 2µǫij (4.15)ma δklǫ

kl = ǫ11 + ǫ22 + ǫ33 = ∂uk/∂xk 
he è l'aumento frazionario di volume ∆,Dunque:
σij = λδij∆ + 2µǫij (4.16)La 
ostante di Lamé µ è nota 
ome modulo di deformazione o rigidità, la λ, di persé non ha signi�
ato �si
o ma in 
ombinazione 
on l'altra de�nis
e la 
ostante

κ = λ + 2/3µ nota 
ome in
omprimiblità o modulo di volume. La rigiditàè pi

ola per materiali 
on bassa vis
osità. Il modulo di volume esprime laresistenza ai 
ambi di volume κ = −∂P/∂∆ in 
ui P è la pressione. Con
ludendo,sostituendo la (4.16) nella (4.13) otteniamo:
ρ
∂2ui

∂t2
= (λ+ µ)

∂

∂xi

∂uk

∂xk
+ µ

∂

∂xi

∂ui

∂xj
(4.17)4.2.2 OndePossiamo s
rivere la (4.17) in notazione vettoriale 
ome:

ρü = (λ+ µ)∇(∇ · u) + µ∇2u (4.18)Fa
endo uso della identità vettoriale A×B×C = A(B ·C)−(A ·B)C appli
ataal vettore ∇ si ottiene 
he:
∇×∇× u = ∇(∇ · u) − (∇ · ∇)ue di 
onseguenza:
∇2u = ∇(∇ · u) −∇×∇× uSostituendo nella (4.18) si ottiene:

ρü = (λ+ 2µ)∇(∇ · u) + µ∇×∇× u (4.19)
he è formata da un primo termine dilazionale ed un se
ondo termine rotaziona-le. L'equazione (4.19) è di di�
ile risoluzione in generale, e si preferis
e separarlain equazioni 
he 
onsiderino solo la parte rotazionale o solo quella rotazionale.Per eliminare la parte rotazionale si fa uso della prorietà ∇ · (∇ × A) = 0 
heè evidente se si pensa 
he il prodotto vettoriale di due vettori è ortogonale aentrambi i vettori. Prendendo la divergenza della (4.19), allora si ottiene:
ρ
∂2(∇ · u)

∂t2
= (λ+ 2µ)∇2(∇ · u) (4.20)



38 CAPITOLO 4. SOLIDIe, detta Θ = ∇ · u:
ρ
∂2Θ

∂t2
= (λ+ 2µ)∇2Θ (4.21)
he è l'equazione (s
alare) della propagazione di un onda di volume attraversoil mezzo 
on una velo
ità di propagazione:

vs =

√

λ+ 2µ

ρ
=

√

κ+ 4/3µ

ρ
(4.22)Analogamente, prendendo il rotore, otteniamo:

∂2(∇× u)

∂t2
= β∇2(∇× u) (4.23)
he è l'equazione vettoriale della propagazione di un disturbo rotazionale 
onvelo
ità β =

√

µ/ρ. Le onde dilazionali e rotazionali sono note rispettivamente
ome onde P e onde S.Un modo più elegante per ottenre i risultati appena mostrati è utilizzare lteorema di Helmoltz 
he di
e 
he qualsiasi 
ampo vettoriale può essere de
om-posto nella somma di un gradiente di un potenziale s
alare e del rotore di un
ampo vettoriale:
u = ∇Φ + ∇× Ψ (4.24)

∇ ·Ψ = 0 (4.25)Possiamo ris
rivere la (4.20) in termini dei 
ampi Φ e Ψ

ρ
(

∇Φ̈ + ∇× Ψ̈
)

=(λ+ 2µ)∇ [∇ · (∇Φ + ∇× Ψ)] +

− µ [∇×∇× (∇Φ + ∇× Ψ)] (4.26)dalla quale, eseguendo i prodotti misti ed eliminando le divergenze nulle:
∇
[

(λ+ 2µ)∇2Φ − ρΦ̈
]

+ ∇×
[

µ∇2Ψ − ρΨ̈
]

= 0 (4.27)
he è veri�
ata se sono separatamente nulli gli addendi nelle due variabili ede�nis
e le velo
ità delle onde di pressione:
α =

√

λ+ 2µ

ρe per le onde di taglio
β =

√

µ

ρ.4.2.3 Rifrazione e ri�essione su una super�
e di dis
onti-nuitàConsideriamo ora un onda u(x, t) 
he vibri solo nel piano xz, in
idente suuna super�
ie di separazione fra due mezzi, posta nel piano xy. Dunque sarà
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∂Φ/∂y = 0 e analogamente per Ψ. Il gradiente di Φ è :

∇Φ =





∂Φ
∂x
0

∂Φ
∂z



 (4.28)e il rotore di Ψ:
∇× ψ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ψx Ψy Ψz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=





−∂Ψy

∂z
∂Ψx

∂z − ∂Ψz

∂x
∂Ψy

∂x



 (4.29)
he 
ontiene una parte 
he vibra nel piano xz, 
he 
hiameremo ΨV ed una parte
he vibra lungo y, 
he 
hiameremo ΨH . di 
onseguenza, per il vettore 
ompleto:
u(x, t) =





u1

u2

u3



 =





∂Φ
∂x − ∂Ψy

∂z
∂Ψx

∂z − ∂Ψz

∂x
∂Φ
∂z +

∂Ψy

∂x



 (4.30)Se per questa 
er
hiamo soluzioni os
illanti del tipo:
u(x, t) =

1

(2π)4

∫

u(k, ω)e−i(ωt−k·x)dωd3k (4.31)dalla (4.27) ri
aviamo le relazioni di dispersione per le onde di pressione e ditaglio:
ω2Φ − α2|k|2Φ = 0 ⇒ ω2

α2
=
(

k2
x + k2

y + k2
z

) (4.32)
ω2Ψ − β2|k|2Ψ = 0 ⇒ ω2

β2
=
(

k2
x + k2

y + k2
z

) (4.33)Sulla super�
ie di separazione le tensioni ti = σijn
j devono essere nulle. Se
onsideriamo il vettore normale alla super�
ie di separazione, questi sarà lungol'asse z, dunque t = (σ13, σ23, σ33).Consideriamo ora l'espressione del tensore degli sforzi (4.16) appli
ato alvettore (4.30). Avremo, per le 
omponenti 
he 
i interessano:

σ13 =µ

(

∂u1

∂x3
+
∂u3

∂x1

)

= 2µ
∂2Φ

∂x∂z

σ23 =0

σ33 =λ∇2Φ + 2µ
∂2Φ

∂z2
(4.34)Per quello 
he riguarda le onde ΨV avremo:

σ13 =µ [∂3(−∂3Ψ2) + ∂1∂1Ψ2] = µ

(

∂2Ψy

∂z2
+
∂2Ψy

∂x2

)

σ23 =0

σ33 =2µ
∂2Ψy

∂x∂z
(4.35)



40 CAPITOLO 4. SOLIDImentre per le onde ΨH 
i sarà solo
σ23 = µ

(

∂2Ψx

∂z2
− ∂2Ψz

∂z∂x

)Si

ome l'onda P in
idente vibra solo nel piano xz, le eventuali onde ri�esse erifratte dovranno vibrare solo nello stesso piano, dunque saranno solo P e SV enon 
i saranno onde SH.Le 
ondizioni al 
ontorno sulla super�
ie di separazione: l'annullarsi deglisforzi e la 
ontinuità degli spostamenti, forniranno le relazioni fra le ampiezzedelle onde in
identi, ri�esse e rifratte. Se 
onsideriamo le (4.32) e (4.33) riferiteal piano xz, detti θi, θi′ , φ rispettivamente gli angoli di in
idenza, e di ri�essionedelle onde P e SV e θr e φr gli angoli di rifrazione delle onde P e SV, sarà:'
kinc
P =

(

sin(θi) = ω
sin(θi)

α
, 0 ,−cos(θi) = − ω

cos(θi)

α

) (4.36)
krifl
P =

(

ω
sin(θi′)

α
, 0 , ω

cos(θi′)

α

) (4.37)
krifl
SV =

(

ω
sin(φ)

β
, 0 , ω

cos(φ)

β

) (4.38)
krifr
P =

(

sin(θr) = ω
sin(θr)

α′ , 0 , cos(θr) = ω
cos(θr)

α′

) (4.39)(4.40)Quindi per i potenziali, sarà:
Φinc = Ae

−iω
“

t− sin(θi)

α x+
cos(θi)

α z
” (4.41)

Φrifl = Be
−iω

„

t− sin(θ′i)

α x− cos(θi)

α z

« (4.42)
Ψrifl = Ce−iω(t− sin(φ)

β x− cos(φ)
β z) (4.43)per z = 0 deve essere nulla la somma delle tre onde; dunque dovranno essere gliesponenti uguali fra loro e nulla la somma delle 
ostanti. Da 
iò si ri
ava 
he:

sin(θi)

α
=
sin(θ′i)

α
=
sin(φ)

β
= p (4.44)
he 
i di
e 
he gli angoli di in
idenza e ri�essione delle onde P sono uguali, e:

sin(θi)

sin(φ)
=
α

βAnalogamente possiamo ri
avare le relazioni fra l'angolo dell'onda P in
identee gli angoli delle onde rifratte:
sin(θi)

sin(θr)
=

α

α′ (4.45)
sin(θi)

sin(φr)
=

α

β′ (4.46)



4.3. OSCILLAZIONI DI UN RETICOLOCRISTALLINOMONODIMENSIONALE414.3 Os
illazioni di un reti
olo 
ristallino monodi-mensionaleFin'ora abbiamo 
onsiderato i solidi 
ome dei 
ontinui omogenei. Nei mate-riali 
ristallini, possiamo 
onsiderare gli atomi 
he 
ompongono i 
ristalli, inposizioni 
he formano un reti
olo periodi
o: il reti
olo 
ristallino. Gli atomi
he 
ompongono il reti
olo 
ristallino si attraggono re
ipro
amente 
on una for-za 
he dipende dal tipo di 
ristallo 
onsiderato (ioni
o, 
ovalente, mole
olare,et
...) e, se spostati dalla posizione di equilibrio, tendono a ritornar
i, os
il-lando. In prima approssimazione possiamo 
onsiderare 
he l'attrazione fra gliatomi del 
ristallo sia solo fra i primi vi
ini, tras
urando l'attrazione 
on gliatomi a distanze maggiori di un passo reti
olare.4.3.1 Reti
oli di BravaisUn 
on
etto fondamentale nella des
rizione dei 
ristalli è quello del reti
olodi Bravais 
he spe
i�
a la matri
e periodi
a in 
ui sono organizzate le unitàripetute del 
ristallo. Queste unità, possono essere 
omposte da uno o piùatomi o mole
ole, il reti
olo di Bravais des
rive solo la geometria della struturaperiodi
a sottostante.Un reti
olo di Bravais tridimansionale può essere des
ritto da tutti i punti
he abbiano un vettore di posizione:
R = n1a1 + n2a2 + n3a3 (4.47)dove ai sono tre vettori non 
omplanari detti i vettori primitivi del reti
olo e nitre numeri interi. È importante 
he, non solo l'arrangiamento ma an
he l'orien-tazione di un reti
olo di Bravais deve apparire lo stesso da qualunque punto delreti
olo. Per esempio, un reti
olo bidimensionale a nido d'ape (esagonale) nonè un reti
olo di Bravais, per
hé appare lo stesso se visto da punti adia
enti solose si ruota di 180.Un volume di spazio 
he, traslato lungo tutti i vettori primitivi in un reti
olodi Bravais, riempie tutto lo spazio senza sovrapposizioni o bu
hi, è detto 
ellaprimitiva del reti
olo. La s
elta della 
ella primitiva non è univo
a, ma questadeve 
ontenere esattamente un punto reti
olare. Pertanro se n è la densità dipunti, qualunque sia la s
elta, il volume della 
ella sarà 1/n. Un 
ristallo �si
opuò essere des
ritto dando il suo reti
olo di Bravais e la disposizione degli atomi(mole
ole, ioni...) nella 
ella primitiva. Questo insieme è noto 
ome la struttura
ristallina e 
onsiste della medesima unità, detta base, ripetuta in tutti i puntidel reti
olo di Bravais. Per esempio, il reti
olo bidimensionale esagonale, purnon essendo in sé un reti
olo di Bravais monoatomi
o, può essere 
onsideratoun reti
olo di Bravais 
on una base 
omposta da due punti (vedi Fig4.4).4.3.2 Os
illazioni in un reti
olo monodimensionale mo-noatomi
oConsideriamo, ora un reti
olo 
ristallino monodimensionale. Gli ioni, di massaM, sono in equilibrio in posizioni: R = na. Se lo ione in posizione na si sposta di

u(na), possiamo 
onsiderare 
he questo ione sia attratto dagli atomi in posizione
(n−1)a e (n+1)a 
on una forza 
he è proporzionale alla distanza (se an
he non
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Figura 4.4: Il reti
olo esagonale visto 
ome reti
olo 
on una base di due puntiè 
osì, lo si 
onsideri 
ome uno sviluppo in serie al primo ordine). Se 
hiamiamo
K, la 
ostante elasti
a 
he lega gli atomi fra loro (la 
ostante di proporzionalitàfra la forza e la distanza re
ipro
a, 
he, se gli atomi sono tutti uguali sarà lastessa per qualunque 
oppia), allora, possiamo s
rivere l'equazione di Newtonper l'atomo in posizione na:

M ü(na) = −K {u((n+ 1)a) − u(na) − [u(na) − u((n− 1)a)]}
= −K {u((n− 1)a) − 2u(na) + u((n+ 1)a)} (4.48)Cer
hiamo soluzioni del tipo:

u(na) = ei(kna−ωt) (4.49)e imponiamo le 
ondizioni periodi
he (di Born Von Neumann):
{

u((N + 1)a) = u(a)
u(0) = u(Na)

(4.50)La se
onda delle (4.50) appli
ate alle 4.49 per t = 0, impli
a:
u(Na) = eikNa = u(0) = 1
he è veri�
ata solo per kNa = 2nπ, e dunque k = 2π

a
n
N .Sostituendo la (4.49) nella (4.48), otteniamo:

−Mω2ei(kna−ωt) = −K
[

eika − 2 + e−ikna
]

ei(kna−ωt) = −ei(kna−ωt)2K [1 − cos(ka)](4.51)Da 
ui si ri
ava la relazione di dispersione:
ω =

√

2K

M
(1 − cos(ka)) = 2

√

K

M
sin2

(

ka

2

) (4.52)Come si vede in Fig.4.5, la relazione fra ω e il numero d'onda, in questo 
asonon è lineare 
ome nel 
aso dell'equazione delle onde. Rimane la de�nizionedi velo
ità di propagazione delle os
illazioni nel mezzo, 
he, in questo tipo di
ir
ostanze dipenderà dalla frequenza della perturbazione:
c(ω) =

∂ω

∂k
≡ ∇kω (4.53)Nel 
aso di reti
oli tridimensionali, la velo
ità del suono potrà essere diversanelle diverse direzioni.
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Figura 4.5: Relazione di dispersione per un reti
olo monodimensionalemonoatomi
o4.3.3 Os
illazioni in un reti
olo monodimensionale 
on unabase
Figura 4.6: Catena monodimensionale di atomi identi
i 
onnessi da 
ostantielasti
he alternateConsideriamo adesso una reti
olo di Bravais monodimensionale 
on una base
omposta da due atomi per 
ella primitiva, 
on posizioni di equilibrio na e na+d(vedi Fig.4.6). Consideriamo gli atomi identi
i ma sia d ≤ a/2, in modo 
he non
i sia sovrapposizione. Gli atomi a distanza d l'uno dall'altro risentiranno diun'attrazione maggiore rispetto a quelli 
he distano a− d dal vi
ino. Pertanto,potremo 
onsiderare due 
ostanti elasti
he: K e G 
onK > G e due spostamentiper ogni 
ella primitiva: lo spostamento dalla posizione di equilibrio dell'atomoin posizione na: u1(na), e lo spostamento di quello in posizione na+d: u2(na).S
rivendo le equazioni di Newton per questi due atomi, otteniamo:

M ü1(na) = −K [u1(na) − u2(na)] −G [u1(na) − u2([n− 1]a)]

M ü2(na) = −K [u2(na) − u1(na)] −G [u2(na) − u1([n+ 1]a)] (4.54)Se 
er
hiamo soluzioni os
illanti del tipo:
u1(na) = ǫ1e

i(kna−ωt)u2(na) = ǫ2e
i(kna−ωt)



44 CAPITOLO 4. SOLIDISostituendo nelle (4.54), e 
an
ellando i fattori 
omuni, otteniamo un sistemalineare del primo ordine nelle variabili ǫ1 e ǫ2:
[Mω2 − (K +G)]ǫ1 +

(

K +Ge−ika
)

ǫ2 = 0
(

K +Geika
)

ǫ1 + [Mω2 − (K +G)]ǫ2 = 0 (4.55)
he avrà soluzione se si annulla il determinante dei 
oe�
ienti:
[Mω2 − (K +G)]2 −

[

K2 +G2 +KG(eika + e−ika)
]

= 0 (4.56)
he è un'equazione di se
ondo grado in ω2 
he ha soluzione per:
ω2 − K +G

M
= ± 1

M

√

K2 +G2 + 2KGcos(ka)e dunque, la relazione di dispersione sarà:
ω2 =

K +G

M
± 1

M

√

K2 +G2 + 2KGcos(ka) (4.57)
he 
i di
e 
he per 
ias
uno degli N valori di k 
i sono due possibili valori per ω,
he 
i porta a 2N possibili modi di vibrazione, 
ome è giusto per un sistema 
on2n gradi di libertà. Le due 
urve di ω(k) sono note 
ome bran
he della relazionedi dispersione e sono mostrate in Fig-4.7.

Figura 4.7: Relazione di dispersione per un reti
olo monodimensionale 
on unabase di due atomi. La bran
a inferiore è detta bran
a a
usti
a ed ha la stessastruttura di quella della 
atena monoatomi
a. La bran
a superiore è dettabran
a otti
a



Capitolo 5Equazione del 
alore5.1 ImpostazioneSupponiamo 
he ad un 
orpo di volume V venga fornita in un determinato istan-te una quantità di 
alore Q. Nel volume elementare dV 
i sarà una variazionedi quantità di 
alore dQ = CvdmdT , essendo Cv la 
apa
ità termi
a a volume
ostante, dm = ρdV la massa del volume dV 
on densità ρ e dT la variazionedi temperatura. Dunque, nell'unità di tempo, sarà:
(dQ)v = CvρdV

∂T

∂t
dt (5.1)Il �usso di 
alore 
he passa attraverso la super�
ie dS del nostro volume ele-mentare dV nell'unità di tempo è:

(dQ)s = kdSdt
∂T

∂n
(5.2)essendo k la 
ondu
ibilità termi
a (dimensioni [k] = Wm−1K−1), e

∂T

∂n
= ∇T · nla derivata dela temperatura nella direzione normale alla super�
ie 
onsiderata.Integrando su tutta la super�
ie del volume V , si ottiene, usando la formuladi Ostrogradskij:

dQ =

∫

S

kdt∇T · ndS =

∫

V

kdt∇2TdV (5.3)e dunque, uguagliando alla variazione di 
alore (5.1):
∫

V

(

ρCv
∂T

∂t
− k∇2T

)

dV = 0 (5.4)Si

ome questa equazione deve essere valida per qualsiasi volume, possiamoeliminare l'integrazione e s
rivere l'equazione della trasmissione del 
alore:
∂T

∂t
− a2∇2T = 0 (5.5)avendo de�nito la di�usività termi
a a2 = k

ρCv
, 
on dimensioni a2 = m2s−1.45



46 CAPITOLO 5. EQUAZIONE DEL CALORE5.1.1 Geoterme e lunghezza di di�usioneIn presenza di una sorgente distribuita di 
alore nel volume 
onsiderato, seindi
hiamo 
on A la densità delle sorgenti, l'equazione di di�usione del 
alorediventa:
k∇2T +A = ρCv

∂T

∂t
(5.6)
he, in una situazione di stato stazionario � ovvero quando la produzione di
alore e la sua dispersione sono in equilibrio e non 
'è variazione di temperaturanel tempo � diventa, sempli
emente:

∇2T =
A

k
(5.7)L'eq.(5.7), di permette di stabilire la variazione della temperatura 
on la pro-fondità. La dipendenza funzionale della temperatura 
on la profondità prendeil nome di geoterma. Nel 
aso di assenza di sorgenti, la temperatura varierà li-nearmente 
on la profondità. Infatti, per A = 0 e 
onsiderando solo la direzionez:

∇2T = 0 ⇒ ∂T

∂z
= cost = C ⇒ T = Cz + T (z = 0)Un valore tipi
o per la 
ostante C (la geoterma) è di 20Kkm−1, 
he, 
ombinato
on il valore medio della 
onduttività k = 3.0Wm−1K−1, fornis
e il �usso di
alore per unità di super�
ie terrestre: 0.06Wm−2. Con questi valori, per unaprofondità di 60 km, si raggiungerebbe una temperatura di 20 × 60 + 300 =

1500K, 
he è superiore alla temperatura di fusione della maggior parte dellero

e. D'altra parte, da misure di propagazione di onde di taglio nel mantello,risulta 
he questo si 
omporta (su s
ale di tempi brevi) 
ome un solido.In presenza di sorgenti distribuite nel volume � 
ome per es. in presenza dimateriali radioattivi 
he fornis
ono 
alore per de
adimento � sarà:
∂T

∂z
=
A

k
x+ C ⇒ T =

A

2k
x2 + Cx+D
he, a profondià maggiori, peggiorerebbe la dis
repanza 
on i dati sismi
i.Bisogna, però, tenere 
onto di due fattori:

• La temperatura di fusione aumenta 
on la pressione, e di 
onseguenza 
onla profondità
• Oltre una 
erta profondità, il gradiente di temperatura non è più deter-minato dal ra�reddamento 
onduttivo ma dalla 
ompressione adiabati
a.Il gradiente dovuto a questo pro
esso, in 
ui la temperatura aumenta persola 
ompressione, senza s
ambio 
on l'esterno, è molto minore di quello
onduttivo.Lunghezza di di�usioneL'analisi dimensionale del 
oe�
iente di di�usività, a2 = k

ρCv
suggeris
e unalunghezza di s
ala L � la lunghezza di di�usione � tale 
he una variazione ditemperatura all'istante t0, all'istante t, si sia propagata ad una distanza L nelmezzo la 
ui di�usività è a2.
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arlo, 
onsideriamo variazioni periodi
he di temperatura alla su-per�
ie:
T (0, t) = Tmaxe

−iωtAd una profondità z, la temperatura avrà l'andamento:
T (z, t) = Tmaxe

i(kz−ωt) (5.8)Sostituendo nell'equazione (5.5), otteniamo la relazione di dispersione
a2k2 = iωda 
ui di
aviamo il numero d'onda
k =

√
iω

a
(5.9)
he, sostituito nella (5.8) dà:

T (z, t) = Tmaxe
i
3
2 ω

1
2

a z−iωt (5.10)Ri
ordando 
he i 3
2 = i−1√

2
, ra

ogliendo i termini reali e immaginari all'esponen-te:
T (z, t) = Tmaxe

− z
δ ei( z

δ −ωt) (5.11)dove abbiamo de�nito la lunghezza di penetrazione (o skin depth)
δ =

√

2

ω
a (5.12)
ome la profondità alla quale l'ampiezza delle os
illazioni si è ridotta ad unfattore 1/e di quella iniziale.La skin depth, introdu
e an
he un ritardo di fase ∆φ delle os
illazioni visibilialla profondità z rispetto a quelle in super�
ie:

∆φ =
z

δ
=
( ω

2a2

)
1
2 (5.13)Ad esempio, per una profondità di 1 m d'a
qua (a2 = 1.4 · 10−7m2s−1), il 
i
logiorno-notte (ω = 2π

24h×3600s/h = 7.3 × 10−5s−1), è spostato in avanti di 16se
ondi.5.2 Soluzione nel 
aso monodimensionaleCome nel 
aso dell'equazione delle onde possiamo 
er
are la soluzione dell'e-quazione monodimensionale della trasmissione del 
alore, 
on la fattorizzazionedella soluzione in una parte τ(t), dipendente dal tempo ed una X(x), dipendentedallo spazio. L'equazione (5.5):
Tt − a2Txx = 0 (5.14)
on la 
ondizione iniziale:
T (x, 0) = f(x) (5.15)



48 CAPITOLO 5. EQUAZIONE DEL CALOREponendo T (x, t) = X(x)τ(t), diventa:
τ̇ (t)X(x) − a2τ(t)X ′′(x) = 0 (5.16)Come nel 
aso dell'eq. delle onde, 
on le stesse 
onsiderazioni per la partespaziale, possiamo dire:

τ̇ (t)

a2τ(t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ2 (5.17)
he, per la parte temporale dà, immediatamente:

τ(t) = Ce−a2λ2t (5.18)In totale, la soluzione si può s
rivere 
ome:
T (x, t) =

∫ ∞

−∞
C(λ)e−a2λ2teiλxdλ (5.19)La 
ondizione iniziale (5.15), può essere s
ritta esprimendo la f(x) in funzionedella sua trasformata di Fourier (2.18):

T (x, 0) = f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (λ)eiλxdλ =

=
1

2π

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f(x′)e−iλx′

dx′
]

eiλxdλ =

=

∫ ∞

−∞
C(λ)eiλxdλ
he è veri�
ata per

C(λ) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x′)e−iλx′

dx′ (5.20)Sostituendo nella soluzione (5.19) otteniamo:
1

2π

∫ ∞

−∞
f(x′)dx′

[∫ ∞

−∞
e−a2λ2teiλ(x−x′)dλ

]

=

=
1

π

∫ ∞

−∞
f(x′)dx

∫ ∞

0

e−a2λ2tcos(λ(x − x′))dλ (5.21)avendo sfruttato la simmetria dell'integrando rispetto a λ e la de�nizione di 
o-seno in termini di esponenziali 
omplessi. L'integrale (5.21) è del tipo (Smirnov[81℄)
∫ ∞

0

e−α2x2

cos(βx)dx =

√
π

2α
e−

β2

4α2Dunque, la soluzione 
ompleta dell'equazione di trasmissione del 
alore sarà:
T (x, t) =

∫ ∞

−∞
f(x′)

1

2a
√
πt
e−

(x−x′)2

4a2t dx′ (5.22)In parti
olare, se f(x′) = δ(x′) (il 
alore inizialmente è somministrato in unpunto a x′), la soluzione è l'integrando 
he è la distribuzione di temperaturarisultante dalla somministrazione istantanea all'istante t = 0 di una quantità di
alore ρCv nel punto x=x'.



5.3. SOLUZIONE PER SPAZIO SEMI-INFINITO 495.3 Soluzione per spazio semi-in�nitoLa soluzione dell'equazione si può trovare più fa
ilmente 
onsiderando uno spa-zio semi-in�nito, 
ome per es. il 
aso della propagazione del 
alore dalla super-�
ie terrestre verso l'interno (o vo
eversa) quando si 
onsideri in�nito il raggioterrestre rispetto alle distanze di interesse ([Tur
otte 4.15℄).Ris
riviamo l'equazione in termini della profondità:
∂T

∂t
=

k

ρCv

∂2T

∂z2
on le 
ondizioni iniziali:






T (z, t = 0) = T0

T (z = 0, t) = T1

T (z = ∞, t) = T0

(5.23)
he indi
ano 
he all'istante t=0, il semispazio, inizialmente è a temperatura
T0, per t>0, la super�
ie viene mantenuta a temperatura T1. Il 
alore si pro-pagherà verso l'interno se T1 > T0 (vi
eversa il semispazio si ra�redderà se
T1 < T0) e a profondità in�nita, la temperatura sarà quella iniziale. Se fa

iamoil 
ambiamento di variabile:

θ =
T (z, t)− T0

T1 − T0
(5.24)l'Equazione diventa:

∂θ

∂t
= α

∂2θ

∂x2
(5.25)le 
ondizioni(5.23), saranno:







θ(z, 0) = 0
θ(0, t) = 1
θ(∞, t) = 0

(5.26)E�ettuando, l'ulteriore 
ambiamento di variabili :
η(z, t) =

z

2
√
αt

(5.27)risulta:
∂θ

∂t
=
∂θ

∂η

∂η

∂t
=

=
∂θ

∂η

(

− z

2
√
αt

1

2t

)

= − η

2t

∂θ

∂η

∂θ

∂z
=

1

2
√
αt

∂θ

∂η

∂2θ

∂z2
=

1

2
√
αt

∂2θ

∂η2

∂η

∂z
=

1

4αt

∂2θ

∂η2
(5.28)
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Figura 5.1: Andamento funzionale delle funzioni Erf(η) e Erf
(η) per η positiviSostituendo nella (5.25), otteniamo:
−η ∂θ

∂η
=

1

2

∂2θ

∂η2
(5.29)
he è nella sola variabile η e può essere fa
ilmente integrata.Infatti, se φ = ∂θ

∂η , allora:
−ηφ =

1

2

∂φ

∂η
⇒ φ = c1e

(−η2)ove la 
ostante c1 si ri
ava dalla 
ondizione di normalizzazione e vale c1 = 2/
√
π.Dunque:

∂θ

∂η
=

2√
π
e−η2 ⇒ θ =

∫ η

0

2√
π
e−η′2

dη′ + c2ove la 
ostante c2 si ri
ava dalla 
ondizione iniziale θ(∞) = 0 e θ(0) = 1. Dunquerisulta:
θ = 1 − 2√

π

∫ η

0

eη′2

dη′ = 1 − Erf(η) = Erfc(η) (5.30)Ritornando alle variabili iniziali:
T − T0

T1 − T0
= 1 − Erf(η) ⇒ (T1 − T0) − (T1 − T0)Erf(η) + T0 = T (z, t)

T (z, t) = T1

[

1 − Erf

(

z

2
√
αt

)]

+ T0Erf

(

z

2
√
αt

) (5.31)Per t → ∞ o z = 0, vale T (z, t = ∞) = T (z = 0, t) = T1 (
he signi�
a 
he pertempi su�
ientemente lunghi tutto il sistema si sarà portato alla temperaturasuper�
iale), mentre, per tempi �niti e grandi profondità T (z → ∞, t) = T0.



5.3. SOLUZIONE PER SPAZIO SEMI-INFINITO 515.3.1 Flusso di 
aloreSe 
onos
iamo la temperatura in super�
ie, possiamo 
al
olare il �usso di 
aloredall'interno della terra, misurando il gradiente.Il �usso è:
Φu = − k

∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

=

= −k (Tsup − T0)
∂

∂z

[

1 − erf

(

z

2
√
αt

)]

z=0

=

= k (Tsup − T0)
1

2
√
αt

2√
π
e−η2

∣

∣

∣

∣

η=0Dunque, per t > 0 sarà:
Φu = k

(Tsup − T0)√
παt

(5.32)Da 
ui si vede 
he il �usso di 
alore de
res
e 
on l'inverso della radi
e dell'etàdella litosfera, e dunque si può determinare l'età della litosfera misurando il�usso.Stima dell'età della TerraWilliam Thomson (in seguito noto 
ome Lord Kelvin), stimò l'età della Terraassumendo 
he la perdita di 
alore avvenisse per sola 
onduzione. Supponiamo
he Tsup = 0 e T0 ∼ 2 · 103 oC, e sia α = 10−6m2s−1. S
rivendo la (5.32):
k
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

=
kT0√
παtda 
ui:

t =
T 2

0

πα
(

∂T
∂z

)

z=0Assumendo un gradiente di temperatura (misurato) di 3 ·10−3 oCm−1, si otter-rebbe un valore per l'età della Terra di ∼ 4.4 · 107 anni 
he è più di un ordinedi grandezza in meno di quanto 
i si aspettava già all'epo
a in base a numero-se altre prove. Da questo si dedusse 
he doveva esser
i qual
he altra sorgentedi 
alore oltre al nu
leo. Su

essivamente, questa fonte, venne attribuita allapresenza di sostanze radioattive distribuite all'interno della 
rosta, 
he perdonoenergia per de
adimento radioattivo e fornis
ono il �usso man
ante per stimareuna giusta età. In realtà, an
he questa sorgente non basta a spiegare l'età dellaterra, gia

hé la produzione di 
alore per de
adimento radioattivo, si stima sia
ir
a la metà dell'odierno �usso di 
alore. La soluzione, in realtà, fu data 
ir
a30 anni dopo la stima di Thomson da John Perry, 
he, molto sempli
emente,mostrò 
he la variazione della 
onduttività 
on la temperatura avrebbe 
am-biato di molto il risultato. In parti
olare, mostrò 
he il trasporto di 
alore per
onvezione avrebbe alterato grandemente il risultato di Thomson.Perdita di 
alore per de
adimentoIl me

anismo del de
adimento radioattivo deriva dalla 
ir
ostanza 
he al
uninu
lei atomi
i hanno una probabilità �nita di perdere neutroni o parti
elle α
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lei di elio), trasformandosi in nu
lei più leggeri e 
edendo all'ambiente ladi�erenza di energia tra lo stato legato iniziale e quello �nale.Se prendiamo un 
erto numero di questi atomi, e veri�
hiamo, nell'unità ditempo quanti di questi sono de
aduti, questa frazione 
i darà la probaliltà dide
adimento P del singolo atomo. In altri termini, preso un atomo, in un tempo
τ , questi avrà una probabilità P = 1/τ di de
adere. Questo 
i fornis
e la leggedi de
adimento. Infatti, se N0 è il numero di atomi non de
aduti iniziali e ilnumero di atomi al tempo t è N(t), allora il numero di atomi non de
aduti altempo t+ dt sarà:

N(t+ dt) = N(t) +
dN

dt
dt = N(t)

(

1 − dt

τ

)avendo supposto 
he in un tempo dt siano de
aduti P ·N(t)dt atomi. Dunque:
dN

N
= −dt

τ
⇒ N(t) = N0e

− t
τDunque possiamo de�nire un tempo � il tempo di dimezamento � dopo il qualegli atomi della spe
ie iniziale si sono ridotti alla metà, dunque quando dN =

1/2N e quindi d(lnN) = 1/2:
N(t) = N0e

−
t1/2

τ =
1

2
N0 ⇒ t1/2 = τln(2)ed esprimere i tempi in termini del tempo di dimezzamento.La 
on
entrazione di atomi di una determinata spe
ie radioattiva x ad unepo
a t, sarà dunque funzione del tempo di dimezzamento 
aratteristi
o dellaspe
ie:

Cx(t) = Cx
0 e

− tln2
τ1/2 (5.33)La quantità di 
alore H rilas
iata dal 
omplesso delle sostanze radioattive pre-senti nella 
rosta terrestre, sarà data dalla somma delle quantità di 
alore rila-s
iate da 
ias
una spe
ie, moltipli
ate per la relativa 
on
entrazione. I prin
ipali
omponenti 
he 
ontribuis
ono al �usso di 
alore nella 
rosta terrestre sono dueisotopi dell'Uranio (238U e 235U) il Torio (232Th) e un isotopo del potassio(40K). Nella tabella 
he segue, diamo le 
on
entrazioni, le quantità di 
alorerilas
iate e i tempi di dimezzamento degli isotopi 
itati:Elemento H τ 1

2
Con
entrazione

238U 9.37 · 10−5Wkg−1 4.4 · 108 anni 99.27% U
235U 1.36 · 10−7Wkg−1 7.04 · 108 anni 0.73% U
232Th 2.69 · 10−5Wkg−1 1.4 · 1010anni 100 % Th
40K 2.79 · 10−5Wkg−1 1.25 · 109 anni 0.0128 % KCon questi dati, la produzione di 
alore dovuta alle sostanze radioattive, infunzione del tempo si può s
rivere 
ome:

H =0.9927CU
0 H238Ue

− tln2

τ
238U
1/2 + 0.0073CU

0 H235Ue
− tln2

τ
235U
1/2

+ CTh
0 HThe

− tln2

τT h
1/2 + 1.28 · 10−4CK

0 H40Ke
− tln2

τ
40K
1/2 (5.34)



5.4. SPESSORE DEL FONDO OCEANICO 53L'andamento nel tempo della produzione di 
alore dovuta al de
adimento ra-dioattivo basato sulla (5.34) è mostrato in �g. 5.3.1, da 
ui si evin
e 
he, a 
ausadella vita media più 
orta, nel passato 235U e 40K, erano dominanti, mentre orapredominano 238U e 232Th.

Figura 5.2: Andamento nel tempo della produzione di 
alore dovuto alde
adimento degli isotopi radioattivi e 
ontributo di 
ias
un isotopoConsideriamo ora una distribuzione uniforme A = ρH0 di sorgenti radioge-ni
he all'interno della 
rosta 
ontinentale ed uno spessore medio dei 
ontinentidi 35 km. Allora sarà:
∂2T

∂z2
=
ρH0

k
on le 
ondisioni iniziali:
{

T (z = 0) = T0

−k ∂T
∂z = −Φue dunque:

T (z) = T0 +
Φuz

k
− ρH0

2k
z2Se 
onsideriamo la 
omposizione della 
rosta 
ontinentale 
ome quella del gra-nito, possiamo porre: Hgr

0 = 1.6 · 10−10 W
kg e ρgr = 2700 kg

m3 , dunque:
k
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=D

= Φu − ρH0DSi

ome a z = D la derivata deve essere nulla:
Φu = ρH0D = 2.7 · 103 · 3.5 · 104 · 9.6 · 10−10 = 91mW/m2
he è maggiore del �usso realmente osservato di 65mW/m2.5.4 Spessore del fondo o
eani
oIl modello delineato in Fig. 5.4, rappresenta la metà di un fondo o
eani
o inespansione. Le assunzioni del modello sono 
he:
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Figura 5.3: Modello per la des
rizione dello spessore della 
rosta o
eani
a infunzione della distanza dal ridge
• Le pla

he litosferi
he sono rigide e si allontanano dalla frattura medio-o
eani
a (il ridge) 
on velo
ità 
ostante v.
• Il vuoto viene riempito da materiale 
aldo a bassa vis
osità dall'astenosfera
• la gnerazione di 
alore interna è molto inferiore agli altri termini dell'e-quazione del 
alore e può essere tras
urata
• 
'è una singolarità a x = z = 0Si tratta, di un problema bidimensionale senza sorgenti e quindi l'equazionesarà:

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂z2
=
v

k

∂T

∂x
(5.35)dove al se
ondo membro 
'è il termine advettivo, ovvero il termine di trasportodi 
alore dovuto al movimento della pla

a. Si può mostrare 
he il terminedi di�usione laterale si può tras
urare per x >> 0. Considerato 
he possiamos
rivere:

∂T

∂x
=
∂T

∂t

∂x

∂tl'eq. (5.35) diventa la solita equazione del 
alore.Per stabilire lo spessore della 
rosta o
eani
a dobbiamo de�nire quale sarà lasua base, ovvero dove la 
rosta da solida passerà ad essere liquida. Consideriamo
he questo passaggio avvenga ad una temperatura 
he è una frazione abbastanzagrande della temperatura del mantello Tm, di
iamo il 90%. La soluzione delproblema bidimensionale l'abbiamo già vista in Eq.(5.31) e dunque possiamori
avare la profondità:
T (z, t)− Tm

Tsup − Tm
=

(

1 − Erf
(

z
2
√

αt

)) (5.36)Se imponiamo 
he T (z, t) = 0.9Tm e tras
uriamo Tsup rispetto a Tm otteniamo:
0.9Tm = TmErf

(

z

2
√
αt

) (5.37)



5.4. SPESSORE DEL FONDO OCEANICO 55La profondità 
er
ata è, dunque quella per 
ui Erf(η) = 0.9. I valori dellafunzione inversa della Erf(η), si posssono trovare tabellati nei testi di statisti
a(esiste an
he una funzione di Matlab), e si trova: η|T=0.9Tm = Erf−1(0.9) =
1.1631. Di 
onseguenza:

z|t=0.9Tm = 2ηT

√
αt = 2.326

√
αtSe 
onsideriamo un valore di α = 8 · 10−7m2s−1 e 
he in un anno 
i sono 3 · 107se
ondi, otteniamo un valore di profondità di z(km) ∼ 11.4

√

t(Ma).Profondità del fondale o
eani
o
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Figura 5.4: Modello per la des
rizione della profondità o
eani
a in funzione deltempo. L'asse delle profondità non è in s
alaStabilito 
he lo spessore della 
rosta o
eani
a aumenta 
on l'età e, di 
on-seguenza, 
on la distanza dal ridge, si

ome la 
rosta o
eani
a è in equilibrioidrostati
o (galleggia) 
on il mantello, ne deriva 
he la profondità del fondoo
eani
o aumenta 
on la distanza dal ridge. Per dare un'espressione più quan-titativa, 
onsideriamo an
he l'andamento della densità della 
rosta in funzionedella profondità ρ(z, t). Dette ρw = 1.0 · 103kgm−3 la densità dell'a
qua e
ρm = 3.3 · 103kgm−3 quella del mantello, e �ssata a 0 la profondità del ridge,l'espressione dell'equilibrio idrostati
o di una sezione di litosfera spessa zL aprofondità w sarà(vedi Fig. 5.4):

(w + zL)ρm = wρw +

∫ zL

0

ρ(z, t) dz (5.38)Ra

ogliendo i termini in w, la (5.38) si può s
rivere:
(ρw − ρm)w +

∫ zL

0

(ρ(z, t) − ρm)dz = 0 (5.39)da 
ui si vede 
he, visto 
he il primo termine è negativo, il se
ondo deve esserepositivo, ovvero ρ(z, t) > ρm. I 
ambiamenti di pressione e temperatura 
on la
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ono dei 
ambiamenti di volume e quindi di densità:
dV =

(

dV

dT

)

P

+

(

dV

dP

)

T

(5.40)Comunque, �ssata una posizione ad una 
erta distanza dal ridge, non 
i sonovariazioni di pressione, e dunque rimane solo il primo termine. D'altra parte ilprimo termine è legato al 
oe�
iente di espansione termi
a
α =

1

V

(

dV

dT

)

Pe, visto 
he ρ = mV −1, impli
a
dρ

ρ
= −dV

Vrisulta:
dρ = −αρdT (5.41)e, quindi, appli
andola al nostro 
aso:

ρ(z, t) − ρm = −αρm[T − Tm]
he, sostituita nella (5.39), 
i da:
(ρw − ρm)w − ρmα

∫ zL

0

[Tm − T (z, t)]dz = 0 (5.42)D'altra parte, dalla soluzione dell'equazione del 
alore, sappiamo 
he:
T − Tm

Ts − Tm
= 1 − Erf(η)e dunque

(ρm − ρw)w = αρm[Tm − Ts]

∫ zL

0

Erfc

(

z

2
√
at

)

dz (5.43)Possiamo, 
on buona approssimazione, estendere l'integrale �no all'in�nito ot-tenendo:
(ρm − ρw)w = αρm[Tm − Ts]2

√

at

π
(5.44)da 
ui si ri
ava l'espressione della profondità o
eani
a in funzione dell'età:

w(t) =

√

at

π

2αρm

ρm − ρw
(Tm − Ts) (5.45)
he 
i di
e 
he la profondità degli o
eani 
res
e 
on la radi
e dell'età dellalitosfera, ovvero 
on la radi
e della distanza dal ridge. Diamo ora una tabella
on i numeri per stimare la profondità:Parametro de�nizione valore

Ts Temperatura super�
iale 300K
Tm Temperatura del mantello 1600K
a Di�usività termi
a 8 · 10−7m2s−1

α Coe�
iente di espansione termi
a 3.1 · 10−5K−1

ρw Densità dell'a
qua marina 1025 kgm−3

ρm Densità del mantello 3300 kgm−3



5.4. SPESSORE DEL FONDO OCEANICO 57Con questi valori, tenendo 
onto 
he 1 anno ∼ π·107s, si ottiene 
he la profonditàdegli o
eani è di 
ir
a d(m) = 350
√

t(Ma) al di sotto della profondità dell'assedel ridge.
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Capitolo 6Potenziali Termodinami
i6.1 IntroduzioneLo stato di un sistema termodinami
o è de�nito dalle variabili di stato P, V, T (edal mumero di mole
ole n). Il 
alore s
ambiato (
eduto o ri
evuto dal sistema)durante una trasformazione in�nitesimale, dipenderà da quali delle variabili distato si fanno variare nella trasformazione.Considerando l'equazione 
he esprime il primo prin
ipio della termodinami
aa pressione 
ostante:
dQ = dU + PdV (6.1)a se
onda di quali variabili 
onsideriamo indipendenti avremo:

(V, T ) dU =
(

∂U
∂T

)

V
dT +

(

∂U
∂V

)

T
dV

⇒ dQ =
(

∂U
∂T

)

V
dT +

[(

∂U
∂V

)

T
+ p
]

dV (6.2)
(P, T ) dQ =

(

∂U
∂P

)

T
dP + P

(

∂V
∂P

)

T
dP +

+
[(

∂U
∂T

)

P
+ P

(

∂V
∂T

)

P

]

dT (6.3)
(V, P ) dQ =

[(

∂U
∂T

)

P
+ P

]

dV +
(

∂U
∂P

)

V
dP (6.4)Se introdu
iamo i 
alori spe
i�
i a volume e pressione 
ostanti:

Cv =
(

∂Q
∂T

)

V
=

(

∂U
∂T

)

V

Cp =
(

∂Q
∂T

)

P
=

(

∂U
∂T

)

P
+ P

(

∂V
∂T

)

P

(6.5)in 
ui il termine
α =

(

∂V

∂T

)

P

(6.6)è il 
oe�
iente di dilatazione termi
a 
he è una proprietà termodinami
a dellesostanze. avremo:
dQ(V, T ) = CvdT +

[(

∂U
∂V

)

T
+ P

]

dV (6.7)
dQ(P, T ) = CpdT +

[(

∂U
∂P

)

T
+
(

∂V
∂P

)

T

]

dP (6.8)
dQ(V, P ) =

[(

∂U
∂V

)

P
+ P

]

dV +
(

∂U
∂P

)

V
dP (6.9)Il se
ondo termine nella parentesi quadra di (6.8) è la 
omprimibilità a tempe-ratura 
ostante. 59



60 CAPITOLO 6. POTENZIALI TERMODINAMICI6.2 Energia Libera di HelmoltzConsideriamo l'espressione del primo prin
ipio della termodinami
a in terminidel lavoro:
L = Q− ∆U (6.10)In una trasformazione in 
ui il sistema è a 
ontatto 
on l'ambiente a temperaturauniforme T , e passa dallo stato A allo stato B, la variazione di entropia sarà:

S(B) − S(A) ≤
∫ B

A

dQ

T
⇔ Q ≤ T [S(B) − S(A)] (6.11)
he sostituita nella (6.10), dà:

L ≤ U(A) − U(B) + T [S(B) − S(A)] (6.12)L'equazione (6.12) pone un limite superiore alla quantità di lavoro 
he si puòottenere dalla trasformazione da A a B. Nel 
aso in 
ui le temperature deglistati A e B siano la stessa temperatura T , possiamo de�nire la quantità:
F = U − TS (6.13)
he è l'Energia Libera del sistema. Con questa de�nizione risulta 
he il lavoro
he si può ottenere da una trasformazione a temperatura uniforme è limitatodalla variazione di energia libera:
L ≤ −∆F (6.14)L'energia libera assume per i sistemi termodinami
i lo stesso signi�
ato 
heha l'energia nei sistemi me

ani
i, 
on la di�erenza 
he il segno di uguaglian-za, 
he per i sistemi me

ani
i è sempre vero, in questo 
aso, vale solo per letrasformazioni reversibili.Per un sistema a volume 
ostante e pressione uniforme, il lavoro 
ompiutodalla trasformazione è nullo, pertanto, dalla (6.14) ri
aviamo 
he F (B) ≤ F (A).Dunque, in un sistema a 
ontatto termi
o 
on l'ambiente, se non di può 
om-piere o assorbire lavoro dall'esterno, l'energia libera non può aumentare nellatrasformazione. Questo signi�
a 
he lo stato in 
ui F è minima è uno stato diequilibrio stabile. Questa situazione è analoga a quello 
he avviene nei siste-mi me

ani
i 
on l'energia potenziale, in 
ui lo stato di minimo potenziale èuno stato di equilibrio stabile. Per questo motivo la quantità F è il PotenzialeTermodinami
o a Volume Costante.6.3 L'EntalpiaConsideriamo la forma non di�erenziale della (6.1):

Q = U + PV = H (6.15)questa equazione de�nis
e il potenziale termodinami
o a pressione 
ostante H ,an
he noto 
on il nome di Entalpia (dal gre
o enjálpein 
he signi�
a ris
aldare).



6.3. L'ENTALPIA 616.3.1 Entalpia di legame e di trasformazioneNelle reazioni 
himi
he 
he avvengono in un laboratorio, tutto avviene alla pres-sione atmosferi
a, per 
ui la quantità di 
alore s
ambiata 
on l'ambiente nellareazione è 
oin
idente 
on l'entalpia della reazione. Per 
onvenzione, il segnodella variazione di entalpia è riferito al sistema in reazione, per 
ui, una quan-tità di 
alore 
eduta al sistema è positiva, mentre se è la reazione 
he 
ede
alore all'ambiente, la variazione è negativa. La variazione di entalpia 
he a
-
ompagna la formazione di mole
ole a partire dagli atomi isolati è l'entalpiadi legame. Ad esempio, la formazione della mole
ola di idrogeno a partire dadue atomi isolati: 2H → H2, avviene 
edendo all'ambiente una quantità di
alore ∆H = −435.9 kJ/mol, o, an
ora, l'entalpia di legame della reazione
3C + 8H → C3H8, sarà ∆H = −3997.6 kJ/mol.L'entalpia di legame non va 
onfusa 
on l'entalpia di formazione 
he è laquantità di 
alore s
ambiata nella formazione delle mole
ole a partire dagli ele-menti nel loro stato mole
olare di riferimento (a pressione atmosferi
a), 
he, soloper i gas nobili è quello monoatomi
o. A rigore lo stato-standard termodinami-
o dipende dalla temperatura d'interesse . I valori sono tabulati molto spesso
ome entalpia di formazione standard alla temperatura di 298,15 K (25 ◦C).L'entalpia standard di formazione è una funzione di stato termodinami
a. Essaè quindi equivalente alla somma dei diversi pro
essi di reazioni di sintesi. Peresempio, per 
al
olare l'entalpia standard di formazione del 
loruro di sodio siusa la reazione:Na(s) + (1/2)C12(g) → NaCl(s) Questo pro
esso è 
ostituito dasotto-pro
essi separati, ognuno dei quali possiede la propria entalpia. Quindi,dobbiamo 
al
olare:

• La entalpia di atomizzazione standard di sodio solido.
• La prima energia di ionizzazione del sodio gassoso.
• L'entalpia standard di atomizzazione del gas 
loro.
• L'a�nità elettroni
a degli atomi di 
loro.
• L'entalpia della matri
e di atomi del 
loruro di sodio.La somma di tutti questi valori dà l'entalpia di formazione standard del 
lorurodi sodio.Un 
on
etto 
he viene impiegato molto in termo
himi
a è an
he l'entalpia dilegame media, ossia l'entalpia di formazione media di un legame 
himi
o A−B,ri
avata analizzando le entalpie di formazione, di legame e di reazione asso
iatea diversi 
omposti. Contrariamente all'entalpia 
omplessiva di legame del 
om-posto, quella del singolo legame 
himi
o non può essere de�nita rigorosamente,in quanto variabile da 
omposto a 
omposto. Si tratta inve
e di una grandezzaempiri
a 
he ha lo s
opo di fornire una prima stima grossolana della forza deilegami.In linea di prin
ipio la somma di tutte le entalpie di legame medie asso
iatea ogni legame presente nella mole
ola dovrebbe essere uguale all'entalpia dilegame della mole
ola, quindi nell'esempio del propano, in 
ui si hanno ottolegami C-H e due legami C-C, si dovrebbe avere:8∆H(C−H)+2∆H(C−C) =

−3997.65 kJ/mol. Tipi
i valori riportati per ∆H(C − H) e ∆H(C − C) sonorispettivamente -412 e -348 kJ/mol, dunque:8(−412)+2(−348) = −3992 kJ/mol
he è abbastanza vi
ino a quanto riportato all'inizio del paragrafo.



62 CAPITOLO 6. POTENZIALI TERMODINAMICI6.4 L'energia libera di GibbsIl potenziale termodimami
o 
he 
i fornis
e l'energia libera a temperatura e pres-sione 
ostanti è l'enrgia libera di Gibbs. Per ri
avare la sua espressione partiamodalla 
onsiderazione 
he PdV = d(PV ) − V dp, 
he, sostituita nell'espressionedi�erenziale dell'energia libera di Helmoltz, dà:
dF = −SdT − PdV = −SdT − d(PV ) − vdP
he, portando a primo membro il termine d(PV ), de�nis
e:

d(F + PV ) = −SdT + PdV = dGe dinque il potenziale termodinami
o di Gibbs:
G = F + PV = U + PV − TS (6.16)6.4.1 Uso del potenziale di Gibbs per ri
avare l'equazionedi ClapeyronConsideriamo un sistema 
omposto da un liquido (1) in equilibrio 
on il suovapore (2) in un 
ilindro a pressione e temperatura 
ostanti. In tal 
aso sarà:

U = U1 + U2 S = S1 + S2 V = V1 + V2 ⇒ G = G1 +G2Sem1 e m2 sono le tispettive masse, possiamo 
onsiderare le quantità spe
i�
he:
gi = Gi

mi
. Tutte le quantità spe
i�
he sono funzione della sola temperatura.Eseguiamo una trasformazione isoterma, tenendo 
onto 
he m1 + m2 =

cost⇒ dm1 = −dm2. nello stato �nale della trasformazione, sarà:
Gf = (m1 + dm1)g1 + (m2 − dm1)g2 = G+ dm1(g1 − g2)Si

ome al prin
ipio il sistema era in equilibrio, G deve essere in un mini-mo, dunque ∆G = 0 e quindi g1 = g2. S
rivendo per esteso le energie liberespe
i�
he:

(u2 − u1) + P (v2 − v1) − T (s2 − s1) = 0e, di�erenziando rispetto alla temperatura:
d(u2 − u1)

dT
+
dP

dT
(v2 − v1) +P

d(v2 − v1)

dT
− (s2 − s1)−T

d(s2 − s1)

dT
= 0 (6.17)Si

ome (dq =)Tds = du + Pdv, nella (6.17) rimane solo:

−T (s2 − s1) + (v2 − v1)
dP

dT
= 0La di�erenza di entropia 
he appare al primo termine, è la variazione dovutaalla vaporizzazione di un'unità di massa del liquido, 
ioè il suo 
alore latente divaporizzazione λ. Pertanto, sarà:

dP

dT
=

λ

T (v2 − v1)
(6.18)
he è l'equazione di Clapeyron.



6.4. L'ENERGIA LIBERA DI GIBBS 636.4.2 La regola delle FasiQuando un sistema è 
omposto di una sola sostanza omogenea, si di
e 
he 
onsi-sta di una sola fase. Se un sistema eterogeneo è 
omposto di varie parti, 
ias
unadelle quali omogenea, questo 
onsiste di tante fasi quante sono le parti 
he lo
ompongono. Per esempio, il sistema liquido-vapore del paragrafo pre
edente èun sistema 
omposto da due fasi di un solo 
omponente.Tutte le proprietà spe
i�
he di una fase, dipendono dalla temperatura T ,dalla presione P e dalla 
omposizione �si
a della fase. Possiamo dire 
he unafase è una mistura omogenea di tutti i 
omposti 
he si possono ottenere daglielementi 
himi
i presenti in essa e 
he la per
entuale di 
ias
un 
omposto èunivo
amente determinata da T e P e dalle 
on
entrazioni degli elementi.Consideriamo un sistema 
omposto da f fasi e n 
omponenti indipendenti.Sia mik la massa del k-mo 
omponente presente nella fase i. La matri
e mikrappresenta la distribuzione dei 
omponenti nelle diverse fasi.As una determinata temperatura, la 
ondizione di equilibrio è 
he il poten-ziale termodinami
o G sia minimo. Se 
onsideriamo tras
urabili le energie ingio
o alle interfa

ie delle varie fasi, alloraG sarà la somma delle Gi delle singolefasi. Cias
una Gi dipenderà dalla temperatura, dalla pressione e dalle masse di
ias
un 
omponente:
Gi = Gi(T, P,mi1,mi2, ...,min)La sua forma dipenderà dalle proprietà della fase i-esima, ma, 
omunque sa-rà una funzione omogenea di primo grado delle mik, per 
ui le ∂Gi

∂mik
sarannofunzioni omogenee di grado 0.Se siamo in uno stato di equilibrio allora dG = 0. Come abbiamo visto nelpre
edente paragrafo, in una trasformazione in 
ui una quantità δm passa dallafase i alla faswe j,las
iando le altre inalterate, sarà:

mik → mik − δm

mjk → mjk + δme dunque:
δG = δGi + δGj =

[

∂Gj

∂mjk
− ∂Gi

∂mik

]

δm = 0da 
ui:
∂Gj

∂mjk
=

∂Gi

∂mik
i, j = {1...f} k = {1...n} (6.19)per qualunque 
oppia di fasi e per 
ias
una 
omponente. L'eq. (6.19) equivale a

n(f−1) relazioni di equilibrio indipendenti, 
he dipendono solo dalla 
ostituzione
himi
a e non dalla quantità di sostanze in 
ias
una fase. Si

ome le derivatedi Gi sono omogenee di grado 0 in mik, queste dipenderanno solo dai rappportidelle mi1,mi2...min. Il numero di questi rapporti è f(n − 1). Oltre a questi,le altre variabili da 
ui dipendono le derivate di Gi sono P e T, per un totaledi 2 + f(n − 1) variabili per n(f − 1) equazioni. La di�erenza tra il numerodi variabili e il numero di equazioni, dà il numero di variabili 
he si possonos
egliere arbitrariamente, e prende il nome di grado di variabilità v
v = (n− 1)f + 2 − n(f − 1) = n+ 2 − f (6.20)Fa

iamo qual
he esempio prati
o:



64 CAPITOLO 6. POTENZIALI TERMODINAMICI1. Un solo �uido omogeneo: f = 1 (la sola fase �uida), n = 1, per 
ui
v = 2. Posso s
egliere T e P arbitrariamente ma son posso variare la
omposizione, per
hé il nostro �uido è de�nito.2. Due gas 
himi
amente de�niti: f = 1 (solo gas), n = 2 ⇒ v = 3.Possiamo variare T, P e il rapporto fra i due 
omponenti.3. A
qua in equilibrio 
ol suo vapore: f = 2 (liquido e gas), n = 1
⇒ v = 1. Possiamo variare solo la temperatura, la pressione sarà lapressione di vapor saturo alla temperatura data.4. A
qua, ghia

io e vapore in equilibrio: f = 3, n = 1 ⇒ v = 0. Non
'è libertà di s
elta. Le tre fasi 
oesistono in un solo punto 
on pressionee temperatura de�nite.

Figura 6.1: Diagramma delle fasi dell'a
qua in funzione della pressione e dellatemperaturaQuest'ultima situazione è illustrata in Fig. 6.1. La 
urva AB rappresenta lapressione di vapor saturo in funzione della temperatura. Se ad una determi-nata temperatura, aumento la pressione, tutto il vapore 
ondenserà nella faseliquida, e vi
eversa evaporerà. La 
urva AC 
orrisponde alla pressione di vaporsaturo in 
ontatto 
ol ghia

io. Il punto in 
ui 
oesistono a
qua, ghia

io e va-pore dovrà appartenere ad entrambe le 
urve, e dunque sarà l'intersezione delledue. Nello stesso punto passerà an
he la 
urva di equilibrio tra a
qua e ghia

ioAD. Pertanto il punto A è detto punto triplo e per l'a
qua è a T = 0.0075Ce P = 0.00602 atm. Si

ome la pressione del punto triplo è minore di quellaatmosferi
a, la retta (tratteggiata) a P = 1 atm, interse
a tutte e tre le regio-ni. L'intersezione 
on la 
urva AD, rappresenta la temperatura di fusione delghia

io, quella 
on AB, la temperatura di ebollizione dell'a
qua.6.5 Trasformazioni di Legendre e relazioni di Max-wellPrendiamo il di�erenziale totale della (6.15):
dH = dU + PdV + V dPsi

ome dU = TdS − PdV allora:

dH = TdS + V dP (6.21)



6.5. TRASFORMAZIONI DI LEGENDRE E RELAZIONI DI MAXWELL65e da qui possiamo ri
avare la temperatura ed il volume in funzione delle derivatedell'entalpia:
T =

(

∂H
∂S

)

P
V =

(

∂H
∂P

)

S
(6.22)Dunque l'eq. 6.21, mette in relazione l'entalpia 
on S e V . In generale, unafunzione termodinami
a L(x, y, z...) 
on le sue variabili indipendenti x, y, z... hala forma di�erenziale:

dL = Xdx+ Y dy + Zdz + ... (6.23)dove X,Y, Z, ... sono tutte funzioni delle variabili x, y, z, .... La trasformazione:
{

L→ L̄ = L−Xx
x, y, z, ...→ X, y, z...

(6.24)è nota 
ome trasformazione di Legendre. La (6.24) impli
a:
dL̄ = −xdX + Y dy + Zdz + ... (6.25)L'eq. (6.21) è una delle trasformazione di Legendre ri
avata a partire da dU =

TdS − PdV :






U → Ū ≡ H = U − (−PV )
V, S → −P, S
d(U + PV ) = V dP + TdSanalogamente, possiamo ri
avare le altre funzioni termodinami
he 
he 
i metto-no in relazione le diverse variabili, tramite trasformazioni di Legendre su

essive,a partire da U o S. Con questo metodo possiamo veri�
are la seguente tabella:Funzione Termodinami
a Variabili naturali Di�erenziale totale

U S, V,Ni dU = TdS − PdV +
∑

i µidNi

H = U + PV S, P,Ni dH = TdS + V dP +
∑

i µidNi

F = U − TS T, V,Ni dF = −SdT − PdV +
∑

i µidNi

G = F + PV T, P,Ni dG = −SdT + V dP +
∑

i µidNi

Φ = F −G = −PV (gran potenziale) T, V,Ni dΦ = −SdT − PdV −∑i µidNi

S U, V,Ni dS = 1
T (dU + PdV −

∑

i µidNi)Da questa tabella è fa
ile ri
avare le variabli naturali 
ome derivate delle funzionitermodinami
he
(

∂U
∂S

)

V,N
= T

(

∂U
∂V

)

S,N
= −P

(

∂U
∂Nj

)

S,V,Ni

= µj (6.26)
(

∂F
∂T

)

V,N
= −S

(

∂F
∂V

)

T,N
= −P

(

∂F
∂Nj

)

T,V,Ni

= µj (6.27)
(

∂G
∂T

)

P,N
= −S

(

∂G
∂P

)

T,N
= V

(

∂G
∂Nj

)

T,P,Ni

= µj (6.28)Se la (6.23) è un di�erenziale esatto, allora:
∂X

∂y
=
∂Y

∂x
, etc (6.29)



66 CAPITOLO 6. POTENZIALI TERMODINAMICIda 
ui si possono ri
avare le relazioni (di Maxwell) fra le derivate, 
he possonoan
he essere veri�
ate direttamente derivando le (6.26,6.27, 6.28 ...) rispetto allevariabili in
ro
iate e ri
ordando 
he le derivate se
onde miste sono indipendentidall'ordine di derivazione. Per es., dalla 6.27, derivando rispetto a S la se
ondae rispetto a V la prima, si ottiene:
(

∂S

∂V

)

T,N

=

(

∂P

∂T

)

V,N6.6 Radiazione di 
orpo neroConsideriamo una 
avità a temperatura T , in equilibrio 
on la radiazione elet-tromagneti
a al suo interno. La densità di energia u sarà l'energia interna della
avità U divisa per il volume e può essere pensata 
ome 'integrale delle densitàdi energia alle varie frequenze:
u =

∫ ∞

0

du

dν
dν (6.30)Per l'integrando vale la legge di Kir
hho�: du

dν è indipendente dal materiale.Infatti, 
onsideriamo due 
avità di materiale diverso a temperatura di�erente,
T2 < T1 e (du

dν

)

2
>
(

du
dν

)

1
. Se mettiamo le 
avità in 
ontatto, l'energia, e dunqueil 
alore, �uirà da 2 verso 1 an
he se T2 < T1, violando il II prin
ipio dellatermodinami
a.6.6.1 legge di StefanLa pressione 
he la radiazione eser
ita sulle pareti della 
avità è data 
lassi
a-mente dal valor medio del prodotto vettore tra i 
ampi elettri
i e magneti
i 
he
ompongono la radiazione:

P =< E ×B >D'altra parte, possiamo s
rivere l'espressione della pressione in funzione delladensità di energia, a partire dall'equazione del lavoro in una direzione:
dLx = Fdx = PAdx = PdVx (6.31)si

ome questo sarà uguale nelle tre direzioni, dL = U = 3PdV . Dunque,

P =
u

3
(6.32)Si

ome siamo a volume 
ostante, possiamo s
rivere la pressione in terminidell'energia libera F:

−P =

(

∂F

∂V

)

T

=

(

∂U

∂V

)

T

− T

(

∂S

∂V

)

T

(6.33)Appli
ando la relazione di Maxwell
(

∂S

∂V

)

T

=

(

∂P

∂T

)

V



6.6. RADIAZIONE DI CORPO NERO 67, otteniamo
(

∂U

∂V

)

T

= T

(

∂P

∂T

)

V

− P (6.34)Il primo membro, altro non è 
he la densità di energia u, pertanto, appli
andola (6.32):
u =

T

3

(

∂u

∂T

)

V

− 1

3
u (6.35)e riarrangiando:

(

∂u

∂T

)

V

=
4

T
u (6.36)
he si integra, ottenendo:

u(T ) = AT 4 (6.37)Che esprime la legge di Stefan, ovvero 
he la densità di energia s
ala 
on laquarta potenza della temperatura.6.6.2 Lo spettro di 
orpo neroIn generale la densità spettrale della densità di energia du
dν sarà una funzionedella temperatura e della frequenza f(ν, T ) ed il suo integrale sulle frequenze èdato dalla legge di Stefan:

{

du
dν = f(ν, T )
∫∞
0
f(ν, T )dν = AT 4 (6.38)Possiamo trovare una 
ombinazione di ν e T 
he abbia le dimensioni di:

[

du

dν

]

= ml−1t−1avendo a disposizione:
[kT ] = ml2t−2

[c] = lt−1

[ν] = t−1ove k è la 
ostante di Boltzman k = 1.38× 10−23 J K−1 e c = 299792458ms−1è la velo
ità della lu
e nel vuoto.La 
ombinazione di questi elementi 
he riprodu
e le dimensioni volute è:
f(ν, T ) = CkT

ν2

c3
(6.39)ove C è una 
ostante 
he non può dipendere da kT , ν e c e, se
ondo Rayleigh eJeans vale 8π.La funzione (6.39) diverge alle alte frequenze (
atastrofe ultravioletta), edunque andrà regolarizzata, in modo da eliminare questa divergenza, 
on untermine 
he dipenda dalla frequenza e dalla temperatura in modo tale 
hel'integrale (6.38) dia il risultato atteso:

∫ ∞

0

8πν2

c3
P (aνTm)dν = AT 4 (6.40)



68 CAPITOLO 6. POTENZIALI TERMODINAMICIin 
ui abbiamo supposto 
he la funzione regolarizzante dipenda da una potenzageneri
a della temperatura. L'eq.(6.40) impone un valore all'esponente dellatemperatura m e alle dimensioni della 
ostante a. Infatti, se e�ettuiamo il
ambiamento di variabile aνTm = x, risulta:
kT

a3c3
T−3m

∫ ∞

0

xP (x)dx = AT 4 (6.41)da 
ui, uguagliando gli esponenti della temperatura ad ambo i membri: −3m+
1 = 4 ⇒ m = −1, e aνT−1 deve essere adimensionale. Si

ome kT ha ledimensioni di un energia possiamo usare la relazione di Plank E = hν perri
avare la forma funzionale a = h/k ove h = 6.626 × 10−34 J s è la 
ostante diPlank.In de�nitiva, 
on argomenti termodinami
i si è potuto dimostrare 
he:

du

dν
=

8πkTν2

c3
f

(

hν

kT

) (6.42)Questa equazione prende il nome di legge di spostamento di Wien per
hé mostra
he il massimo della distribuzione spettrale di energia, si sposta in avanti all'au-mentare della temperatura. Infatti, se 
hiamiamo G(ν) la densità spettrale dienergia, questa avrà un massimo quando dG(ν)
dν = 0. Dunque:

8πkT

c3

[

2νmaxf

(

hνmax

kT

)

+
ν2

max

kT
f ′
(

hνmax

kT

)]

= 0

⇒νmax =

[

∂ln
(

f
(

hν
kT

))

∂ν

]

ν=νmax

T (6.43)dunque direttamente proporzionale alla temperatura.6.6.3 Coe�
ienti di Einstein e spettro di 
orpo neroCon argomenti termodinami
i, non si può andare molto oltre quanto già mo-strato, né 
'è modo di ri
avare la forma della densità di energia in funzionedella frequenza. Per ri
avare quest'andamento funzionale è ne
essario ri
orre-re alla me

ani
a quantisti
a, per 
ui i livelli di energia degli elettroni atomi
isono dis
reti (quantizzati,per l'appunto). Gli elettroni atomi
i, stimolati dal-la radiazione elettromagneti
a possono saltare da un livello energeti
o ad unaltro di energia superiore, e poi de
adere nuovamente ad un livello inferiore,sia spontaneamente, sia tramite un'altra interazione 
on la radiazione. Quandoun elettrone de
ade in un livello energeti
o inferiore, nel pro
esso viene emessoun fotone (un quanto di radiazione elettromagneti
a) la 
ui energia è pari alladi�erenza di energia tra il livello di partenza e quello di arrivo. Analogamente,per saltare ad un livello più alto, deve assorbire un fotone di energia pari alladi�erenza tra i livelli.Esaminiamo in dettaglio due livelli energeri
i generi
i m ed n 
on Em < En.Siano Nn gli elettroni presenti al livello n e sia Anm la probabilità di transizionespontanea al livellom. La variazione del numero di elettroni nel livello n, dovutoall'emissione spontanea sarà:
Ṅn = −

∑

m

AnmNn (6.44)
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he esprime 
he il numero degli elettroni nel livello superiore de
res
e per de
a-dimento in tutti i livelli inferiori. L'Eq. (6.44) si integra:
Nn(t) = N0

ne
− t

τ

τ = 1
P

m Anmavendo de�nito la vita media del livello τ .La probabilità di transizione dal livello inferiore m a quello superiore nmediante l'assorbimento di un fotone dal 
ampo elettromagneti
o, sarà pro-porzionale alla densità di energia del 
ampo u(ν) mediante un 
oe�
iente 
he
hiameremo Bmn:
Wmn = Bmnu(νmn)L'ultima possibilità, è 
he il 
ampo elettromagneti
o assuma energia dall'atomo,dise

itando l'elettrone da n ad m (emissione stimolata). An
he in questo 
aso,la probabilità sarà proporzionale alla densità di energia, tramite un 
oe�
iente

Bnm 
he in linea di prin
ipio è di�erente da Bmn.In totale, la variazione del numero di elettroni nei livelli m ed n, sarà;
Ṅm(t) = −Nm(0)Bmnu(νnm) (6.45)

Ṅn(t) = −Nn(0) [Anm +Bnmu(νnm)] (6.46)All'equilibrio, le variazioni si devono 
ompensare: Ṅn = Ṅm. Ra

ogliendo itermini in u e dividendo tutto per Nn, otteniamo:
[

Bmn
Nm

Nn
−Bnm

]

u(νmn) = AmnIl rapporto fra le popolazioni dei livelli, possiamo ri
avarlo dalla statisti
a diBoltzman:
Nm

Nn
= e−

En−Em
kT = e

hνmn
kTe, se supponiamo 
he Bmn = Bnm, otteniamo:

u(νnm) =
Amn

Bmn

1

e−
hνmn

kT − 1
(6.47)Il rapporto tra Amn e Bmn, è simile a quanto trovato 
on 
on argomenti termo-dinami
i nell'eq.(6.42), in de�nitiva otteniamo la formula di Plank dello spettrodella radiazione di 
orpo nero:

u(ν) =
8πhν3

c3
1

e−
hν
kT − 1

(6.48)
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Capitolo 7Fluidi7.1 Fluidi ideali7.1.1 Equazione di Continuità[...℄7.1.2 Punti di vista Lagrangiano ed EulerianoIn un dato sistema di riferimento, l'insieme di tutte le posizioni o

upate daglielementi di un sistema 
ontinuo ad un determinato istante t, è la 
on�gurazione
C del sistema all'istante 
onsiderato. Assieme alla 
on�gurazione C, variabilenel tempo, possiamo 
onsiderare una 
on�gurazione di riferimento C∗. Ad ognipunto di C∗, 
orrisponde una parti
ella del sistema, per 
ui è possibile esprimerele posizioni della parti
elle di C in funzione della 
on�gurazione di riferimento.Se OP è il raggio vettore di una qualsiasi parti
ella P nel sistema C, allora sarà:

OP = OP(t, P ∗) (7.1)in 
ui P ∗ è il punto 
orrispondente a P nella 
on�gurazione C∗.Se indi
hiamo 
on xi le 
oordinate nel sistema di riferimento solidale a C∗ e
on ξi quelle del sistema C le (7.1) equivalgono alle equazioni nelle 
oordinate:
xi = xi(t, ξ1, ξ2, ξ3) (7.2)Se il moto è regolare, allora per qualunque istante t, le funzioni al se
ondomembro della (7.2) dovranno soddisfare le seguenti 
ondizioni:1. Dovranno essere 
ontinue 
on le derivate prime e se
onde 
ontinue;2. Biunivo
he nella 
orrispondenza tra P e P ∗3. Dovrà essere positivo il determinante dello Ja
obiano:

D = det

(

∂xi

∂ξj

)71
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ondizione 
i di
e 
he non 
i sono la
erazioni o 
ompressioni; la terza
i di
e 
he si passa 
on 
ontinuità da C∗ a C. Infatti se i sistemi 
oin
idono, loJa
obiano sarà: D = det
(

∂xi

∂xj

)

= det(δij) = 1. Se è vera la se
onda 
ondizione,allora questo sarà sempre vero.Le 
oordinate ξi sono 
oordinate 
he, istante per istante, eti
hettano la sin-gola parti
ella di C e sono dette 
oordinate Lagrangiane e la 
on�gurazione C èdetta la 
on�gurazione istantanea del sistema.La terza 
ondizione, assi
ura 
he le (7.2) siano invertibili, e dunque 
i saràuna 
orrispondenza biunivo
a fra le parti
elle in C e in C∗. Questo non vuoldire 
he le traiettorie non si possano interse
are, ma solo 
he due parti
elle nonpossano o

upare 
ontemporaneamente la stessa posizione. Dunque, potremos
rivere an
he:
ξi = xi(t, x1, x2, x3) (7.3)L'equazione (7.2) de�nis
e, istante per istante, la posizione di 
ias
una parti-
ella eti
hettata dalle 
oordinate ξi e quindi des
rive il moto dell'intero sistemaparti
ella per parti
ella (punto di vista Lagrangiano). L'equazione (7.3), inve-
e, de�nis
ono quale parti
ella passa per il punto di 
oordinate xi nell'istante t(punto di vista Euleriano). Si noti 
he, mentre le ξi sono de�nite in un insieme

C∗ �sso, le xi sono de�nite in un 
ampo dello spazio variabile 
on il tempo.7.1.3 Derivata lo
ale e sostanzialeLe derivate temporali:
v =

∂OP

∂t
; a = ∂2OP

∂t2 = ∂v
∂t (7.4)rappresentano la velo
ità e l'a

elerazione di una generi
a parti
ella del 
onti-nuo rispetto al sistema di riferimento dal punto di vista Lagrangiano e dunquesaranno:

v = v(ξi, t) a = a(ξi, t)Le 
orrispondenti grandezze Euleriane si ottengono sostituendo le ξi tramitele (7.3) e eseguendo le di�erenziazioni. Dunque possiamo de�nire la velo
itàEuleriana:
e ≡ [v(ξi, t)]ξi=ξi(xi,t) ≡ e(xi, t)

ei(xi, t) ≡
[

∂xi

∂t

]

ξi=ξi(xi,t)

(7.5)
he de�nis
e la distribuzione istantanea delle velo
ità in C all'istante t.Una qualsiasi quantità Q s
alare o vettoriale deve poter essere espressa inentrambe le forme a se
onda 
he si mettano in evidenza la dipendenza dallevariabili Euleriane o Lagrangiane:
q̄(ξ, t) = [q(x, t)]xi/xi(ξ,t); q(x, t) = [q̄(ξ, t)]ξi=ξi(xi,t) (7.6)Della gtrandezza Q si possono 
onsiderare due tipi di derivata temporale, e di
ias
uno di essi le forme Lagrangiane ed Euleriane. A partire dalla derivataparziale:

qt ≡
∂q

∂t
≡ ∂tq (7.7)
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onsiderare la derivata totale:
q̇ ≡ ∂q

∂t
+

∂q

∂xi

(

∂xi

∂t

)

ξi=ξi(xi,t)

= ∂tq +
∂q

∂xi
ei (7.8)Le (7.7) e (7.8) rappresentano, in forma Euleriana, la derivata temporale lo
alee la derivata sostanziale della grandezza Q. Le analoghe derivate, 
ostruite apartire dalla espressione Lagrangiana q̄(ξ, t) sono:

˙̄q ≡ ∂q̄

∂t
+
∂q̄

∂ξi

(

∂ξi
∂t

)

xi=xi(ξi,t)

= ∂tq̄ −
∂q̄

∂ξi
vi (7.9)avendo de�nito:

vi ≡ −
(

∂ξi
∂t

)

xi=xi(ξi,t)

(7.10)Appli
ando la (7.8) alla velo
ità Euleriana e(x, t), troviamo l'a

elerazione Eu-leriana a(x, t):
ak ≡ėk =

∂ek

∂t
+
∂ek

∂xi
ei

⇒ ė =
∂e

∂t
+ (e · ∇)e (7.11)7.1.4 Equazione di EuleroConsideriamo un volume V nel �uido soggetto alle forze di pressione. La forza
he agis
e sulla super�
ie S 
he 
ir
onda il volume 
onsiderato sarà:

F = −
∫

S

PndS (7.12)Possiamo trasformare l'integrale (7.12) in un integrale di volume usando il teo-rema del gradiente e uguagliare la forza alla massa per l'a

elerazione lo
ale(Euleriana):
ρ
de

dt
= −∇P (7.13)Appli
ando la (7.11) otteniamo:

∂e

∂t
+ (e · ∇) e = −∇P

ρ
(7.14)Se il �uido è in un 
ampo di forze di volume, per es. il 
ampo gravitazionale, alleforze di pressione si aggiungeranno le forze di volume ρgdV , dunque l'equazione(7.14) di Eulero (1755), diventa:

∂e

∂t
+ (e · ∇) e = −∇P

ρ
+ g (7.15)In queste espressioni non si è tenuto 
onto delle eventuali forze di attrito nédella 
ondu
ibilità termi
a del �uido. Una tale des
rizione, in 
ui l'attrito e ladissipazione termi
a sono inin�uenti, de�nis
e un �uido ideale.



74 CAPITOLO 7. FLUIDI7.1.5 Moto adiabati
oin un �uido ideale, la 
onduzione del 
alore e dunque gli s
ambi di energiatermi
a fra le parti di �uido sono inin�uenti. Il moto, pertanto, sarà adiabati
oe le variazioni di entropia saranno nulle. Considerando le grandezze spe
i�
he(per unità di massa):
ds

dt
= 0 =

∂s

∂t
+ v · ∇s (7.16)
he è una equazione di 
ontinuità per l'entropia. Usando la relazione 
he legal'entropia all'entalpia: dh = Tds+V dp = Tds+dp/ρ e 
onsiderando 
he ds = 0otteniamo

∇h = ∇P/ρ
he, sostituito nell'equazione di Eulero dà:
∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇h (7.17)Appli
ando la formula vettoriale:

1

2
∇(v2) = v × (∇× v) + (v · ∇)v (7.18)otteniamo:

−∇
(

h+
1

2
v2

)

=
∂v

∂t
+ v × (∇× v) (7.19)
he è una relazione 
he lega il gradiente dell'energia alla forza e alla vorti-
ità. Se prendiamo il rotore di entrambi i membri, si ottiene un'espressionedell'equaziome di Eulero 
he dipende solo dalla velo
ità; sarà:

∂ (∇× v)

∂t
= ∇× (v ×∇× v) (7.20)7.1.6 L'equazione di BernoulliOltre al metodo tradizionale per ri
avare l'equazione di Bernoulli a partire dalla
onservazione dell'energia in un 
ondotto, possiamo ri
avarla dall'equazione diEulero (7.19). Infatti, se ri
ordiamo 
he:

∂U

∂ℓ
=

−→∇U(M) · −→ℓLa proiezione lungo la direzione delle linee di �usso ℓ della (7.19), si

ome ℓ èparallelo a v, sarà, tenuto 
onto an
he dell'a

elerazione di gravità:
∂

∂ℓ

[

1

2
v2 + h+ gz

]

= 0 (7.21)da 
ui:
1

2
v2 + h+ gz = cost (7.22)Tenuto 
onto 
he dh = dp/ρ, sarà:

1

2
ρv2 + p+ ρgz = cost (7.23)
he è l'equazione di Bernoulli.Vederemo, in seguito, 
he l'equazione di Bernoulli, è un 
aso parti
olare diuna intera 
lasse di equazioni più generali.



7.2. INTRODUZIONE ALLA VISCOSITÀ 757.2 Introduzione alla vis
ositàConsideriamo un �uido 
he s
orra in un 
anale di altezza h e tras
uriamo l'e�ettodalle pareti verti
ali. Consideriamo una lastra di questo �uido di suoer�
ie ∆S,a distanza x dal fondo del 
anale. La sua velo
ità 
res
erà 
on la distanzadal fondo, 
onsiderato 
he il liquido a 
ontatto 
on il fondo è fermo e 
he insuper�
ie 
'è la massima velo
ità:
v = v1

x

hin 
ui v1 è la velo
ità 
he si raggiunge in super�
ie (
ioè quando x = h). Aregime, non 
i saranno a

elerazioni nei vari strati di �uido, e pertanto le forze
he agiranno su 
ias
uno strato dovranno equilibrarsi. Si trova spermentalmente
he per molti liquidi sempli
i (liquidi Newtoniani) il modulo della forza di attritointerno si puo' esprimere 
ome:
F = µ∆S

v

h
(7.24)in 
ui µ è una 
ostante 
aratteristi
a del �uido 
onsiderato 
he ha le dimensionidi

[µ] = [Fll−2v−1] = [mlt−2ll−2l−1t] = ml−1t−1ed è la vis
osità.Passando al di�erenziale:
dF = µ

∂v

∂x
dS (7.25)da 
ui deriva 
he la pressione nel �uido varia 
on la legge:

P =
∂F

∂S
= µ

∂v

∂x
(7.26)7.2.1 Legge di PoiseuilleConsideriamo un �uido 
he s
orra in un 
ondotto 
ilindri
o di raggio a.

a

r

r+
d
r

∆l

P P’

Figura 7.1: Flusso laminare in un 
ilindro di raggio a e lunghezza ∆ℓ 
on unadi�erenza di pressione fra le fa

ie ∆P = P ′ − PIl �usso sia laminare e 
ompletamente governato dalla vis
osità (
ioé le dif-ferenti velo
ità all'interno del �uido siano dovute solo all'e�etto della vis
osità).il �uido s
orrerà nel 
ilindro in 
orone 
ilindri
he 
oassiali, di raggio generi
o re spessore dr. Su 
ias
una 
orona agiranno 3 forze:



76 CAPITOLO 7. FLUIDI1. La risultante delle forze di pressione appli
ate agli estremi del 
ilindro;2. la forza tangenziale derivante dalla vis
osità sul mantello interno3. la forza tangenziale derivante dalla vis
osità sul mantello esternola prima 
omponente sarà:
dFp = 2πr dr∆p (7.27)la se
onda sarà:

dFint = µ
∂v

∂r
(2πr∆l) (7.28)la terza,si oppone alla pre
edente e sarà:

dFext = − µ∆l[2π(r + dr)]
∂

∂r
[v(r + dr)] =

= −2πµ∆l(r + dr)
∂

∂r

[

v(r) +
∂v

∂r
dr

] (7.29)e dunque 
onsiderando solo i termini del primo ordine in dr
dFext = −2πµ∆l

[

r
∂v

∂r
+ r

∂2v

∂r2
dr +

∂v

∂r
dr

] (7.30)la somma delle tre deve essere nulla allo stato stazionario, dunque:
2πr dr∆p = −2πµ∆l

(

r
∂2v

∂r2
+
∂v

∂r

)

dr (7.31)e dunque:
−∆p = µ

∆l

r

(

r
∂2v

∂r2
+
∂v

∂r

)

= µ
∆l

r

∂

∂r

(

r
∂v

∂r

) (7.32)Moltipli
ando per r ambo i membri della (7.32) e integrando si ottiene:
−r

2

2
∆P = µ∆lr

∂v

∂r
+ C (7.33)
he 
i fornis
e una equazione per la velo
ità:

∂v

∂r
= − r∆P

2µ∆l
+
C

r
(7.34)La 
ostante C può essere determinata dalla 
ondizione al 
ontorno 
he il gra-diente di velo
ità sia �nito an
he per r = 0, e dunque deve essere C = 0.Si

ome per r = 0 la (7.34) vale ∂v

∂r = 0, al 
entro la velo
ità avrà un estremo,
he, visto 
he sulle pareti v = 0, sarà un massimo.Integrando la (7.34), otteniamo:
v(r) = − ∆P

2µ∆l

r2

2
+Dove la 
ostante D può essere ri
avata dalla 
ondizione v(a) = 0:

− ∆P

2µ∆l

a2

2
+D = 0
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D =

a2

4µ∆l
∆Pin de�nitiva, il pro�lo di velo
ità all'interno del 
ondotto sarà:

v(r) =
∆P

4µ∆l

(

a2 − r2
) (7.35)Dunque il pro�lo di velo
ità all'interno di un 
ondotto 
ilindri
o è paraboli
o.La portata Q del 
ondotto è la quantità di �uido 
he passa attraverso unasezione nell'unità di tempo:

Q =

∫ a

0

v(r)2πrdr (7.36)sostituendo a v(r) la (7.35), otteniamo:
Q =

2π∆P

4µ∆l

[

a2

∫ a

0

r dr +

∫ a

0

r3dr

] (7.37)
he portano alla legge di Poiseuille
Q =

π∆P

8µ∆l
a4 (7.38)In onore di Poiseuille, l'unità di misura della vis
osità prende il nome di Poisee vale 0.1Pa s.7.3 Equazioni 
ostitutive di un �uido Newtonia-noI �uidi Newtoniani sono quelli in 
ui la vis
osità non dipende dalla velo
itàdel �uido. Consideriamo un �uido a riposo: in tal 
aso, le 
omponenti deglisforzi saranno dovute solo alla pressione e dunque saranno solo le 
omponentidiagonali:

τij = −pδij (7.39)ove il segno viene dal fatto 
he la pressione è orientata verso l'interno, mentre letensioni normali sono verso l'esterno. In un �uido in movimento, si sviluppanodelle tensioni di taglio, dovute alla vis
osità. Dunque la (7.39) diventa:
τij = −pδij + σij (7.40)La parte non isotropa è nota 
ome sforzo deviatorio e dipende dai gradienti divelo
ità. Infatti se u(x, t) è la velo
ità del �uido in un punto O, in un punto Pa distanza dx, sarà

dui =
∂ui

∂xj
dxj = αijdxj (7.41)Se s
omponiamo il tensore αij nelle sua parti simmetri
a e antisimmetri
a:

∂ui

∂xj
=

1

2

(

∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

+
1

2

(

∂ui

∂xj
− ∂uj

∂xi

)

= eij +
1

2
ǫijkωk (7.42)
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onos
iamo il tensore di deformazione e la rotazione. Se vale la legge di Hooke,
'è una proporzionalità tra il tensore degli sforzi e le deformazioni:
σij = Cijklekl (7.43)Se siamo in un mezzo isotropo, allora il tensore Cijkl dovrà essere una 
ombi-nazione lineare di prodotti di δij :

Cijkl = λδijδkl + µδilδjk + γδikδjl (7.44)Si

ome le σij sono simmetri
he per lo s
ambio di i e j, altrettanto sarà per la
Cijkl , e dunque il se
ondo e terzo termine saranno uguali. Dunque:

Cijkl = λδijδkl + 2µδilδjk (7.45)e dunque
σij = λekkδij + 2µeij = 2µeij + (∇ · u)δij (7.46)Pertanto, la (7.40) diventa:

τij = −pδij + λekkδij + 2µeij (7.47)Per 
al
olare la pressione in funzione dei parametri in gio
o possiamo 
al
olarela tra

ia della (7.47):
τii = −3p+ (3λ+ 2µ)eii (7.48)da 
ui:

p = −1

3
τii +

(

λ+
2

3
µ

)

∇ · u (7.49)La pressione media del �uido in 
ondizioni stati
he sarà:
p̄ = −1

3
τii (7.50)dunque sarà:

p− p̄ =

(

λ+
2

3
µ

)

∇ · u (7.51)Per un �uido in
omprimibile, non 
i saranno variazioni di volume, dunque ekk =
0, e la (7.47) diventa:

τij = −pδij + 2µeij (7.52)dove p è la pressione media. Se il �uido è 
omprimibile, allora esisterà una pres-sone termodinami
a, tale 
he valga la (7.51) 
he lega la di�erenza di pressioneall'espansione tramite il fattore k =
(

λ+ 2
3µ
) 
he prende il nome di 
oe�
ientedi vis
osità di volume.Per avere un'idea della distinzione fra pressione media e pressione termodi-nami
a, 
onsideriamo un �uido in un 
ilindro 
on un pistone. Il primo prin
ipiodella termodinami
a 
i di
e:

dU = dL+ dQ = −p̄dV + dQ = −pdV + TdS ⇒ (p− p̄) dV = TdS − dQavendo s
ritto la prima uguaglianza 
onsiderando solo il lavoro me

ani
o ela se
onda in termini delle variabili di stato. Il se
ondo prin
ipio 
i di
e 
he
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TdS − dQ ≥ 0, dunque p − p̄ ≥ 0. Dall'equazione di 
ontinuità, possiamori
avare un'espressione per ∇ · u:

∇ · u = −1

ρ

∂ρ

∂t
(7.53)Dalla (7.51), allora:

p− p̄ = −
(

λ+
2

3
µ

)

1

ρ

∂ρ

∂t
=

=

(

λ+
2

3
µ

)

1

V

∂V

∂t
(7.54)dunque 
'è di�erenza di pressione se il �uido è 
omprimibile e k =

(

λ+ 2
3µ
)

≥
0. Il 
oe�
iente di vis
osità di volume k è una misura della dissipazione per
ompressione o espansione e, per molti �uidi, è molto pi

olo e dunque valel'approssimazione di Stokes k =

(

λ+ 2
3µ
)

= 0. In questa approssimazione sarà:
τij = −

(

p+
2

3
µ(∇ · u)

)

δij + 2µeij (7.55)La (7.55) mostra 
he in un �uido in approssimazione di Stokes, 
'è una relazionelineare tra la trazione τ e la deformazione e tramite la vis
osità dinami
a µ 
omenella de�nizione Newtoniana di vis
osità.I termini non diagonali della (7.55), sono di fa
ile interperetazione. Infatti,per es.:
τ12 = µ

(

∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

) (7.56)
ollega lo sforzo di taglio alla velo
ità di deformazione. Un po' più 
ompli
atoil 
aso degli sforzi normali:
τ11 = −p+ 2µ

(

∂u1

∂x1
− 1

3

∂ui

∂xi

) (7.57)Il se
ondo termine è la velo
ità di espansione media, mentre il primo è la velo
itàdi espansione nella direzione 1. Dunque la parte vis
osa dello sforzo sul pianonormale all'asse 1 è proporzionale alla di�erenza tra la velo
ità di espansione indirezione 1e la velo
ità di espansione media nel punto 
onsiderato.7.3.1 Equazioni di Navier-StokesConsideriamo l'appli
azione della legge di Newton ad un �uido vis
oso in un
ampo gravitazionale:
F = ma⇒

∫

V

ρgidV +

∫

S

τijnjdS =

∫

V

ρ
d

dt
uidV (7.58)Appli
ando all'integrale di super�
ie il teorema della divergenza e uguagliandogli argomenti degli integrali di volume:

ρ
dui

dt
= ρgi +

∂τij
∂xj

(7.59)



80 CAPITOLO 7. FLUIDIe, sostituendo l'espressione di τij , eq.(7.55), otteniamo le Equazioni di Navier-Stokes
ρ
dui

dt
= ρgi −

∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

2µeij −
2

3
µ(∇ · u)δij

] (7.60)La vis
osità µ, in genere, dipende dalla temperatura. Quando all'interno dellostesso �uido, le di�erenze di temperatura sono tras
urabili, allora possiamotirarlo fuori dalla derivazione, dunque:
ρ
dui

dt
=ρgi −

∂p

∂xi
+ 2µ

∂eij

∂xj
− 2

3
µ
∂

∂xj
(∇ · u)

= ρgi −
∂p

∂xi
+ µ

[

∇2ui +
1

3

∂

∂xi
(∇ · u)

] (7.61)
he può essere s
ritta, in forma vettoriale:
du

dt
− µ∇2u− 1

3
µ∇(∇ · u) = −∇p

ρ
+ g (7.62)
he per un �uido in
omprimibile, dove ∇ · u = 0 si rifu
e a:

du

dt
− µ∇2u = −∇p

ρ
+ g (7.63)
he si ridu
e alla equazione di Eulero quando sono tras
urabili gli e�etti vis
osi.7.3.2 Lavoro di deformazione e dissipazione vis
osaVediamo 
ome si può ottenere una variazione dell'energia interna di un �uidoper e�etto della deformazione. Partiamo dall'equazione di Eulero

ρ
dui

dt
= ρgi +

∂τij
∂xjmoltipli
ando ambo i membri per ui si ottiene:

ρ
d

dt

(

1

2
u2

)

= ρuigi + ui
∂τij
∂xjri
onos
iamo a primo membro la derivata totale della densità di energia 
ineti
a:

w =
1

2
ρu2Espandendo la derivata totale ed esprimendo il tutto in forma vettoriale:

∂w

∂t
+ (∇ · u)w = ρu · g + u · (∇ · τ) (7.64)il se
ondo termine a se
ondo membro lo possiamo s
rivere 
ome:
ui
∂τij
∂xj

=
∂uiτij
∂xj

− τij
∂ui

∂xj
(7.65)
he 
i di
e 
he il tasso di aumento dell'energia 
ineti
a (primo membro) è parialla di�erenza tra i tassi di variazione del lavoro totale e del lavoro delle forzedi deformazione.
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ondo termine a II membro (il lavoro delle forze di deformazione) lopossiamo s
rivere 
ome:
τij

∂ui

∂xj
= τijeije a τij possiamo sostituire la sua espressione (7.55) per ottenere un'espressioneper il lavoro di deformazione:

Ldef = −p(∇ · u) + 2µeijeij −
2

3
µ(∇ · u)2 (7.66)
he è formato da un termine di pressione e un termine vis
oso φ = 2µ(eijeij −

1
3 (∇ · u)2).Il termine vis
oso può essere ris
ritto 
ome1 :

φ = 2µ

[

eij −
1

3
(∇ · u)δij

]2 (7.67)
he 
ome si vede è proporzionale alla vis
osità e al quadrato della divergenzadella velo
ità e dunque è importante soprattutto nelle regioni 
on alti sforzi ditaglio.7.3.3 Equazione di Bernoulli generalizzataConsideriamo l'equazione di eulero in un 
ampo gravitazionale:
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
= gi −

1

ρ

∂P

∂xi
(7.68)In un 
ampo gravitazionale 
on un potenziale U = Gm

r , gi = −(∇U)i; se 
on-sideriamo l'asse z lungo il raggio della terra, sarà: gi = −∂gz
∂xi

. D'altra parte ilse
ondo termine a primo membro della (7.68) si può s
rivere 
ome:'
uj
∂ui

∂xj
= uj

[

1

2

(

∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

+
1

2

(

∂ui

∂xj
− ∂uj

∂xi

)]

=
1

2

∂(uiuj)

∂xj
+ ǫijkωk(7.69)Dunque la (7.68) diventa:

∂ui

∂t
+

∂

∂xi

(

1

2
u2

)

+
1

ρ

∂P

∂xi
+
∂gz

∂xi
= uiǫijkωk (7.70)in 
ui, al se
ondo membro ri
onos
iamo la 
omponente i-esima del prodottovettoriale: u × ω. Se assumiamo 
he la densità sia una funzione della sola1

„

eij −
1

3
(∇ · u)δij

« „

eij −
1

3
(∇ · u)δij

«

=

= eijeij − 2
1

3
(∇ · u)δijeij +

1

9
(∇ · u)2 · 3 =

= eijeij −
1

3
(∇ · u)2essendo: δijeij = eii = ∂

∂xi
ui = ∇ · u



82 CAPITOLO 7. FLUIDIpressione (�usso bariotropi
o), 
ome per esempio nel 
aso di un �usso adiabati
o,dove PV γ ≡ Pρ−γ = cost, ρ = CP γ = ρ(P ), allora:
1

ρ

∂P

∂xi
=

∂

∂xi

∫

dP

ρ
(7.71)Infatti:

∫ x

x0

dP

ρ
=

∫ x

x0

1

ρ

dP

dρ
dρ =

∫ x

x0

dΠ

dρ
dρ = Π(x) − Π(x0) (7.72)avendo de�nito la funzione Π(ρ) in modo tale 
he 1

ρ
dP
dρ = dΠ

dρ . La derivata della(7.72) rispetto alle 
oordinate, sarà:
∂Π

∂xi
=
∂Π

∂P

∂P

∂xima
∂Π

∂P
=

1

ρe dunque è dimostrata la (7.71). Nel 
aso di un �usso bariotropi
o, dunque, la(7.70), diventa:
∂ui

∂t
+

∂

∂xi

[

1

2
u2 +

∫

dP

ρ
+ gz

]

= (u × ω)i (7.73)La (7.73) è una 
lasse di equazioni integrali delle leggi di 
onservazione e iltermine fra parentesi quadre de�nis
e una fuzione di Bernoulli B. Dunquel'equazione generalizzata di Bernoulli (7.73) si può s
rivere in forma vettoriale
ome:
∂u

∂t
+ ∇B = u × ω (7.74)Possiamo 
onsiderare il 
aso di un �usso stazionario, in 
ui ∂u

∂t = 0, allora la(7.74) si ridu
e a :
∇B = u× ωIl primo membro sarà ortogonale alle super�
i per 
ui B è 
ostante, il se
ondoè ortogonale sia alla velo
ità sia alla rotazione. Dunque B sarà 
ostante lungole linee di �usso e lungo le lnee di vorti
e, ovvero le linee di �usso e le linee divorti
e de�nis
ono le super�
i di B 
ostante (vedi Fig.7.3.3). Se an
he u×ω = 0,allora risulta 
he la funzione di Bernoulli è 
ostante ovunque, e dunque divental'equazione di Bernoulli 
lassi
a.Se 
onsideriamo un �usso non stazionario ma irrotazionale, la 
ondizione diirrotazionalità si può porre di
endo 
he il vettore velo
ità u è il gradiente di unpotenziale s
alare: u = ∇φ. Infatti, si

ome ω = ∇×u, allora ω = ∇× (∇φ) =

0. In tal 
aso, la (7.73) diventa:
∇
[

1

2
u2 +

∫

dP

ρ
+ gz +

∂φ

∂t

]

= 0 (7.75)
he 
i di
e 
he l'argomento del gradiente sarà 
ostante rispetto alle 
oordinate,ma, in generale potrà essere una funzione del tempo:
1

2
u2 +

∫

dP

ρ
+ gz +

∂φ

∂t
= F (t)
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Figura 7.2: Super�
i su 
ui la funzione di Bernoulli è 
ostante
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Capitolo 8Elettrostati
a e 
onduzione8.1 Ri
hiami di elettrostati
a nel vuoto8.1.1 Il Campo Elettri
oDe�niamo il 
ampo elettri
o E a partire dalla forza 
he subis
e una 
ari
aelettri
a nello spazio, in presenza di un'altra 
ari
a. Per una 
ari
a di provaunitaria, possiamo s
rivere:
F = qE (8.1)Analogamente, possiamo s
rivere la legge (di Coulumb) per due 
ari
he q1 e q2.La forza eser
itata dalla 
ari
a 1 sulla 2 sarà:'

F12 = kq1q1
x1 − x2

|x1 − x2|3
(8.2)Dal 
onfronto fra le (8.1) e (8.2) si ri
ava 
he il 
ampo elettri
o generato dalla
ari
a q1 nel punto x è:

E(x) = kq1
x − x1

|x − x1|3
(8.3)in 
ui la 
ostante di proporzionalità k vale:

k =
1

4πǫ0
= 10−7c2 (SI)avendo introdotto la permittività o 
ostante dielettri
a del vuoto 
he vale ǫ0 =

8.854 × 10−12Fm−1 = 8.854 × 10−12C2N−1m−2. Le dimensioni del 
ampoelettri
o saranno:[E] = V m−1.Per avere un'idea della forza del 
ampo elettri
o rispetto a quello gravitazio-nale, 
onsideriamo il rapporto tra la forza elettri
a e gravitazionale eser
itatada un elettrone su un'altro elettrone:
FE =

1

4πǫ0

e2

r2

Fg = G
m2

e

r287



88 CAPITOLO 8. ELETTROSTATICA E CONDUZIONEoveG = 6.67×10−11Nm2kg−2, e = 1.602×10−19C, e/me = 1.759×1011Ckg−1.Dunque:
FE

Fg
=

1

4πGǫ0

e2

m2
e

= 4.17 × 1042 (8.4)8.1.2 Teorema di GaussConsideriamo una super�
ie 
hiusa S ed una 
ari
a ad una distanza r da unpunto della super�
ie. Il �usso del 
ampo attraverso la super�
ie è:
∫

S

E · ndS =

∫

S

1

4πǫ0
q
r cos(θ)

r3
dS

=
1

4πǫ0
q

∫

r
1

r3
r2dΩ =

q

ǫ0
(8.5)dunque, per una densità di 
ari
a ρ(x):

∫

S

E · n dS =
1

ǫ0

∫

V

ρ(x) d3x =

∫

V

∇ · Ed3x (8.6)da 
ui si ri
ava la formula di�erenziale del Teorema di Gauss:
∇ ·E =

ρ

ǫ0
(8.7)8.1.3 Potenziale s
alareLa legge di Coulumb (8.3),per una densità di 
ari
a ρ(x), la possiamo s
rivere:

E(x) =
1

4πǫ0

∫

ρ(x′)
x − x′

|x− x′|3 d
3x′ (8.8)La funzione integranda può essere s
ritta 
ome il gradiente rispetto a x di

−1/|x− x′|. Infatti:
d

dx

(

1
√

x2 + x′2 − 2x · x′

)

=

= − (2x′ − 2x)

2
(

x2 + x′2 − 2x · x′
)3/2

= − x′ − x

|x′ − x|3Dunque la (8.8) diventa:
E(x) = − 1

4πǫ0
∇
∫

ρ(x′)

|x − x′|d
3x′ = −∇V (8.9)ove si è de�nito il potenziale elettri
o:

V (x) =
1

4πǫ0

∫

ρ(x′)

|x− x′|d
3x′ (8.10)
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ampo è il gradiente di un potenziale s
alare V , allora il rotore del 
ampoè nullo:
∇× E = 0 (8.11)e di 
onseguenza è nulla la 
ir
uitazione del 
ampo lungo una linea 
hiusa:
∮

E · dℓ = 0 (8.12)8.1.4 Distribuzione super�
iale di 
ari
a e doppio stratoIl teorema di Gauss appli
ato ad una super�
ie 
ari
a 
on una densità super�-
iale σ si può s
rivere 
ome:
∫

S

E · n dS =
1

ǫ0

∫

S

σ dS (8.13)Se 
onsideriamo i 
ampi dai due lati della super�
ie E1 ed E2, risulta (E1−E2)·
n = σ/ǫ0, 
he 
i di
e solo 
he 
'è una dis
ontinuità nelle 
omponenti normalidel 
ampo dai due lati della super�
ie. D'altra parte, la (8.12) appli
ata adun 
ir
uito 
he attraversi la super�
ie e abbia due lati uguali e paralleli allasuper�
ie ℓ1 ed ℓ2, e gli altri due ortogonali, impli
a 
he:

∮

E · dℓ = E1 · ℓ1 − E2 · ℓ2 = 0 (8.14)essendo i due lati paralleli per
orsi in senso opposto.In de�nitiva, mentre le 
omponente normale alla super�
ie subis
e un salto
σ/ǫ0, la 
omponente tangenziale si 
onserva nel passaggio attraverso la super�-
ie.Consideriamo ora due super�
i 
ari
he 
on 
ari
a opposta, poste a distanza
d(x) fra loro (Fig.8.1 - strato di dipolo). Il potenziale elettri
o in un punto O(x)è dato dalla somma dei potenziali elettri
i dei due strati 
al
olati in quel punto.
Figura 8.1: De�nizione delle variabili per il 
al
olo del potenziale elettri
o dellostrato di dipolo

V (x) =
1

4πǫ0

[∫

S

σ(x′)

|x − x′|dS +

∫

S′

−σ(x′)

|x − x′ + dn|dS
′
] (8.15)Si

ome d≪ |x′|, possiamo sviluppare il se
ondo termine in serie di Taylor:

1

|x − x′ + dn| ≃
1

|x− x′| + dn · ∇
(

1

|x − x′|

)



90 CAPITOLO 8. ELETTROSTATICA E CONDUZIONEDunque, sostituendo in (8.15), otteniamo:
V (x) ≃ 1

4πǫ0

∫

S

σ(x′)dn · ∇′
(

1

|x − x′|

)

dS′ (8.16)avendo tenuto 
onto 
he ∇ = −∇′. De�nendo il dipolo elettri
o 
ome
p(x) = σ(x)dndS (8.17)risulta 
he il potenziale di doppio strato, o di dipolo, è:

V (x) =
1

4πǫ0

p · (x − x′)

|x − x′|3 (8.18)8.1.5 Equazione di Poisson ed energia del 
ampoRiassumendo i risultati dei paragra� pre
edenti, possiamp s
rivere:






∇ ·E = ρ
ǫ0

∇× E = 0
E = −∇V

(8.19)Dalla prima e dalla terza, otteniamo:
∇ · ∇V ≡ ∇2V = − ρ

ǫ0
(8.20)
he è l'equazione di Poisson, 
aso disomogeneo dell'equazione di Lapla
e.Consideriamo, ora, il potenziale generato da una distribuzione di n − 1
ari
he:

V (xi) =
1

4πǫ0

n−1
∑

j=1

qj
|xi − xj |L'energia potenziale totale sarà:

1

2

n
∑

i=1

qiV (xi) =
1

2

n
∑

i=1

n−1
∑

j=1

qiqj
|xi − xj |In de�nitiva, passando dal dis
reto al 
ontinuo, l'energia di una distribuzioneuniforme di 
ari
he è:

W =
1

8πǫ0

∫

ρ(x)

[∫

ρ(x′)

|x − x′| d
3x′
]

d3x =
1

2

∫

ρ(x)V (x) d3xUsando l'equazione di Poisson, ρ(x) = −ǫ0∇V (x), dunque:
W = − ǫ0

2

∫

V∇V d3x
he, intregrata per parti dà:
W = − ǫ0

2

[

V∇V −
∫

∇V · ∇V d3x

]Il primo addendo si annulla all'in�nito, e dunque
W =

ǫ0
2

∫

|E(x)|2 d3x (8.21)
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i8.2.1 Costante dielettri
a relativaConsideriamo, ora, dei materiali in 
ui le 
ari
he elettri
he, lo
alizzate negliatomi e nelle mole
ole, siano ma
ros
opi
amente stati
he, ovvero non 
i siano�ussi di materia e di 
ari
a lungo di essi. Questi materiali, di 
onseguenza,non 
ondurranno 
ari
he elettri
he e saranno dunque degli isolanti elettri
i. Sepensiamo questi materiali 
ome delle distribuzioni uniformi di 
ari
he, potremos
rivere:
V (x) =

1

4πǫ0

∫

ρ(x′

|x − x′| d
3x′Detto r = x − x′ e sviluppando in serie di Taylor attorno a r−1, otteniamo:

V (x) ≃ 1

4πǫ0





q

r
+

p · r
|r|3 +

1

2

∑

i,j

Qijxixj

|r|5



 (8.22)Dalla 8.22, notiamo 
he per questi materiali � i dielettri
i � valgono le stesseleggi 
he per il vuoto, 
on una 
orrezione 
he, ma
ros
opi
amente si può pensare
ome una diversa 
ostante dielettri
a. Detto, dunque, E0 il 
ampo nel vuoto,per i dielettri
i varrà:
E =

1

ǫr
E0in 
ui ǫr è la 
ostante dielettri
a relativa del mezzo (
he è adimensionale).Si

ome per una super�
ie 
ari
a nel vuoto vale:

E0 =
σ

ǫ0allora, per una super�
ie in un dielettri
o:
E =

σ

ǫ0ǫrSi può pensare, 
he nel materiale esista un 
ampo ma
ros
opi
o dovuto allastruttura interna, 
he generi una densità di 
ari
he (di polarizzazione) σ′ tale
he:
E =

1

ǫ0
(σ − σ′) =

σ

ǫ0ǫrdunque
σ′ =

ǫr − 1

ǫr
σ (8.23)
he mostra 
he la densità di 
ari
he di polarizzazione è proporzionale alla densitàdelle 
ari
he 
he generano il 
ampo.8.2.2 Il vettore induzione elettri
aD'altra parte, possiamo 
ostruire il potenziale ma
ros
opi
o 
ome la sovrap-posizione dei potenziali generati da volumi pi

oli (ma an
ora non abbastanza



92 CAPITOLO 8. ELETTROSTATICA E CONDUZIONEda dover 
onsiderare la struttura mi
ros
opi
a del materiale). Dai primi duetermini della 8.22:
∆V (x, x′) =

1

4πǫ0

[

ρ(x′)

x − x′ +
p · (x − x′)

|x − x′|3
]possiamo s
rivere:

V (x) =
1

4πǫ0

∫ [

ρ(x′)

x − x′ + P(x′) · ∇′
(

1

|x − x′|

)

d3x′
] (8.24)Integrando per parti il II addendo e 
onsiderando 
he r−1 → 0 all'in�nito,otteniamo:

V (x) =
1

4πǫ0

∫

[ρ(x′) −∇′ · P(x′)]

|x − x′| d3x′ (8.25)Che è l'espressione del potenziale stati
o 
on una densità di 
ari
a ρ − ∇ · P.Usando questa densità nella prima equazione di Maxwell:
∇ ·E =

ρeff

ǫ0
=
ρ−∇ · P

ǫ0posiamo s
rivere:
∇ · (ǫ0E + P) ≡ ∇ · D = ρ (8.26)
he de�nis
e il vettore induzione elettri
a o spostamento elettri
o D = ǫ0E+P.Se 
onsideriamo un mezzo isotropo, allora P è parallelo al 
ampo E, si potràdunque s
rivere una relazione di proporzionalità fra i due vettori, mediante un
oe�
iente indipendente dalla direzione:

P = ǫ0χE (8.27)ove χ è la sus
ettività dielettri
a, del materiale. Dunque:
D = ǫ0(1 + χ)E = ǫE
he de�nis
e la permittività elettri
a del materiale: ǫ = ǫ0(1 + χ) = ǫ0ǫr. Se ilmezzo non è uniforme, la densità di 
ari
he di volume ρ̄ = −∇ · P sarà diversada 0, dunque:

ρ̄ = −ǫ0∇ · (ǫr − 1)E = −∇ · (ǫr − 1)

ǫr
D = −D · ∇ (ǫr − 1)

ǫrSe, inve
e, il mezzo è isotropo e uniforme:
∇ ·E =

ρ

ǫe tutte le leggi sono uguali a quelle nel vuoto, salvo 
he i 
ampi prodotti dalle
ari
he sono ridotti di un fattore ǫ0/ǫ. Una immadiata 
onseguenza di 
iò è
he la 
apa
ità di un 
ondensatore riempito 
on una sostanza dielettri
a fra glielettrodi è maggiore di quella 
he avrebbe 
on gli elettrodi separati dal vuoto.
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ampo nei dielettri
iAbbiamo visto 
he l'energia del 
ampo nel vuoto è data da:
W =

1

2

∫

ρ(x)V (x) d3xIn presenza di un dielettri
o, non lo possiamo più dire per
hé 
'è il 
ampomi
ros
opi
o, e parte dell'energia del 
ampo è utilizzata per polarizzare il mezzo.Consideriamo la variazione dell'energia δW dovuta ad una variazione δρdella 
ari
a ma
ros
opi
a:
δW =

∫

δρ(x)V (x) d3xma:
δρ = ∇ · δD
E = −∇Ve dunque

δW =

∫

∇ · δD(x)V (x) d3x
he, integrato per parti dà:
V (x)δD|∞−∞ −

∫ ∞

−∞
δD(x) · ∇V (x) d3xIl primo termine di annulla per
hé il potenziale è nullo all'in�nito, e, in de�nitiva,si ottiene:

δW =

∫ ∞

−∞
δD(x) ·E(x) d3x (8.28)Se il mezzo è lineare, allora possiamo s
rivere:

δD · E =
1

2
δ(D · E)e dunque dire 
he l'energia del 
ampo in presenza di un dielettri
o sarà:

W =
1

2

∫

D(x) ·E(x) d3x (8.29)8.2.4 Polarizzazione per deformazione ed orientamentoVediamo, ora quali sono i me

anismi 
he possono portare alla polarizzazionedi un mezzo.Se s
hematizziamo gli atomi 
on il modello planetario di Bohr, 
on un nu
leopositivo al 
entro e gli elettroni, negativi all'esterno, l'appli
azione di un 
ampoelettri
o, sposterà il nu
leo in una direzione e gli elettrioni in quella opposta,dando 
osì luogo ad un dipolo elettri
o. Questo me

anismo è la polarizzazioneper deformazione.A livello mole
olare, è possibile 
he le mole
ole abbiano un momento elettri
oproprio. Ad esempio, la mole
ola del 
loruro di sodio, è formata da uno ione
loro, positivo, legato ad uno ione sodio, negativo. In presenza del 
ampo,queste mole
ole tenderanno ad orientarsi in media nella direzione del 
ampo,
on delle �uttuazioni dovute all'agitazione termi
a. Questa è la polarizzazioneper orientamento.
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Figura 8.2: E�etto di un 
ampo elettri
o su un atomo di idtogeno nel modellodi BohrDeformazione dell'atomo di idrogenoCome esempio quantitativo di polarizzazione per deformazione 
onsideriamol'atomo di idrogeno nel modello di Bohr, in un 
ampo elettri
o 
ome mostratoin Fig.8.2.4. Per e�etto del 
ampo il nu
leo ed il 
entro dell'orbita dell'elettronesi separeranno di una distanza ξ, di 
onseguenza, la distanza tra il nu
leo di
ari
a +e e l'elettrone di 
ari
a −e sarà: r =
√

ξ2 + a2, essendo a il raggiodell'orbita. All'equilibrio dovremo eguagliare la forza attrattiva fra elettrone enu
leo (proiettata nella direzione del 
ampo), 
on quella del 
ampo, 
he tendea separarli:
1

4πǫ0

e2

r2
r

r
cos(α) = eEPer ξ ≪ a sarà: r ≃ a, inoltre cos(α) = ξ/r ≃ ξ/a, dunque:

eE =
1

4πǫ0

e2

a2

ξ

a
=

1

4πǫ0

e

a3
eξdove abbiamo evidenziato il termine p = eξ 
he rappresenta il dipolo elettri
oindotto dal 
ampo E:

p = 4πǫ0a
3E (8.30)Polarizzazione media per orientamentoCome abbiamo detto, per mole
ole dotate di un proprio momento di dipoloelettri
o, la tendenza ad orientarsi in direzione del 
ampo è 
ontrastata dall'agi-tazione termi
a 
he tenderebbe a disporle in maniera 
asuale. La polarizzazionemedia di un mezzo 
omposto da mole
ole polari, si potrà 
al
olare 
ome mediastatisti
a della polarizzazione usando la funzione di distribuzione di Boltzman,
he des
rive la distribuzione delle energie ad una determinata temperatura T .L'energia di un dipolo elettri
o p nel 
ampo E, sarà:

F · x = eE · x = p · E = pE cos θ



8.2. DIELETTRICI 95essendo θ l'angolo fra il 
ampo e il dipolo. La distribuzione di Boltzman, a menodi 
ostanti moltipli
ative (ininfuenti nel 
al
olo della media) è:
f(cos θ) = e−

p·E

kT (8.31)Di 
onseguenza, il valor medio della polarizzazione sarà:
< P >=

∫ π

−π
cos θf(cos θ) dΩ

∫ π

−π
f(cos θ) dΩ

(8.32)essendo dΩ = sin θ dφ dθ = dφ d(cos θ) l'elemento di angolo solido. Sostituendoa f(cos θ) la sua espressione (8.31) ed eseguendo il 
ambio di variabile x = cos θ:
< P >=

∫ 1

−1
xea x dx

∫ 1

−1 e
ax dxavendo 
hiamato a = Ep

kT . Integrando per parti il numeratore, otteniamo:
1
a [xeax]

1
−1 − 1

a2

∫ 1

−1 e
ax dx

1
a

∫ 1

−1
eax dxEseguendo il 
al
olo:

< P >= ctgh(a) − 1

a
= L(a) (8.33)La funzione L(a) è la funzione di Langevin. Per valori di KT ≫ Ep (
ioé quasisempre nell'ambiente, essendo 300K = 0.0025 eV/c2 = 4.14 10−21J), possiamosviluppare L(a) in serie attorno ad a = Ep/KT , e risulta: L(a) ≃ a/3, e dunque:

〈P〉 = pL(a) =
p2E∗

3KTIl dipolo totale sarà dato da P = n〈P〉 = nαE∗, essendo α la polarizzabilitàeletttri
a ed E∗ il 
ampo interno. Dobbiamo adesso valutare il 
ampo interno almateriale. Se 
onsideriamo un volume sferi
o V e raggio R 
he 
ontenga moltemole
ole, il 
ampo interno alla sfera generato dalle 
ari
he di polarizzazione sipuò ri
avare dal teorema di gauss. Infatti il �usso Fs(E) del 
ampo attraverso lasuper�
ie è: Fs(E) = 4πr2E(r) e la 
ari
a 
ontenuta nella sfera è q = 4/3πr3ρ.Dunque, per Gauss Fs(E) = q/ǫ0 = ρr/3ǫ0, possiamo s
rivere:
E∗ =

P

3ǫ0
(8.34)Dunque, il 
ampo interno al materiale, dovuto alle 
ari
he di polarizzazione edal 
ampo esterno sarà:

E∗ = E +
1

3ǫ0
Pma, si

ome P = nαE∗, 
on su

essivi passaggi, possiamo ri
avare l'espres-sione della polarizzazione elettri
a in funzione del solo 
ampo esterno e dellapolarizzabilità:

P = nα

(

E +
1

3ǫ0
P

)
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Figura 8.3: Super�
ie di separazione fra due dielettri
i di�erenti
P =

nαE

1 − nα
3ǫ0

= ǫ0χE (8.35)e di 
onseguenza, l'espressione della sus
ettività elettri
a in funzione della po-larizzabilità:
χ =

nα

1 − nα
3

(8.36)Relazione di Clausius-MossottiRi
aviamo, ora, un'espressione 
he lega la 
ostante elettri
a relativa alla pola-rizzabilità, 
he, 
ome vedremo in seguito, è molto utile quando si 
onsideranogli e�etti di un 
ampo variabile nel tempo su di un materiale dielettri
o.Partendo dall'Eq.(8.35), e ri
ordando 
he ǫ = ǫ0(1 + χ) = ǫ0ǫr, ri
aviamo:
ǫ = ǫ0

(

3nα

3ǫ0 − nα
+ 1

)

= ǫ0ǫrdunque
(ǫr − 1)(3ǫ0 − nα) = 3nαed, in�ne, ra

ogliendo a primo membro tutti i termini in nα, otteniamo larelazione di Clausius-Mossotti:

nα

3ǫ0
=
ǫr − 1

ǫr + 2
(8.37)8.2.5 Passaggio fra due dielettri
iConsideriamo due dielettri
i adia
enti 
on 
ostanti dielettri
he ǫ1 ed ǫ2 
ome inFig.8.3. Si

ome ∇ × E = 0, la 
ir
uitazione lungo una qualsiasi linea 
hiusa
he passi attraverso i due dielettri
i è nulla. In parti
olare possiamo prenderela linea indi
ata in Fig. 8.3 e far tendere a zero la lunghezza dei tratti 
heattraversano la super�
ie di separazione. Al limite, per
hé sia rispettata la
ondizione sul rotore, sarà:

Et1 = Et2
ioé, la 
omponente trasversale del 
ampo elettri
o si 
onserva.
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onsiderando un 
ilindretto 
on le due basi dS nei due die-lettri
i, si

ome questo non 
ontiene 
ari
he, sarà nullo il �usso del 
ampo D,dunque, ∇ ·D = 0 e quindi:
∫

D · n dS = 0an
he qui, fa
endo tendere a 0 la distanza fra le basi, 
onterà solo il �ussoattraverso le basi, e di 
onseguenza:
Dn1 = Dn2 (8.38)Quindi si 
onserva la 
omponente normale dell'induzione elettri
a. Si

omeD =

ǫE, la (8.38) diventa ǫ1En1 = ǫ2En2. Dividendo per la 
omponente trasversaledel 
ampo elettri
o avremo:
ǫ1
En1

Et1
= ǫ2

En2

Et2
= ǫ1E tgθ1 = ǫ2E tgθ2essendo θi l'angolo 
he il 
ampo elettri
o ha rispetto alla normale alla super�
iedal lato i. Di 
onseguenza:

tgθ1
tgθ2

=
ǫ2
ǫ1

(8.39)8.2.6 Dielettri
i in presenza di 
ampi variabili nel tempoPer 
apire il 
omportamento dei dielettri
i sottoposti all'azione di 
ampi va-riabili nel tempo, dobbiamo 
onsiderare dei modelli sempli
i 
he ne mimino il
omportamento.Polarizzazione per deformazione: modello a mollaPer quel 
he riguarda la polarizzabilità per deformazioine dell'atomo, useremoun modello dell'atomo di idrogeno, in 
ui l'elettrone è legato al nu
leo da unamolla di 
ostante elasti
a K. Sotto l'e�etto di un 
ampo lo
ale Eloc l'elettronesi sposterà di x. All'equilibrio:
−eEloc = K x = mω2

0xavendo de�nito la pulsazione ω0 =
√

K
m . L'equazione del moto è:

m
d2x

dt2
+mω2

0x = −eEPer un 
ampo variabile nel tempo E = E0 e
iωt avremo:

m
(

−ω2 + ω2
0

)

x0 = −e E0e dunque, per un atomo di numero atomi
o Z:
x0 = − Ze

m (−ω2 + ω2
0)
E



98 CAPITOLO 8. ELETTROSTATICA E CONDUZIONEe dunque, essendo il dipolo p = −e x0, possiamo ri
avare la polarizzabilità perdeformazione (atomi
a):
αat =

Ze2

m (ω2
0 − ω2)

(8.40)Come si vede, la (8.40) diverge per ω = ω0, e dunque ω0 è la frequenza dirisonanza dell'atomo 
onsiderato. Per ω ≪ ω0 sarà:
αat =

Ze2

mω2
0

(8.41)La frequenza ω0 può essere valutata a partire dalla relazione di Plank Emn =
~ωnm, essendo Enm dell'ordine della de
ina di eV/c2. Per dare un limitesuperiore, l'energia di ionizzazione dell'atono di idrogeno è 13.595 eV/c2 e
~ = 6.583 · 10−16eV s. Da questa stima verrebbe: ω0 = 2.06 · 1016Hz. D'altro
anto, 
onsiderato 
he le polarizzabilità misurate sono dell'ordine di 10−24cm3,possiamo s
rivere:

ω2
0 = 1024Ze

2

mil rapporto tra la massa e la 
ari
a dell'elettrone è noto dagli esperimenti diThompson (
he 
onfrontano la de�essione di un fas
io di elettroni di energianota da parte di un 
ampo elettri
o e magneti
o) e la 
ari
a dell'elettronedall'esperimento di Millikan:
e

m
= 1.7 · 10−11 C/g = 5.272 e.s.u./g

e = 1.602 · 10−19C = 4.803 · 10−10e.s.u.Dunque, risulta:
ω0 ≃ Z1/21.15 · 1016cycl/spari a una frequenza di ν = ω0/2π = 2.4 · 1015 Hz e ad una lunghezza d'onda

lambda = c/ν = 1.25 · 107 m, nell'ultravioletto.Polarizzazione di una mole
ola biatomi
a in un reti
oloConsideriamo un 
ristallo ioni
o biatomi
o 
on due soli ioni di 
ati
a unitariaoppostra per 
ella primitiva(per es. NaCl = Na++Cl−) sottoposto all'azione diun 
ampo elettri
o variabile nel tempo. Per e�etto del 
ampo, gli ioni positivie negativi, si sposteranno dalle rispettive posizioni di equilibrio in direzioniopposte. Il dipolo elettri
o indotto dallo spostamento delle 
ari
he è:
p = e(u+ − u−) = ewessendo u± lo spostamento delle 
ari
he ± rispetto alla loro posizione di equili-brio. L'equazione del moto sarà:

M+ü
+ = −K(u+ − u−) + eE (8.42)

M−ü
− = −K(u− − u+) − eE (8.43)sottraendo membro a membro e detta 1

M = 1
M+

+ 1
M−

:
ẅ = −2

K

M
w + 2

e

M
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ome al solito, 
er
hiamo soluzioni periodi
he per un 
ampo periodi
o, detta
ω̄ =

√

K
M , otteniamo:

−ω2w0 = −2ω̄2w0 +
2e

M
E0da 
ui:

w0 =
eE0

2M(ω̄2 − ω2)e possiamo ri
avare la polarizzabilità mole
olare:
αmol =

p

E
=

e2

2Mω̄2
(

1 − ω2

ω̄2

) (8.44)L'espressione 8.44, è sostanzialmente analoga a quella per la polarizzabilità ato-mi
a 8.41, solo, 
he la frequenza di risonanza in gio
o, adesso è determinata dalleenergie di vibrazione reti
olari. Possiamo stimare queste energie dal modello diDebye, essere sell'ordine di 10−2 ÷ 10−1 eV , e quindi da la ω̄ sarà da 10 a 100volte più pi

ola di quella atomi
a e quindi la polarizzzabilità mole
olare dipen-derà signi�
ativamente dalla frequenza a frequenze tipi
he della lu
e visibile einfrarossa. D'altro 
anto, si

ome la massa a denominatore è quella del nu
leo,
he è 104 volte quella dell'elettrone a denominatore nella 8.41, le polarizzabilitàstati
he (
ioè quelle per frequenze molto inferionri alla risonanza), sono 
ompa-rabili. Questo sogni�
a 
he il modello di ione rigido 
he abbiamo 
onsideratonel modello reti
olare, non è giusti�
ato e va 
onsiderata an
he la polarizabi-lità atomi
a dei singoli ioni. Il modo più sempli
e di fare 
iò è sempli
ementesommare le polarizzabilità degli ioni a quella reti
olare:
α = (α+ + α−) +

e2

M (ω̄2 − ω2)
(8.45)An
he se questo modello è molto naive e porta a risultati numeri
amente nonmolto realisti
i, qualitativamente mostra la struttura reale. Inserendo la 8.45nella relazione di Clausius-Mossotti 8.37, otteniamo:

ǫ(ω) − 1

ǫ(ω) + 2
=

n

3ǫ0

(

α+ + α− +
e2

M (ω̄2 − ω2)

) (8.46)È 
onveniente s
rivere ǫ(ω) in funzione dei suoi valori limite ǫ(0) per ω ≪ ω̄ e
ǫ(∞) per ω̄ ≪ ω ≪ ω0. Infatti, la prima quantità è la polarizzabilità stati
a e lase
onda è legata alla 
ostante dielettri
a a frequenze otti
he e dunque all'indi
edi rifrazione r del 
ristallo: ǫ(∞) = r21.

ǫ(0) − 1

ǫ(0) + 2
=

n

3ǫ0

(

α+ + α− +
e2

Mω̄2

) (8.47)
ǫ(∞) − 1

ǫ(∞) + 2
=

n

3ǫ0
(α+ + α−) (8.48)sostituendo in 8.46, troviamo:

ǫ(ω) − 1

ǫ(ω) + 2
=
ǫ(∞) − 1

ǫ(∞) + 2
+

1

1 − ω2

ω̄2

(

ǫ(0) − 1

ǫ(0) + 2
− ǫ(∞) − 1

ǫ(∞) + 2

)1Non si è usato il simbolo usuale n per l'indi
e di rifrazione per non 
onfonderlo 
on ladensità numeri
a dei dipoli
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ui possiamo trovare ǫ(ω):
ǫ(ω) = ǫ(∞) +

ǫ(∞) − ǫ(0)
ω2

ω2
T
− 1

(8.49)ove
ω2

T = ω̄2

(

ǫ(∞) + 2

ǫ(0) + 2

)Catastrofe di polarizzazioneDalla relazione di Clausius-Mossotti 8.37, si ri
ava 
he la 
ostante dielettri
arelativa
ǫr =

1 + 2nα
3ǫ0

1 − 1nα
3ǫ0

(8.50)tende ad in�nito per nα/ǫ0 = 3 (
atastrofe di polarizzazione). Si

ome il valoredi ǫr è molto sensibile alle pi

ole variazioni di nα/ǫ0 attorno al suo valore
riti
o, potremo sviluppare in serie:
nα

3ǫ0
= 1 − 3sin 
ui s≪ 1. Sostituendo in 8.50, si ottiene:

ǫr =
1 − 2 − 6s

1 − 1 − 3s
=

1

s
− 2 ∼ 1

sLa polarizzabilità α dipenderà dalla temperatura (quanto meno per
hé le di-stanze mole
olari 
i dipendono), dunque an
he s. Supponiamo 
he vi
ino aduna temperatura 
riti
a Tc, la variazione sia lineare. Potremo s
rivere 
he
s = β(T − Tc), allora

ǫr =
1

β(T − Tc)divergerà alla temperatura 
riti
a.8.2.7 Teorie di 
ampo medio[...℄8.3 Conduzione elettri
aLa 
onduzione elettri
a si può vedere 
ome un fenomeno di trasporto di 
ari
heper e�etto di un 
ampo elettri
o. Dal punto di vista ma
ros
opi
o, se indi
hiamo
on I l'intensità della 
orrente elettri
a, ri
ordiamo 
he vale la legge di Ohm:
V = RI 
he lega il potenziale elettri
o ai 
api di un 
onduttore all'intensitàdi 
orrente tramite la resistenza elettri
a 
he è una quantità 
he dipende dallageometria e dalle 
aratteristi
he �si
he del materiale. In parti
olare possiamos
rivere 
he

R =
ρ ℓ

Sove ρ è la resistività spe
i�
a del materiale, ℓ la lunghezza del 
onduttore e Sla sua sezione.



8.3. CONDUZIONE ELETTRICA 1018.3.1 Elementi della teoria di DrudeConsideriamo il 
onduttore dal punto di vista mi
ros
opi
o 
ome un gas diportatori liberi di 
ari
a, 
on densità n. La forza subita da una 
ari
a −eimmersa in un 
ampo elettri
o E sarà:
F = −eE = m

dv

dt
(8.51)ovem è la massa del portatore (per es. l'elettrone o uno ione) e v la sua velo
ità.Dalla 8.51, ri
aviamo la velo
ità al tempo t per e�etto del 
ampo:

v(t) = −eE
m
t (8.52)Supponiamo 
he i portatori di 
ari
a 
ollidano fra di loro 
on una probabilitàpari all'inverso del tempo medio τ fra le 
ollisioni, allora la velo
ità media fradue urti su

essivi sarà:

v̄ =
1

τ

∫ τ

0

v(t) dt = −1

τ

eE

m

τ2

2
= −eEτ

2m
(8.53)Se de�niamo la densità di 
orrente J 
ome la densità di 
ari
a−ne per la velo
itàmedia otteniamo:

J =
ne2τ

2m
E (8.54)Questa equazione lega la densità di 
orrente J ad una quantità 
aratteristi
adel materiale. Si

ome I = de

dt e E = −∇V = −∂V
∂ℓ sarà

−∂V
∂ℓ

= −R∂I
∂ℓ

= −RS dℓ∂J
∂ℓ

= Eda 
ui:
E = RJSovvero
J = σE (8.55)avendo de�nito la resistività del materiale 
on σ = 1

ρ . Dal 
onfronto 
on la 8.54,ri
aviamo l'espressione della resistività:
σ =

ne2τ

2m
(8.56)8.3.2 Lavoro me

ani
o della 
orrente e legge di JouleIl lavoro me

ani
o in presenza di un 
ampo elettri
o sarà

dL = qE · vdt = ρv · E dV dt = J ·E dV dtdalla 8.55 possiamo ri
avare la potenza disspata per unità di volume:
W =

∂2L

∂t∂V
= σE2 (8.57)
he rappresenta la legge di Joule espressa per le densità.
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aLa velo
ità media dei portatori di 
ari
a dovuta ad un gradiente di temperatura,si può 
al
olare dall'energia termi
a per portatore E(t). Un portatore 
he abbiasubito l'ultima 
ollisone in x′ avrà un'energia termi
a E(T (x′)); i portatori 
hearrivano ad un punto x da un punto a temperatura maggiore avranno subitol'ultima 
ollisione in x− vτ e dunque la loro rnergia sarà: E(T (x− vτ)). Il loro
ontributo alla 
orrente sarà:
J(T>) =

n

2
vE(T (x− vτ))analogamente, per i portatori provenienti dal punto a temperatura inferiore:

J(T<) =
n

2
(−v)E(T (x + vτ))dunque, il �usso di energia dovuto allo spostamento di 
ari
he è:

J(q) =
1

2
nv [E(T (x− vτ)) − E(T (x+ vτ))]Esprimendo la di�erenza in termini delle derivate:
J(q) = nv2τ

∂E
∂T

(

−∂T
∂x

) (8.58)Il termine n ∂E
∂T = cv è il 
alore spe
i�
o a volume 
ostante. Possiamo passareal 
aso tridimensioale sostituendo alla velo
ità v la sua 
omponente in unadirezione e mediando su tutte le direzioni. Si

ome 〈v2

x〉 = 〈v2
y〉 = 〈v2

z〉 = 1/3v2,avremo:
J(q) =

1

3
v2τcv(−∇T ) (8.59)Dunque 
'è una 
orrente elettri
a proporzionale al gradiente del 
ampo 
onuna 
onduttività (termoelettri
a) k = 1
3τv

2cv. In 
ondizioni di 
ir
uito aperto,questa porta all'a

umulo di 
ari
he sui bordi del 
onduttore e dunque ad un
ampo elettri
o 
he si oppone al gradiente termi
o. L'esistenza di questo 
ampoelettri
o è nota 
ome e�etto Seebe
k e si s
rive 
onvenzionalmente 
ome:
E = Q∇T (8.60)in 
ui la 
ostante Q è nota 
ome termopotenza. Per stimare Q, notiamo 
he,nel nostro modello monodimensionale, la velo
ità media in un punto x dovutaal gradiente termi
o è:

vQ =
1

2
[v(x− vτ) − x(x+ vτ)] = −vτ dv

dx
= −τ d

dx
v2passando a tre dimensioni 
ome prima:

vQ = −τ
6

dv2

dT
∇T (8.61)La velo
ità media dovuta al 
ampo elettri
o è

v = −eEτ
2m



8.3. CONDUZIONE ELETTRICA 103per avere vQ + vE = 0, sostituendo la 8.60 otteniamo:
τ

3

dv2

dT
∇T − eQ∇Tτ

2m
= 0da 
ui

Q = − 1

3e

d

dT

mv2

2
= − 1

3e

∂E
∂T

= − 1

3e

cv
ndunque indipendente dal tempo di rilassamento τ .8.3.4 Conduzione nei materiali semi
onduttoriI materiali semi
onduttori, sono tipi
amente isolanti 
ovalenti. Esempi 
lassi
isono il Sili
io ed il Germanio (ampiamente utilizzati nell'industria elettroni
a)
on una distanza tra la banda di valenza e la banda di 
onduzione � la 
osiddettagap � rispettivamente di 1.12 eV e 0.67 eV alla temperatura ambiente 300K.Per des
rivere il 
omportamento dei materiali semi
onduttori avremo biso-gno di introdurre al
uni sempli 
on
etti di me

ani
a quantisti
a.Funzione d'onda ed Equazione di S
hrödingerIn Me

ani
a Quantisti
a ad ogni parti
ella è asso
iata una funzione d'onda:

ψ(x, t) =

∫

ei~(ωt−k·x) dk (8.62)
he si propaga 
on una velo
ità di gruppo vg = ∇kω nella direzione di k. Se E e
p sono rispettivamente l'energia e l'impulso della parti
ella ed m la sua massa,possiamo s
rivere 
he

vg = ∇pE =
p

mSeguendo l'ipotesi di De Broglie del dualismo onda-parti
ella e l'osservazione diEinstein 
he l'energia dei fotoni era proporzionale alla loro frequenza tramite la
ostante di Plan
k:
E = ~ωsarà p = ~k. Con queste posizioni, se vogliamo ri
avare l'espressione 
lassi
a
he lega energia ed impulso, a partire dalla funzione d'onda:

E =
p2

2m
= ~ω =

~
2k2

2m
(8.63)possiamo pro
edere per derivazione. Essendo:

E = i~
∂ψ(x, t)

∂t
p = i~∇ψ(x, t)e dunque

i~
∂ψ(x, t)

∂t
= − ~

2

2m
∇2ψ(x, t) (8.64)Che è l'equazione di S
hrödinger per parti
elle libere. In generale potremos
rivere:

i~
∂ψ(x, t)

∂t
+

~
2

2m
∇2ψ(x, t) = V (x, t)ψ(x, t) (8.65)essendo V (x, t) il potenziale a 
ui è soggetta la parti
ella in questione.
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a
eIn un potenziale periodi
o, quale può essere quello a 
ui è sottoposto un porta-tore di 
ari
a in un 
ristallo, e nel 
aso di portatori non interagenti, la funzioned'onda della parti
ella può essere s
ritta 
ome:
ψn,k = eik·xun,k(x) (8.66)in 
ui un,k(x) è una funzione 
he ha la stessa periodi
ità del reti
olo. La velo
itàdel pa

hetto d'onda è, 
ome abbiamo detto:
vg = ∇kω =

1

~
∇kESotto l'azione di una forza esterna F, l'energia della parti
ella, varierà 
ome:

dE

dt
= F · vg =

1

~

∑

i

∂E

∂ki
FiD'altra parte, sviluppando la derivata temporale segue 
he:

dE

dt
=
∑

i

∂E

∂ki

∂ki

∂tda 
ui, per 
onfronto si ri
ava 
he k̇ = F/~, 
he non è un risultato banale,per
hé l'impulso 
ristallino ~k, non è un impulso propriamente detto.L'a

elerazione subita è:
v̇g =

1

~

∑

i

∂

∂ki

∂E

∂t
ei =

1

~

∑

i

ei

∂

∂ki

∑

j

∂E

∂kj

∂kj

∂teseguendo le somme, si ottiene:
v̇g =

1

~

∑

i,j

= ei

∂2E

∂ki∂kj

∂kj

∂t
(8.67)Dunque la parti
della si muove sotto l'azone di una forza F = ~k̇ 
ome se avesseuna massa e�
a
e:

mij =
~

2

∂2E
∂ki∂kj

(8.68)Densità degli stati e numero di portatori[Kittel, Introdu
tion to Solid State Physi
s℄Dalla 8.63, nel 
aso stazionario, si ri
ava:
E =

~
2|k|2
2mSu di un segmento di lato L, i valori permessi di k sono solo i multipli del valoreminimo kmin = 2π

L e dunque in un volume L3 il numero di stati possibili sarà



8.3. CONDUZIONE ELETTRICA 105dato dal rapporto tra il volume della sfera di raggio k nello spazio degli impulsied il 
ubo di lato kmin:
N =

4
3πk

3

(

2π
L

)3 =
V

6π2
k3 (8.69)Dalla 8.63 ri
aviamo k = (2mE/~2)1/2 e lo sostituiamo nella 8.69 per ri
avare ilnumero degli stati per unità di volume in funzione dell'energia E, tenendo an
he
onto 
he per ogni stato 
i sono 2 possibili orientazioni dello spin degli elettroni:

n ≡ N

V
=

1

3π2

(

2mE

~2

)
3
2 (8.70)La densità energeti
a degli stati è de�nita 
ome:

D(E) =
dn

dE
=

1

2π2

(

2m

~

)
3
2

E
1
2 (8.71)Il numero di elettroni in banda di 
onduzione ad una temperatura T , si ri
avadalla densità di stati e dalla statisti
a di Boltzmann:

nc(T ) =

∫ ∞

Ec

D(E)e
E−µ
kT dE (8.72)essendo Ec il livello in energia della base della banda di 
onduzione e µ il poten-ziale 
himi
o. Sostituendo la 8.71 nella 8.72 otteniamo l'espressione del numerodi elettroni in banda di 
onduzione alla temperatura T:

nc(T ) = 2

(

mekT

2π~2

)
3
2

e
µ−Ec

kT (8.73)in 
ui me è la massa e�
a
e degli elettroni in banda di 
onduzione. Un'espres-sione analoga può essere s
ritta per le la
une in banda di valenza.
nv(T ) = 2

(

mhkT

2π~2

)
3
2

e
Ev−µ

kT (8.74)Moltipli
ando fra loro le 8.73 e 8.74, si nota 
he il prodotto non dipende dalpotenziale 
himi
o ma solo dalla di�erenza di energia tra la banda di valenza equella di 
onduzione Ec − Ev = −Eg:
np = 4

(

kT

2π~2

)3

(memh)frac32e
−Eg
kT (8.75)In un semi
onduttore intrinse
o, tutti gli elettroni 
he vanno in banda di 
on-duzione las
iano una la
una in banda di valenza e dunque, per loro, n = p. Perquesti materiali, dunque, il numero totale di portatori di 
ari
a è:

n = 2

(

kT

2π~2

)frac32

(memh)frac34e
−Eg
2kT (8.76)La mobilità intrinse
a è la grandezza della velo
ità di drift per unità di 
ampo:

µi = |vi|/E ed è positiva, sia per le la
une sia per gli elettroni. La 
ondu
ibilitàè la somma:
σ = neµe + peµh


