
Capitolo 1Fluidi1.1 Fluidi ideali1.1.1 Equazione di Continuità[...℄1.1.2 Punti di vista Lagrangiano ed EulerianoIn un dato sistema di riferimento, l'insieme di tutte le posizioni oupate daglielementi di un sistema ontinuo ad un determinato istante t, è la on�gurazione
C del sistema all'istante onsiderato. Assieme alla on�gurazione C, variabilenel tempo, possiamo onsiderare una on�gurazione di riferimento C∗. Ad ognipunto di C∗, orrisponde una partiella del sistema, per ui è possibile esprimerele posizioni della partielle di C in funzione della on�gurazione di riferimento.Se OP è il raggio vettore di una qualsiasi partiella P nel sistema C, allora sarà:

OP = OP(t, P ∗) (1.1)in ui P ∗ è il punto orrispondente a P nella on�gurazione C∗.Se indihiamo on xi le oordinate nel sistema di riferimento solidale a C∗ eon ξi quelle del sistema C le (1.1) equivalgono alle equazioni nelle oordinate:
xi = xi(t, ξ1, ξ2, ξ3) (1.2)Se il moto è regolare, allora per qualunque istante t, le funzioni al seondomembro della (1.2) dovranno soddisfare le seguenti ondizioni:1. Dovranno essere ontinue on le derivate prime e seonde ontinue;2. Biunivohe nella orrispondenza tra P e P ∗3. Dovrà essere positivo il determinante dello Jaobiano:

D = det

(

∂xi

∂ξj

)1



2 CAPITOLO 1. FLUIDILa prima ondizione i die he non i sono laerazioni o ompressioni; la terzai die he si passa on ontinuità da C∗ a C. Infatti se i sistemi oinidono, loJaobiano sarà: D = det
(

∂xi

∂xj

)

= det(δij) = 1. Se è vera la seonda ondizione,allora questo sarà sempre vero.Le oordinate ξi sono oordinate he, istante per istante, etihettano la sin-gola partiella di C e sono dette oordinate Lagrangiane e la on�gurazione C èdetta la on�gurazione istantanea del sistema.La terza ondizione, assiura he le (1.2) siano invertibili, e dunque i saràuna orrispondenza biunivoa fra le partielle in C e in C∗. Questo non vuoldire he le traiettorie non si possano interseare, ma solo he due partielle nonpossano oupare ontemporaneamente la stessa posizione. Dunque, potremosrivere anhe:
ξi = xi(t, x1, x2, x3) (1.3)L'equazione (1.2) de�nise, istante per istante, la posizione di iasuna parti-ella etihettata dalle oordinate ξi e quindi desrive il moto dell'intero sistemapartiella per partiella (punto di vista Lagrangiano). L'equazione (1.3), inve-e, de�nisono quale partiella passa per il punto di oordinate xi nell'istante t(punto di vista Euleriano). Si noti he, mentre le ξi sono de�nite in un insieme

C∗ �sso, le xi sono de�nite in un ampo dello spazio variabile on il tempo.1.1.3 Derivata loale e sostanzialeLe derivate temporali:
v =

∂OP

∂t
; a = ∂2OP

∂t2 = ∂v

∂t (1.4)rappresentano la veloità e l'aelerazione di una generia partiella del onti-nuo rispetto al sistema di riferimento dal punto di vista Lagrangiano e dunquesaranno:
v = v(ξi, t) a = a(ξi, t)Le orrispondenti grandezze Euleriane si ottengono sostituendo le ξi tramitele (1.3) e eseguendo le di�erenziazioni. Dunque possiamo de�nire la veloitàEuleriana:

e ≡ [v(ξi, t)]ξi=ξi(xi,t) ≡ e(xi, t)

ei(xi, t) ≡

[

∂xi

∂t

]

ξi=ξi(xi,t)

(1.5)he de�nise la distribuzione istantanea delle veloità in C all'istante t.Una qualsiasi quantità Q salare o vettoriale deve poter essere espressa inentrambe le forme a seonda he si mettano in evidenza la dipendenza dallevariabili Euleriane o Lagrangiane:
q̄(ξ, t) = [q(x, t)]xi/xi(ξ,t); q(x, t) = [q̄(ξ, t)]ξi=ξi(xi,t) (1.6)Della gtrandezza Q si possono onsiderare due tipi di derivata temporale, e diiasuno di essi le forme Lagrangiane ed Euleriane. A partire dalla derivataparziale:

qt ≡
∂q

∂t
≡ ∂tq (1.7)



1.1. FLUIDI IDEALI 3possiamo onsiderare la derivata totale:
q̇ ≡

∂q

∂t
+

∂q

∂xi

(

∂xi

∂t

)

ξi=ξi(xi,t)

= ∂tq +
∂q

∂xi
ei (1.8)Le (1.7) e (1.8) rappresentano, in forma Euleriana, la derivata temporale loalee la derivata sostanziale della grandezza Q. Le analoghe derivate, ostruite apartire dalla espressione Lagrangiana q̄(ξ, t) sono:

˙̄q ≡
∂q̄

∂t
+

∂q̄

∂ξi

(

∂ξi

∂t

)

xi=xi(ξi,t)

= ∂tq̄ −
∂q̄

∂ξi
vi (1.9)avendo de�nito:

vi ≡ −

(

∂ξi

∂t

)

xi=xi(ξi,t)

(1.10)Appliando la (1.8) alla veloità Euleriana e(x, t), troviamo l'aelerazione Eu-leriana a(x, t):
ak ≡ėk =

∂ek

∂t
+

∂ek

∂xi
ei

⇒ ė =
∂e

∂t
+ (e · ∇)e (1.11)1.1.4 Equazione di EuleroConsideriamo un volume V nel �uido soggetto alle forze di pressione. La forzahe agise sulla super�ie S he ironda il volume onsiderato sarà:

F = −

∫

S

PndS (1.12)Possiamo trasformare l'integrale (1.12) in un integrale di volume usando il teo-rema del gradiente e uguagliare la forza alla massa per l'aelerazione loale(Euleriana):
ρ
de

dt
= −∇P (1.13)Appliando la (1.11) otteniamo:

∂e

∂t
+ (e · ∇) e = −

∇P

ρ
(1.14)Se il �uido è in un ampo di forze di volume, per es. il ampo gravitazionale, alleforze di pressione si aggiungeranno le forze di volume ρgdV , dunque l'equazione(1.14) di Eulero (1755), diventa:

∂e

∂t
+ (e · ∇) e = −

∇P

ρ
+ g (1.15)In queste espressioni non si è tenuto onto delle eventuali forze di attrito nédella onduibilità termia del �uido. Una tale desrizione, in ui l'attrito e ladissipazione termia sono inin�uenti, de�nise un �uido ideale.



4 CAPITOLO 1. FLUIDI1.1.5 Moto adiabatioin un �uido ideale, la onduzione del alore e dunque gli sambi di energiatermia fra le parti di �uido sono inin�uenti. Il moto, pertanto, sarà adiabatioe le variazioni di entropia saranno nulle. Considerando le grandezze spei�he(per unità di massa):
ds

dt
= 0 =

∂s

∂t
+ v · ∇s (1.16)he è una equazione di ontinuità per l'entropia. Usando la relazione he legal'entropia all'entalpia: dh = Tds+V dp = Tds+dp/ρ e onsiderando he ds = 0otteniamo

∇h = ∇P/ρhe, sostituito nell'equazione di Eulero dà:
∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇h (1.17)Appliando la formula vettoriale:

1

2
∇(v2) = v × (∇× v) + (v · ∇)v (1.18)otteniamo:

−∇

(

h +
1

2
v2

)

=
∂v

∂t
+ v × (∇× v) (1.19)he è una relazione he lega il gradiente dell'energia alla forza e alla vorti-ità. Se prendiamo il rotore di entrambi i membri, si ottiene un'espressionedell'equaziome di Eulero he dipende solo dalla veloità; sarà:

∂ (∇× v)

∂t
= ∇× (v ×∇× v) (1.20)1.1.6 L'equazione di BernoulliOltre al metodo tradizionale per riavare l'equazione di Bernoulli a partire dallaonservazione dell'energia in un ondotto, possiamo riavarla dall'equazione diEulero (1.19). Infatti, se riordiamo he:

∂U

∂ℓ
=

−→
∇U(M) ·

−→
ℓLa proiezione lungo la direzione delle linee di �usso ℓ della (1.19), siome ℓ èparallelo a v, sarà, tenuto onto anhe dell'aelerazione di gravità:

∂

∂ℓ

[

1

2
v2 + h + gz

]

= 0 (1.21)da ui:
1

2
v2 + h + gz = cost (1.22)Tenuto onto he dh = dp/ρ, sarà:

1

2
ρv2 + p + ρgz = cost (1.23)he è l'equazione di Bernoulli.Vederemo, in seguito, he l'equazione di Bernoulli, è un aso partiolare diuna intera lasse di equazioni più generali.



1.2. INTRODUZIONE ALLA VISCOSITÀ 51.2 Introduzione alla visositàConsideriamo un �uido he sorra in un anale di altezza h e trasuriamo l'e�ettodalle pareti vertiali. Consideriamo una lastra di questo �uido di suoer�ie ∆S,a distanza x dal fondo del anale. La sua veloità reserà on la distanzadal fondo, onsiderato he il liquido a ontatto on il fondo è fermo e he insuper�ie 'è la massima veloità:
v = v1

x

hin ui v1 è la veloità he si raggiunge in super�ie (ioè quando x = h). Aregime, non i saranno aelerazioni nei vari strati di �uido, e pertanto le forzehe agiranno su iasuno strato dovranno equilibrarsi. Si trova spermentalmentehe per molti liquidi semplii (liquidi Newtoniani) il modulo della forza di attritointerno si puo' esprimere ome:
F = µ∆S

v

h
(1.24)in ui µ è una ostante aratteristia del �uido onsiderato he ha le dimensionidi

[µ] = [Fll−2v−1] = [mlt−2ll−2l−1t] = ml−1t−1ed è la visosità.Passando al di�erenziale:
dF = µ

∂v

∂x
dS (1.25)da ui deriva he la pressione nel �uido varia on la legge:

P =
∂F

∂S
= µ

∂v

∂x
(1.26)1.2.1 Legge di PoiseuilleConsideriamo un �uido he sorra in un ondotto ilindrio di raggio a.

a

r

r+
d
r

∆l

P P’

Figura 1.1: Flusso laminare in un ilindro di raggio a e lunghezza ∆ℓ on unadi�erenza di pressione fra le faie ∆P = P ′ − PIl �usso sia laminare e ompletamente governato dalla visosità (ioé le dif-ferenti veloità all'interno del �uido siano dovute solo all'e�etto della visosità).il �uido sorrerà nel ilindro in orone ilindrihe oassiali, di raggio generio re spessore dr. Su iasuna orona agiranno 3 forze:



6 CAPITOLO 1. FLUIDI1. La risultante delle forze di pressione appliate agli estremi del ilindro;2. la forza tangenziale derivante dalla visosità sul mantello interno3. la forza tangenziale derivante dalla visosità sul mantello esternola prima omponente sarà:
dFp = 2πr dr∆p (1.27)la seonda sarà:

dFint = µ
∂v

∂r
(2πr∆l) (1.28)la terza,si oppone alla preedente e sarà:

dFext = − µ∆l[2π(r + dr)]
∂

∂r
[v(r + dr)] =

= −2πµ∆l(r + dr)
∂

∂r

[

v(r) +
∂v

∂r
dr

] (1.29)e dunque onsiderando solo i termini del primo ordine in dr

dFext = −2πµ∆l

[

r
∂v

∂r
+ r

∂2v

∂r2
dr +

∂v

∂r
dr

] (1.30)la somma delle tre deve essere nulla allo stato stazionario, dunque:
2πr dr∆p = −2πµ∆l

(

r
∂2v

∂r2
+

∂v

∂r

)

dr (1.31)e dunque:
−∆p = µ

∆l

r

(

r
∂2v

∂r2
+

∂v

∂r

)

= µ
∆l

r

∂

∂r

(

r
∂v

∂r

) (1.32)Moltipliando per r ambo i membri della (1.32) e integrando si ottiene:
−

r2

2
∆P = µ∆lr

∂v

∂r
+ C (1.33)he i fornise una equazione per la veloità:

∂v

∂r
= −

r∆P

2µ∆l
+

C

r
(1.34)La ostante C può essere determinata dalla ondizione al ontorno he il gra-diente di veloità sia �nito anhe per r = 0, e dunque deve essere C = 0.Siome per r = 0 la (1.34) vale ∂v

∂r = 0, al entro la veloità avrà un estremo,he, visto he sulle pareti v = 0, sarà un massimo.Integrando la (1.34), otteniamo:
v(r) = −

∆P

2µ∆l

r2

2
+ Dove la ostante D può essere riavata dalla ondizione v(a) = 0:

−
∆P

2µ∆l

a2

2
+ D = 0



1.3. EQUAZIONI COSTITUTIVE DI UN FLUIDO NEWTONIANO 7e dunque
D =

a2

4µ∆l
∆Pin de�nitiva, il pro�lo di veloità all'interno del ondotto sarà:

v(r) =
∆P

4µ∆l

(

a2 − r2
) (1.35)Dunque il pro�lo di veloità all'interno di un ondotto ilindrio è parabolio.La portata Q del ondotto è la quantità di �uido he passa attraverso unasezione nell'unità di tempo:

Q =

∫ a

0

v(r)2πrdr (1.36)sostituendo a v(r) la (1.35), otteniamo:
Q =

2π∆P

4µ∆l

[

a2

∫ a

0

r dr +

∫ a

0

r3dr

] (1.37)he portano alla legge di Poiseuille
Q =

π∆P

8µ∆l
a4 (1.38)In onore di Poiseuille, l'unità di misura della visosità prende il nome di Poisee vale 0.1Pa s.1.3 Equazioni ostitutive di un �uido Newtonia-noI �uidi Newtoniani sono quelli in ui la visosità non dipende dalla veloitàdel �uido. Consideriamo un �uido a riposo: in tal aso, le omponenti deglisforzi saranno dovute solo alla pressione e dunque saranno solo le omponentidiagonali:

τij = −pδij (1.39)ove il segno viene dal fatto he la pressione è orientata verso l'interno, mentre letensioni normali sono verso l'esterno. In un �uido in movimento, si sviluppanodelle tensioni di taglio, dovute alla visosità. Dunque la (1.39) diventa:
τij = −pδij + σij (1.40)La parte non isotropa è nota ome sforzo deviatorio e dipende dai gradienti diveloità. Infatti se u(x, t) è la veloità del �uido in un punto O, in un punto Pa distanza dx, sarà

dui =
∂ui

∂xj
dxj = αijdxj (1.41)Se somponiamo il tensore αij nelle sua parti simmetria e antisimmetria:

∂ui

∂xj
=

1

2

(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

+
1

2

(

∂ui

∂xj
−

∂uj

∂xi

)

= eij +
1

2
ǫijkωk (1.42)



8 CAPITOLO 1. FLUIDIrionosiamo il tensore di deformazione e la rotazione. Se vale la legge di Hooke,'è una proporzionalità tra il tensore degli sforzi e le deformazioni:
σij = Cijklekl (1.43)Se siamo in un mezzo isotropo, allora il tensore Cijkl dovrà essere una ombi-nazione lineare di prodotti di δij :

Cijkl = λδijδkl + µδilδjk + γδikδjl (1.44)Siome le σij sono simmetrihe per lo sambio di i e j, altrettanto sarà per la
Cijkl , e dunque il seondo e terzo termine saranno uguali. Dunque:

Cijkl = λδijδkl + 2µδilδjk (1.45)e dunque
σij = λekkδij + 2µeij = 2µeij + (∇ · u)δij (1.46)Pertanto, la (1.40) diventa:

τij = −pδij + λekkδij + 2µeij (1.47)Per alolare la pressione in funzione dei parametri in gioo possiamo alolarela traia della (1.47):
τii = −3p + (3λ + 2µ)eii (1.48)da ui:

p = −
1

3
τii +

(

λ +
2

3
µ

)

∇ · u (1.49)La pressione media del �uido in ondizioni statihe sarà:
p̄ = −

1

3
τii (1.50)dunque sarà:

p − p̄ =

(

λ +
2

3
µ

)

∇ · u (1.51)Per un �uido inomprimibile, non i saranno variazioni di volume, dunque ekk =
0, e la (1.47) diventa:

τij = −pδij + 2µeij (1.52)dove p è la pressione media. Se il �uido è omprimibile, allora esisterà una pres-sone termodinamia, tale he valga la (1.51) he lega la di�erenza di pressioneall'espansione tramite il fattore k =
(

λ + 2
3µ

) he prende il nome di oe�ientedi visosità di volume.Per avere un'idea della distinzione fra pressione media e pressione termodi-namia, onsideriamo un �uido in un ilindro on un pistone. Il primo prinipiodella termodinamia i die:
dU = dL + dQ = −p̄dV + dQ = −pdV + TdS ⇒ (p − p̄) dV = TdS − dQavendo sritto la prima uguaglianza onsiderando solo il lavoro meanio ela seonda in termini delle variabili di stato. Il seondo prinipio i die he



1.3. EQUAZIONI COSTITUTIVE DI UN FLUIDO NEWTONIANO 9
TdS − dQ ≥ 0, dunque p − p̄ ≥ 0. Dall'equazione di ontinuità, possiamoriavare un'espressione per ∇ · u:

∇ · u = −
1

ρ

∂ρ

∂t
(1.53)Dalla (1.51), allora:

p − p̄ = −

(

λ +
2

3
µ

)

1

ρ

∂ρ

∂t
=

=

(

λ +
2

3
µ

)

1

V

∂V

∂t
(1.54)dunque 'è di�erenza di pressione se il �uido è omprimibile e k =

(

λ + 2
3µ

)

≥

0. Il oe�iente di visosità di volume k è una misura della dissipazione perompressione o espansione e, per molti �uidi, è molto piolo e dunque valel'approssimazione di Stokes k =
(

λ + 2
3µ

)

= 0. In questa approssimazione sarà:
τij = −

(

p +
2

3
µ(∇ · u)

)

δij + 2µeij (1.55)La (1.55) mostra he in un �uido in approssimazione di Stokes, 'è una relazionelineare tra la trazione τ e la deformazione e tramite la visosità dinamia µ omenella de�nizione Newtoniana di visosità.I termini non diagonali della (1.55), sono di faile interperetazione. Infatti,per es.:
τ12 = µ

(

∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

) (1.56)ollega lo sforzo di taglio alla veloità di deformazione. Un po' più ompliatoil aso degli sforzi normali:
τ11 = −p + 2µ

(

∂u1

∂x1
−

1

3

∂ui

∂xi

) (1.57)Il seondo termine è la veloità di espansione media, mentre il primo è la veloitàdi espansione nella direzione 1. Dunque la parte visosa dello sforzo sul pianonormale all'asse 1 è proporzionale alla di�erenza tra la veloità di espansione indirezione 1e la veloità di espansione media nel punto onsiderato.1.3.1 Equazioni di Navier-StokesConsideriamo l'appliazione della legge di Newton ad un �uido visoso in unampo gravitazionale:
F = ma ⇒

∫

V

ρgidV +

∫

S

τijnjdS =

∫

V

ρ
d

dt
uidV (1.58)Appliando all'integrale di super�ie il teorema della divergenza e uguagliandogli argomenti degli integrali di volume:

ρ
dui

dt
= ρgi +

∂τij

∂xj
(1.59)



10 CAPITOLO 1. FLUIDIe, sostituendo l'espressione di τij , eq.(1.55), otteniamo le Equazioni di Navier-Stokes
ρ
dui

dt
= ρgi −

∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[

2µeij −
2

3
µ(∇ · u)δij

] (1.60)La visosità µ, in genere, dipende dalla temperatura. Quando all'interno dellostesso �uido, le di�erenze di temperatura sono trasurabili, allora possiamotirarlo fuori dalla derivazione, dunque:
ρ
dui

dt
=ρgi −

∂p

∂xi
+ 2µ

∂eij

∂xj
−

2

3
µ

∂

∂xj
(∇ · u)

= ρgi −
∂p

∂xi
+ µ

[

∇2ui +
1

3

∂

∂xi
(∇ · u)

] (1.61)he può essere sritta, in forma vettoriale:
du

dt
− µ∇2u−

1

3
µ∇(∇ · u) = −

∇p

ρ
+ g (1.62)he per un �uido inomprimibile, dove ∇ · u = 0 si rifue a:

du

dt
− µ∇2u = −

∇p

ρ
+ g (1.63)he si ridue alla equazione di Eulero quando sono trasurabili gli e�etti visosi.1.3.2 Lavoro di deformazione e dissipazione visosaVediamo ome si può ottenere una variazione dell'energia interna di un �uidoper e�etto della deformazione. Partiamo dall'equazione di Eulero

ρ
dui

dt
= ρgi +

∂τij

∂xjmoltipliando ambo i membri per ui si ottiene:
ρ

d

dt

(

1

2
u2

)

= ρuigi + ui
∂τij

∂xjrionosiamo a primo membro la derivata totale della densità di energia inetia:
w =

1

2
ρu2Espandendo la derivata totale ed esprimendo il tutto in forma vettoriale:

∂w

∂t
+ (∇ · u)w = ρu · g + u · (∇ · τ) (1.64)il seondo termine a seondo membro lo possiamo srivere ome:
ui

∂τij

∂xj
=

∂uiτij

∂xj
− τij

∂ui

∂xj
(1.65)he i die he il tasso di aumento dell'energia inetia (primo membro) è parialla di�erenza tra i tassi di variazione del lavoro totale e del lavoro delle forzedi deformazione.



1.3. EQUAZIONI COSTITUTIVE DI UN FLUIDO NEWTONIANO 11Il seondo termine a II membro (il lavoro delle forze di deformazione) lopossiamo srivere ome:
τij

∂ui

∂xj
= τijeije a τij possiamo sostituire la sua espressione (1.55) per ottenere un'espressioneper il lavoro di deformazione:

Ldef = −p(∇ · u) + 2µeijeij −
2

3
µ(∇ · u)2 (1.66)he è formato da un termine di pressione e un termine visoso φ = 2µ(eijeij −

1
3 (∇ · u)2).Il termine visoso può essere risritto ome1 :

φ = 2µ

[

eij −
1

3
(∇ · u)δij

]2 (1.67)he ome si vede è proporzionale alla visosità e al quadrato della divergenzadella veloità e dunque è importante soprattutto nelle regioni on alti sforzi ditaglio.1.3.3 Equazione di Bernoulli generalizzataConsideriamo l'equazione di eulero in un ampo gravitazionale:
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj
= gi −

1

ρ

∂P

∂xi
(1.68)In un ampo gravitazionale on un potenziale U = Gm

r , gi = −(∇U)i; se on-sideriamo l'asse z lungo il raggio della terra, sarà: gi = −
∂gz
∂xi

. D'altra parte ilseondo termine a primo membro della (1.68) si può srivere ome:'
uj

∂ui

∂xj
= uj

[

1

2

(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

+
1

2

(

∂ui

∂xj
−

∂uj

∂xi

)]

=
1

2

∂(uiuj)

∂xj
+ ǫijkωk(1.69)Dunque la (1.68) diventa:

∂ui

∂t
+

∂

∂xi

(

1

2
u2

)

+
1

ρ

∂P

∂xi
+

∂gz

∂xi
= uiǫijkωk (1.70)in ui, al seondo membro rionosiamo la omponente i-esima del prodottovettoriale: u × ω. Se assumiamo he la densità sia una funzione della sola1

„

eij −
1

3
(∇ · u)δij

« „

eij −
1

3
(∇ · u)δij

«

=

= eijeij − 2
1

3
(∇ · u)δijeij +

1

9
(∇ · u)2 · 3 =

= eijeij −
1

3
(∇ · u)2essendo: δijeij = eii = ∂

∂xi
ui = ∇ · u



12 CAPITOLO 1. FLUIDIpressione (�usso bariotropio), ome per esempio nel aso di un �usso adiabatio,dove PV γ ≡ Pρ−γ = cost, ρ = CP γ = ρ(P ), allora:
1

ρ

∂P

∂xi
=

∂

∂xi

∫

dP

ρ
(1.71)Infatti:

∫ x

x0

dP

ρ
=

∫ x

x0

1

ρ

dP

dρ
dρ =

∫ x

x0

dΠ

dρ
dρ = Π(x) − Π(x0) (1.72)avendo de�nito la funzione Π(ρ) in modo tale he 1

ρ
dP
dρ = dΠ

dρ . La derivata della(1.72) rispetto alle oordinate, sarà:
∂Π

∂xi
=

∂Π

∂P

∂P

∂xima
∂Π

∂P
=

1

ρe dunque è dimostrata la (1.71). Nel aso di un �usso bariotropio, dunque, la(1.70), diventa:
∂ui

∂t
+

∂

∂xi

[

1

2
u2 +

∫

dP

ρ
+ gz

]

= (u × ω)i (1.73)La (1.73) è una lasse di equazioni integrali delle leggi di onservazione e iltermine fra parentesi quadre de�nise una fuzione di Bernoulli B. Dunquel'equazione generalizzata di Bernoulli (1.73) si può srivere in forma vettorialeome:
∂u

∂t
+ ∇B = u × ω (1.74)Possiamo onsiderare il aso di un �usso stazionario, in ui ∂u

∂t = 0, allora la(1.74) si ridue a :
∇B = u× ωIl primo membro sarà ortogonale alle super�i per ui B è ostante, il seondoè ortogonale sia alla veloità sia alla rotazione. Dunque B sarà ostante lungole linee di �usso e lungo le lnee di vortie, ovvero le linee di �usso e le linee divortie de�nisono le super�i di B ostante (vedi Fig.1.3.3). Se anhe u×ω = 0,allora risulta he la funzione di Bernoulli è ostante ovunque, e dunque divental'equazione di Bernoulli lassia.Se onsideriamo un �usso non stazionario ma irrotazionale, la ondizione diirrotazionalità si può porre diendo he il vettore veloità u è il gradiente di unpotenziale salare: u = ∇φ. Infatti, siome ω = ∇×u, allora ω = ∇× (∇φ) =

0. In tal aso, la (1.73) diventa:
∇

[

1

2
u2 +

∫

dP

ρ
+ gz +

∂φ

∂t

]

= 0 (1.75)he i die he l'argomento del gradiente sarà ostante rispetto alle oordinate,ma, in generale potrà essere una funzione del tempo:
1

2
u2 +

∫

dP

ρ
+ gz +

∂φ

∂t
= F (t)
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Figura 1.2: Super�i su ui la funzione di Bernoulli è ostante


