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Derivazione




Derivazione numerica_

Il calcolo della derivata di una funzione in un punto 1mphca un
processo al limite che puo solo essere approssimato da-un.. =
calcolatore. Supponlamo nota la forma funzionale di/f(x); Una '
prima approssimazione della sua derivata ¢:

f’(a:') ~ f(x_l_h})L_f(x)

Per / sufficientemente piccolo. Con /2 molto piccolo pero puo
diventare delicato dal punto di vista numerico calcolare la
differenza fra 1 due numeri a numeratore (molto vicini tra loro).

Per capire come fare meglio analizziamo lo sviluppo in serie di
Taylor di / in un intorno di x...
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Derivazione numerica (ll)

f(x+h) = f(z)+hf' () + %hzf”(@ + éhgf

da cui s

fl+h) - flz)
h

L’errore fatto sostituendo 1l rapporto incrementale scritto sopra al p_o_stb della
derivata di / ¢ dunque di ordine /.

— fla) + @) + O

Possiamo migliorare le cose notando che:

1 1
fl@—=h) = f(z) = hf'(x) + 0" (@) = =h°f"
da cu1

4= ) — —h 1
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Derivazione numerica (III)
Dunque a parita di /2 I’errore su

gl = LT R —Se =) _

sara di ordine /° e g ¢ quindi una approssimazione migliore d1 f
Per fare ancora meglio notiamo che:

2h?

g(2h) = f’(a:‘) | : f///(ilf) n O(h4)

4g(h) — g(2h)
3

= f'(z) + O(h?)
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Derivazione numerica (V)

o
e

Risolvendo per / '(x) otteniamo:

T

f(x —2h) —8f(x —h)+8f(x+ h) — f(x +2h)

fiz) = 0(h4)
Questa formula ¢ sensibilmente p1u accurata € anche piu stabile-
numericamente. Le formule con le differenze “asimmetriche” -
andrebbero utilizzate solo nel caso in cui sono definite solota’ -
derivata destra e/o quella sinistra, o s1 ha una funzione per punti e
occorre calcolare la derivata ad un estremo. Verificare che

() = f(x +4h) — 12f(90+2f2)h+ 32f(x + h) —21f(x) L oM
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Differenze finite

Sia x; una sequenza di punti equispaziati a distanza /2 uno-dall’altro
£ T,
e /1 valori assunti dalla funzione / 1n ciascuno d1 essi. Utlllzzandg,_..

come visto, lo sviluppo 1n serie di Taylor di1 / s1 possono otteﬁﬁ"éjié
seguenti tabelle, con un errore O(/°) € O(h?) rispettivamente: "~

RS [ fir1 firo
2h f S 1

i o
thfi/// _1 9 0 9 1

Oh*) | fica fic1  fi  fixt—Firo
BP0 8 -1
12R2F7 | -1 16 -30 16 -1
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Differenze finite (ll)

e
Similmente, per la derivata destra e sinistra: TSR T
OMY) | fi firn fivr  firs (-
hf, | -1 1 ; SRR
iy ) 2 OR*) | fi fic1 fi=zs f.zf—B
s ] R |1 -] -'
hefl |1 -2 1.5
O(?) | fi fir1  fivz  firs R3f" 1 B e el
i =3 4 -1 , b =
R2fr |2 5 4 o OW) | fi fion feerefis
2 4| -4 15~
h2flh | 2 -5 al -1
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2)
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2)
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2)
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2)
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2)
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2)
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Integrazione -




Integrazione numerica

[’integrazione numerica si basa semplicemente sulla e
definizione di integrale definito e sulla interpolazione di una:=~
funzione 1n un certo intervallo con una funzione pohnomlale
data. Ad esempio se il grado del polinomio € zero si sta™
approssimando la funzione con una costante e s1 dovra

calcolare I’area di un rettangolo, se ¢ 1 s1 sta considerando la
funzione lineare e s1 dovra calcolare I’area di un trapezio etc.

/h\ /h\

Corso Informatica - AA.06/07 Introduzione al Computing 20



Metodo del trapezi *




Il metodo del trapezi

Con una appross1maz10ne al pr1mo ordine 1’integrale deﬁmto di,

S .'-._f

una generlca funzione f s1 puo scrivere: A

P~

/f ~ L2900 - @) 2B

2

Se I’intervallo [a,b] non ¢ piccolo I’approssimazione linearé puo_
risultare troppo rozza: ma sfruttando I’additivita dell: mtegrale:si

puo suddividere I’intervallo in n intervalli p1u piccoli-dt—
ampiezza h =(b-a)/n. Su ogni intervallino s1 avra:

h h
[ fla)de x5 (Fan) — o+ 1) = 5 (i + s
Corso Informatica - AA.06/07 Introduzione al Computing 2



Il metodo dei trapezi (1)

.'i.. "' - l.r" e
Dati n intervallini s1 ottiene allora la stima dell’integrale data. da,--

'-:l.l.

/f(ﬂf)dx L h(fo P2y 4 2f 4 + fn)

Data la funzione f e ’'intervallo /a,b/ un calcolo dell’ 1ntegrale :
potra essere fatto per via iterativa calcolando la stimais -

dell’integrale al crescere di 7 ¢ fermandosi quando due stime
successive sono entro una certa tolleranza:

/ f@)de ~ I, quande Lo — In| < e

Corso Informatica - AA.06/07 Introduzione al Computing 23



Il metodo del trapezi (l1)

i
I1 modo p1u efficiente di aumentare » ¢ d1 raddopplarlo ad ogm 3

iterazione in modo da dover calcolare la funzione ogni Volta,:
solo su meta dei punti, avendola calcolata sull’altra met& s

nell’iterazione precedente: =
p_b—a Ben = 2 = b2
I, = (§+ﬁ+ﬁ+ e
i Z (@ + khpew)
on — 9 new new
k= 2n 1
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2)
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2)
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2)
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cos(x)/(0.4+(x-2)"2) fdx = —1,89777
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0
cos(x)/(0.4+(x-2)"2) / fdgj = —1,12986
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Errore di troncamento

=
Valutiamo I’errore commesso nel calcolo dell’integrale usandt) al-
solito, uno sv11uppo in serie di Taylor: ﬁ_rh_(‘f
xi+h t2 ;},3:}::_}—’
/ flz)de = / f(w; + t)dt = / fa) +2f(2a) + 5 7 () FEREELBIET N
i h2 /, h3 4 e
= flz)h+ f(z:)— 5 T (@) + O
Da confrontare con la regola dei trapezi :
T;+h
/ fla)dz ~ o (f (@) + flai + b)) =
/! h2 3
D (fad) + P edh+ )+ O()
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Errore di troncamento (ll)

=5
bl . . . : :r- f xl"-;r ,
[errore su una singola striscia vale allora: A
g,
hS P T

(i) 5 + O(h%)

L’errore sull’ 1ntegrale ¢ n volte quello su una smgola str1s01a ©
siccome 7 = (b-a)/h s1 ottiene: S0

5@z0m%0<i)

n2
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Metodo di Simpson




Il metodo di Simpson_____

e Una migliore approssimazione di una curva, rlspetto
ad una retta, ¢ una polinomiale di grado 7. '

e [l grado minimo ¢ 1l secondo grado (parabola).

Il metodo di Simpson usa questa approssimazione’ per
calcolare I’integrale

e Come prevedibile, a parita di numero di strisce » ha un
errore di troncamento inferiore a quello del metodo dei
trapezi e pari a O(1/n?).
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Il metodo di SimDSOn_T,,__H__

Bl Metodo del Trapezio
4 @ Vetodsdi Simpsont
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Usiamo un numero pari di strisce ¢ consideriamo per ogni = v
punto x, quelli precedente x, ; e successivo x, ;. Stavra:—. =7

s e
TR T
&, W = -
el e . n ...

T

[ f@de ~ G (i~ )+ 45 + S B

(fq;—1 -~ A0ia f(z'—I—l)

w|

In:g(f0_|_4fl_|_2f2+4f3+2f4+"'+4fn1_|_fn)
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Metodo di Romberg




Integrazione alla Romberg

Per accelerare 1l processo di convergenza dell’integrale é
auspicabile che I’errore di troncamento diminuisca 1l p1u
rapidamente possibile con I’aumentare di 7 . =

Ad es. il metodo di Simpson ¢ migliore di quello dei trapezi.e:-
giungera a convergenza con un numero inferiore di iterazioni.¢
chiamate alla funzione /. '

Ripartiamo ora dal metodo dei trapezi di ordine # € osserviamo
che, detto / i1l valore vero dell’integrale:
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Integrazione alla Romber

-
e ]
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Integrazione alla Romberg (II)

/ Z non ¢ altri che I’approssimazione fornita dal metodo d1 S1mpson

In questo modo pero € possibile costruire una tabella in cui ﬁssato
un ordine 7 del numero di strisce del metodo dei trapeziz € calcolate |
le varie approssimazioni /,.../, s1 possono ottenere appr0351maz1on1

molto piu accurate ripetendo 1l “trucco” visto in precedenza, ¢
calcolando : '

—17k—1
m_ AL I
’L 4k—1 — ]
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Esempio

Lo 4I, — I I3 — 1615 — I i — CHFD
i i E .

o Ma-D oy 167 - I3 (B~ )

2 = = = SRV
3 15 S

;o 41 )
s " 3 H

Ig

[/, ha accuratezza O(1/64); I/ ha accuratezza O (1/4%)= Of ]/2‘5 0);
1’ ha accuratezza O(1/2¢) = O(1/16);
1’ ha accuratezza O(1/2°) = O(1/64) etc.
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Soluzione di equazioni




Soluzione di equazioni

Siccome una generica equazione in una variabile reale’pué. . ..
essere messa nella forma o

flz) =0

cercare una soluzione ¢ equivalente a cercare lo zero di una’-
funzione.

[l punto di partenza per individuare un metodo € ragionare in
maniera grafica.
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Metodo della bisezione...(o ricerca binaria)

Se f ¢ continua ¢ lo zero cercato non € un punto di massnno N
minimo relativo un metodo molto semplice ma sicuro.¢ =
affidabile per trovare la soluzione ¢ quello della bisezione; che
ricorda molto da vicino ’algoritmo di ricerca binaria.

Individuato un intorno /a,b/ dello zero 1n cui la funzione ha
segno opposto s1 confronta f(a) con f(a+(b-a)/2) e f(b) ¢ si
sceglie 1l “ramo” 1 cu1 due estremi1 abbiano ancora segno
opposto. Si itera 1l procedimento fino a trovare la soluzione
cercata.
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r=a+ 3d/8

\

fatd®) | o=lab
(b—a)=4d
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Metodo di Newton-Raphson

[’1dea ¢ di partire da un punto 1n cui la derivata di / sia non %
nulla, usare I’intersezione della tangente al graﬁco di £i con’
I’asse delle x come prossima stima dello zero e poi iterare.

— ﬁ‘
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Metodo di Newton-Raphson

"t |

-y il

Ricordando che la tangente al grafico di / 1in un punte hanf %
per coefficiente angolare la derivata prima di / calcolata m -
quel punto s1 dimostra facilmente che: -

o g L@
R €

Lo zero ¢ stato trovato quando due valori successivi di X, x.. , €
x, differiscono tra loro per un valore inferiore all’accuratezza

voluta.
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Metodo di Newton-Raphson

._lp-'"-. -
o
| Sl

Il metodo di Newton-Raphson ¢ del secondo ordine, nel ségé_g’ifhe

Gy

detta f (,CE) o N
() :
si pud dimostrare che se ¢ ¢ lo zero della funzione, ovvero f(c) =,
vale g(ZU) e
lim
z—c (x — c)?

— cosSt

¢ quindi per x che tende a ¢ si ha che
lg(z) —c| = k x (z — ¢)°
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Il metodo della secante

Il metodo della secante non ¢ altri che 1l metodo di Newfqﬁ
Raphson in cui pero si calcoli la derivata numericamente,

Come 1l metodo di Newton-Raphson ¢ un metodo del
secondo ordine.

Puo risultare molto utile nei casi in cui di un funzione non
si riesce a calcolare facilmente una derivata analitica, o nei1
casl in cu1 una funzione sia nota solo per punti.
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