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Capitolo 1Elettrostati
a e 
onduzione1.1 Ri
hiami di elettrostati
a nel vuoto1.1.1 Il Campo Elettri
oDe�niamo il 
ampo elettri
o E a partire dalla forza 
he subis
e una 
ari
aelettri
a nello spazio, in presenza di un'altra 
ari
a. Per una 
ari
a di provaunitaria, possiamo s
rivere:
F = qE (1.1)Analogamente, possiamo s
rivere la legge (di Coulumb) per due 
ari
he q1 e q2.La forza eser
itata dalla 
ari
a 1 sulla 2 sarà:'

F12 = kq1q1
x1 − x2

|x1 − x2|3
(1.2)Dal 
onfronto fra le (1.1) e (1.2) si ri
ava 
he il 
ampo elettri
o generato dalla
ari
a q1 nel punto x è:

E(x) = kq1
x − x1

|x − x1|3
(1.3)in 
ui la 
ostante di proporzionalità k vale:

k =
1

4πǫ0
= 10−7c2 (SI)avendo introdotto la permittività o 
ostante dielettri
a del vuoto 
he vale ǫ0 =

8.854 × 10−12Fm−1 = 8.854 × 10−12C2N−1m−2. Le dimensioni del 
ampoelettri
o saranno:[E] = V m−1.Per avere un'idea della forza del 
ampo elettri
o rispetto a quello gravitazio-nale, 
onsideriamo il rapporto tra la forza elettri
a e gravitazionale eser
itatada un elettrone su un'altro elettrone:
FE =

1

4πǫ0

e2

r2

Fg = G
m2

e

r23



4 CAPITOLO 1. ELETTROSTATICA E CONDUZIONEoveG = 6.67×10−11Nm2kg−2, e = 1.602×10−19C, e/me = 1.759×1011Ckg−1.Dunque:
FE

Fg
=

1

4πGǫ0

e2

m2
e

= 4.17 × 1042 (1.4)1.1.2 Teorema di GaussConsideriamo una super�
ie 
hiusa S ed una 
ari
a ad una distanza r da unpunto della super�
ie. Il �usso del 
ampo attraverso la super�
ie è:
∫

S

E · ndS =

∫

S

1

4πǫ0
q
r cos(θ)

r3
dS

=
1

4πǫ0
q

∫

r
1

r3
r2dΩ =

q

ǫ0
(1.5)dunque, per una densità di 
ari
a ρ(x):

∫

S

E · n dS =
1

ǫ0

∫

V

ρ(x) d3x =

∫

V

∇ · Ed3x (1.6)da 
ui si ri
ava la formula di�erenziale del Teorema di Gauss:
∇ ·E =

ρ

ǫ0
(1.7)1.1.3 Potenziale s
alareLa legge di Coulumb (1.3),per una densità di 
ari
a ρ(x), la possiamo s
rivere:

E(x) =
1

4πǫ0

∫

ρ(x′)
x − x′

|x− x′|3
d3x′ (1.8)La funzione integranda può essere s
ritta 
ome il gradiente rispetto a x di

−1/|x− x′|. Infatti:
d

dx

(

1
√

x2 + x′2 − 2x · x′

)

=

= −
(2x′ − 2x)

2
(

x2 + x′2 − 2x · x′
)3/2

= −
x′ − x

|x′ − x|3Dunque la (1.8) diventa:
E(x) = −

1

4πǫ0
∇

∫

ρ(x′)

|x − x′|
d3x′ = −∇V (1.9)ove si è de�nito il potenziale elettri
o:

V (x) =
1

4πǫ0

∫

ρ(x′)

|x− x′|
d3x′ (1.10)



1.1. RICHIAMI DI ELETTROSTATICA NEL VUOTO 5Se il 
ampo è il gradiente di un potenziale s
alare V , allora il rotore del 
ampoè nullo:
∇× E = 0 (1.11)e di 
onseguenza è nulla la 
ir
uitazione del 
ampo lungo una linea 
hiusa:
∮

E · dℓ = 0 (1.12)1.1.4 Distribuzione super�
iale di 
ari
a e doppio stratoIl teorema di Gauss appli
ato ad una super�
ie 
ari
a 
on una densità super�-
iale σ si può s
rivere 
ome:
∫

S

E · n dS =
1

ǫ0

∫

S

σ dS (1.13)Se 
onsideriamo i 
ampi dai due lati della super�
ie E1 ed E2, risulta (E1−E2)·
n = σ/ǫ0, 
he 
i di
e solo 
he 
'è una dis
ontinuità nelle 
omponenti normalidel 
ampo dai due lati della super�
ie. D'altra parte, la (1.12) appli
ata adun 
ir
uito 
he attraversi la super�
ie e abbia due lati uguali e paralleli allasuper�
ie ℓ1 ed ℓ2, e gli altri due ortogonali, impli
a 
he:

∮

E · dℓ = E1 · ℓ1 − E2 · ℓ2 = 0 (1.14)essendo i due lati paralleli per
orsi in senso opposto.In de�nitiva, mentre le 
omponente normale alla super�
ie subis
e un salto
σ/ǫ0, la 
omponente tangenziale si 
onserva nel passaggio attraverso la super�-
ie.Consideriamo ora due super�
i 
ari
he 
on 
ari
a opposta, poste a distanza
d(x) fra loro (Fig.1.1 - strato di dipolo). Il potenziale elettri
o in un punto O(x)è dato dalla somma dei potenziali elettri
i dei due strati 
al
olati in quel punto.
Figura 1.1: De�nizione delle variabili per il 
al
olo del potenziale elettri
o dellostrato di dipolo

V (x) =
1

4πǫ0

[
∫

S

σ(x′)

|x − x′|
dS +

∫

S′

−σ(x′)

|x − x′ + dn|
dS′

] (1.15)Si

ome d≪ |x′|, possiamo sviluppare il se
ondo termine in serie di Taylor:
1

|x − x′ + dn|
≃

1

|x− x′|
+ dn · ∇

(

1

|x − x′|

)



6 CAPITOLO 1. ELETTROSTATICA E CONDUZIONEDunque, sostituendo in (1.15), otteniamo:
V (x) ≃

1

4πǫ0

∫

S

σ(x′)dn · ∇′

(

1

|x − x′|

)

dS′ (1.16)avendo tenuto 
onto 
he ∇ = −∇′. De�nendo il dipolo elettri
o 
ome
p(x) = σ(x)dndS (1.17)risulta 
he il potenziale di doppio strato, o di dipolo, è:

V (x) =
1

4πǫ0

p · (x − x′)

|x − x′|3
(1.18)1.1.5 Equazione di Poisson ed energia del 
ampoRiassumendo i risultati dei paragra� pre
edenti, possiamp s
rivere:







∇ ·E = ρ
ǫ0

∇× E = 0
E = −∇V

(1.19)Dalla prima e dalla terza, otteniamo:
∇ · ∇V ≡ ∇2V = −

ρ

ǫ0
(1.20)
he è l'equazione di Poisson, 
aso disomogeneo dell'equazione di Lapla
e.Consideriamo, ora, il potenziale generato da una distribuzione di n − 1
ari
he:

V (xi) =
1

4πǫ0

n−1
∑

j=1

qj
|xi − xj |L'energia potenziale totale sarà:

1

2

n
∑

i=1

qiV (xi) =
1

2

n
∑

i=1

n−1
∑

j=1

qiqj
|xi − xj |In de�nitiva, passando dal dis
reto al 
ontinuo, l'energia di una distribuzioneuniforme di 
ari
he è:

W =
1

8πǫ0

∫

ρ(x)

[
∫

ρ(x′)

|x − x′|
d3x′

]

d3x =
1

2

∫

ρ(x)V (x) d3xUsando l'equazione di Poisson, ρ(x) = −ǫ0∇V (x), dunque:
W = −

ǫ0
2

∫

V∇V d3x
he, intregrata per parti dà:
W = −

ǫ0
2

[

V∇V −

∫

∇V · ∇V d3x

]Il primo addendo si annulla all'in�nito, e dunque
W =

ǫ0
2

∫

|E(x)|2 d3x (1.21)



1.2. DIELETTRICI 71.2 Dielettri
i1.2.1 Costante dielettri
a relativaConsideriamo, ora, dei materiali in 
ui le 
ari
he elettri
he, lo
alizzate negliatomi e nelle mole
ole, siano ma
ros
opi
amente stati
he, ovvero non 
i siano�ussi di materia e di 
ari
a lungo di essi. Questi materiali, di 
onseguenza,non 
ondurranno 
ari
he elettri
he e saranno dunque degli isolanti elettri
i. Sepensiamo questi materiali 
ome delle distribuzioni uniformi di 
ari
he, potremos
rivere:
V (x) =

1

4πǫ0

∫

ρ(x′

|x − x′|
d3x′Detto r = x − x′ e sviluppando in serie di Taylor attorno a r−1, otteniamo:

V (x) ≃
1

4πǫ0





q

r
+

p · r

|r|3
+

1

2

∑

i,j

Qijxixj

|r|5



 (1.22)Dalla 1.22, notiamo 
he per questi materiali � i dielettri
i � valgono le stesseleggi 
he per il vuoto, 
on una 
orrezione 
he, ma
ros
opi
amente si può pensare
ome una diversa 
ostante dielettri
a. Detto, dunque, E0 il 
ampo nel vuoto,per i dielettri
i varrà:
E =

1

ǫr
E0in 
ui ǫr è la 
ostante dielettri
a relativa del mezzo (
he è adimensionale).Si

ome per una super�
ie 
ari
a nel vuoto vale:

E0 =
σ

ǫ0allora, per una super�
ie in un dielettri
o:
E =

σ

ǫ0ǫrSi può pensare, 
he nel materiale esista un 
ampo ma
ros
opi
o dovuto allastruttura interna, 
he generi una densità di 
ari
he (di polarizzazione) σ′ tale
he:
E =

1

ǫ0
(σ − σ′) =

σ

ǫ0ǫrdunque
σ′ =

ǫr − 1

ǫr
σ (1.23)
he mostra 
he la densità di 
ari
he di polarizzazione è proporzionale alla densitàdelle 
ari
he 
he generano il 
ampo.1.2.2 Il vettore induzione elettri
aD'altra parte, possiamo 
ostruire il potenziale ma
ros
opi
o 
ome la sovrap-posizione dei potenziali generati da volumi pi

oli (ma an
ora non abbastanza



8 CAPITOLO 1. ELETTROSTATICA E CONDUZIONEda dover 
onsiderare la struttura mi
ros
opi
a del materiale). Dai primi duetermini della 1.22:
∆V (x, x′) =

1

4πǫ0

[

ρ(x′)

x − x′
+

p · (x − x′)

|x − x′|3

]possiamo s
rivere:
V (x) =

1

4πǫ0

∫
[

ρ(x′)

x − x′
+ P(x′) · ∇′

(

1

|x − x′|

)

d3x′
] (1.24)Integrando per parti il II addendo e 
onsiderando 
he r−1 → 0 all'in�nito,otteniamo:

V (x) =
1

4πǫ0

∫

[ρ(x′) −∇′ · P(x′)]

|x − x′|
d3x′ (1.25)Che è l'espressione del potenziale stati
o 
on una densità di 
ari
a ρ − ∇ · P.Usando questa densità nella prima equazione di Maxwell:

∇ ·E =
ρeff

ǫ0
=
ρ−∇ · P

ǫ0posiamo s
rivere:
∇ · (ǫ0E + P) ≡ ∇ · D = ρ (1.26)
he de�nis
e il vettore induzione elettri
a o spostamento elettri
o D = ǫ0E+P.Se 
onsideriamo un mezzo isotropo, allora P è parallelo al 
ampo E, si potràdunque s
rivere una relazione di proporzionalità fra i due vettori, mediante un
oe�
iente indipendente dalla direzione:

P = ǫ0χE (1.27)ove χ è la sus
ettività dielettri
a, del materiale. Dunque:
D = ǫ0(1 + χ)E = ǫE
he de�nis
e la permittività elettri
a del materiale: ǫ = ǫ0(1 + χ) = ǫ0ǫr. Se ilmezzo non è uniforme, la densità di 
ari
he di volume ρ̄ = −∇ · P sarà diversada 0, dunque:

ρ̄ = −ǫ0∇ · (ǫr − 1)E = −∇ ·
(ǫr − 1)

ǫr
D = −D · ∇

(ǫr − 1)

ǫrSe, inve
e, il mezzo è isotropo e uniforme:
∇ ·E =

ρ

ǫe tutte le leggi sono uguali a quelle nel vuoto, salvo 
he i 
ampi prodotti dalle
ari
he sono ridotti di un fattore ǫ0/ǫ. Una immadiata 
onseguenza di 
iò è
he la 
apa
ità di un 
ondensatore riempito 
on una sostanza dielettri
a fra glielettrodi è maggiore di quella 
he avrebbe 
on gli elettrodi separati dal vuoto.



1.2. DIELETTRICI 91.2.3 Energia del 
ampo nei dielettri
iAbbiamo visto 
he l'energia del 
ampo nel vuoto è data da:
W =

1

2

∫

ρ(x)V (x) d3xIn presenza di un dielettri
o, non lo possiamo più dire per
hé 
'è il 
ampomi
ros
opi
o, e parte dell'energia del 
ampo è utilizzata per polarizzare il mezzo.Consideriamo la variazione dell'energia δW dovuta ad una variazione δρdella 
ari
a ma
ros
opi
a:
δW =

∫

δρ(x)V (x) d3xma:
δρ = ∇ · δD
E = −∇Ve dunque

δW =

∫

∇ · δD(x)V (x) d3x
he, integrato per parti dà:
V (x)δD|∞−∞ −

∫ ∞

−∞

δD(x) · ∇V (x) d3xIl primo termine di annulla per
hé il potenziale è nullo all'in�nito, e, in de�nitiva,si ottiene:
δW =

∫ ∞

−∞

δD(x) ·E(x) d3x (1.28)Se il mezzo è lineare, allora possiamo s
rivere:
δD · E =

1

2
δ(D · E)e dunque dire 
he l'energia del 
ampo in presenza di un dielettri
o sarà:

W =
1

2

∫

D(x) ·E(x) d3x (1.29)1.2.4 Polarizzazione per deformazione ed orientamentoVediamo, ora quali sono i me

anismi 
he possono portare alla polarizzazionedi un mezzo.Se s
hematizziamo gli atomi 
on il modello planetario di Bohr, 
on un nu
leopositivo al 
entro e gli elettroni, negativi all'esterno, l'appli
azione di un 
ampoelettri
o, sposterà il nu
leo in una direzione e gli elettrioni in quella opposta,dando 
osì luogo ad un dipolo elettri
o. Questo me

anismo è la polarizzazioneper deformazione.A livello mole
olare, è possibile 
he le mole
ole abbiano un momento elettri
oproprio. Ad esempio, la mole
ola del 
loruro di sodio, è formata da uno ione
loro, positivo, legato ad uno ione sodio, negativo. In presenza del 
ampo,queste mole
ole tenderanno ad orientarsi in media nella direzione del 
ampo,
on delle �uttuazioni dovute all'agitazione termi
a. Questa è la polarizzazioneper orientamento.



10 CAPITOLO 1. ELETTROSTATICA E CONDUZIONE

Figura 1.2: E�etto di un 
ampo elettri
o su un atomo di idtogeno nel modellodi BohrDeformazione dell'atomo di idrogenoCome esempio quantitativo di polarizzazione per deformazione 
onsideriamol'atomo di idrogeno nel modello di Bohr, in un 
ampo elettri
o 
ome mostratoin Fig.1.2.4. Per e�etto del 
ampo il nu
leo ed il 
entro dell'orbita dell'elettronesi separeranno di una distanza ξ, di 
onseguenza, la distanza tra il nu
leo di
ari
a +e e l'elettrone di 
ari
a −e sarà: r =
√

ξ2 + a2, essendo a il raggiodell'orbita. All'equilibrio dovremo eguagliare la forza attrattiva fra elettrone enu
leo (proiettata nella direzione del 
ampo), 
on quella del 
ampo, 
he tendea separarli:
1

4πǫ0

e2

r2
r

r
cos(α) = eEPer ξ ≪ a sarà: r ≃ a, inoltre cos(α) = ξ/r ≃ ξ/a, dunque:

eE =
1

4πǫ0

e2

a2

ξ

a
=

1

4πǫ0

e

a3
eξdove abbiamo evidenziato il termine p = eξ 
he rappresenta il dipolo elettri
oindotto dal 
ampo E:

p = 4πǫ0a
3E (1.30)Polarizzazione media per orientamentoCome abbiamo detto, per mole
ole dotate di un proprio momento di dipoloelettri
o, la tendenza ad orientarsi in direzione del 
ampo è 
ontrastata dall'agi-tazione termi
a 
he tenderebbe a disporle in maniera 
asuale. La polarizzazionemedia di un mezzo 
omposto da mole
ole polari, si potrà 
al
olare 
ome mediastatisti
a della polarizzazione usando la funzione di distribuzione di Boltzman,
he des
rive la distribuzione delle energie ad una determinata temperatura T .L'energia di un dipolo elettri
o p nel 
ampo E, sarà:

F · x = eE · x = p · E = pE cos θ



1.2. DIELETTRICI 11essendo θ l'angolo fra il 
ampo e il dipolo. La distribuzione di Boltzman, a menodi 
ostanti moltipli
ative (ininfuenti nel 
al
olo della media) è:
f(cos θ) = e−

p·E

kT (1.31)Di 
onseguenza, il valor medio della polarizzazione sarà:
< P >=

∫ π

−π
cos θf(cos θ) dΩ

∫ π

−π
f(cos θ) dΩ

(1.32)essendo dΩ = sin θ dφ dθ = dφ d(cos θ) l'elemento di angolo solido. Sostituendoa f(cos θ) la sua espressione (1.31) ed eseguendo il 
ambio di variabile x = cos θ:
< P >=

∫ 1

−1
xea x dx

∫ 1

−1 e
ax dxavendo 
hiamato a = Ep

kT . Integrando per parti il numeratore, otteniamo:
1
a [xeax]

1
−1 −

1
a2

∫ 1

−1 e
ax dx

1
a

∫ 1

−1
eax dxEseguendo il 
al
olo:

< P >= ctgh(a) −
1

a
= L(a) (1.33)La funzione L(a) è la funzione di Langevin. Per valori di KT ≫ Ep (
ioé quasisempre nell'ambiente, essendo 300K = 0.0025 eV/c2 = 4.14 10−21J), possiamosviluppare L(a) in serie attorno ad a = Ep/KT , e risulta: L(a) ≃ a/3, e dunque:

〈P〉 = pL(a) =
p2E∗

3KTIl dipolo totale sarà dato da P = n〈P〉 = nαE∗, essendo α la polarizzabilitàeletttri
a ed E∗ il 
ampo interno. Dobbiamo adesso valutare il 
ampo interno almateriale. Se 
onsideriamo un volume sferi
o V e raggio R 
he 
ontenga moltemole
ole, il 
ampo interno alla sfera generato dalle 
ari
he di polarizzazione sipuò ri
avare dal teorema di gauss. Infatti il �usso Fs(E) del 
ampo attraverso lasuper�
ie è: Fs(E) = 4πr2E(r) e la 
ari
a 
ontenuta nella sfera è q = 4/3πr3ρ.Dunque, per Gauss Fs(E) = q/ǫ0 = ρr/3ǫ0, possiamo s
rivere:
E∗ =

P

3ǫ0
(1.34)Dunque, il 
ampo interno al materiale, dovuto alle 
ari
he di polarizzazione edal 
ampo esterno sarà:

E∗ = E +
1

3ǫ0
Pma, si

ome P = nαE∗, 
on su

essivi passaggi, possiamo ri
avare l'espres-sione della polarizzazione elettri
a in funzione del solo 
ampo esterno e dellapolarizzabilità:

P = nα

(

E +
1

3ǫ0
P

)



12 CAPITOLO 1. ELETTROSTATICA E CONDUZIONE

Figura 1.3: Super�
ie di separazione fra due dielettri
i di�erenti
P =

nαE

1 − nα
3ǫ0

= ǫ0χE (1.35)e di 
onseguenza, l'espressione della sus
ettività elettri
a in funzione della po-larizzabilità:
χ =

nα

1 − nα
3

(1.36)Relazione di Clausius-MossottiRi
aviamo, ora, un'espressione 
he lega la 
ostante elettri
a relativa alla pola-rizzabilità, 
he, 
ome vedremo in seguito, è molto utile quando si 
onsideranogli e�etti di un 
ampo variabile nel tempo su di un materiale dielettri
o.Partendo dall'Eq.(1.35), e ri
ordando 
he ǫ = ǫ0(1 + χ) = ǫ0ǫr, ri
aviamo:
ǫ = ǫ0

(

3nα

3ǫ0 − nα
+ 1

)

= ǫ0ǫrdunque
(ǫr − 1)(3ǫ0 − nα) = 3nαed, in�ne, ra

ogliendo a primo membro tutti i termini in nα, otteniamo larelazione di Clausius-Mossotti:

nα

3ǫ0
=
ǫr − 1

ǫr + 2
(1.37)1.2.5 Passaggio fra due dielettri
iConsideriamo due dielettri
i adia
enti 
on 
ostanti dielettri
he ǫ1 ed ǫ2 
ome inFig.1.3. Si

ome ∇ × E = 0, la 
ir
uitazione lungo una qualsiasi linea 
hiusa
he passi attraverso i due dielettri
i è nulla. In parti
olare possiamo prenderela linea indi
ata in Fig. 1.3 e far tendere a zero la lunghezza dei tratti 
heattraversano la super�
ie di separazione. Al limite, per
hé sia rispettata la
ondizione sul rotore, sarà:

Et1 = Et2
ioé, la 
omponente trasversale del 
ampo elettri
o si 
onserva.



1.2. DIELETTRICI 13D'altra parte, 
onsiderando un 
ilindretto 
on le due basi dS nei due die-lettri
i, si

ome questo non 
ontiene 
ari
he, sarà nullo il �usso del 
ampo D,dunque, ∇ ·D = 0 e quindi:
∫

D · n dS = 0an
he qui, fa
endo tendere a 0 la distanza fra le basi, 
onterà solo il �ussoattraverso le basi, e di 
onseguenza:
Dn1 = Dn2 (1.38)Quindi si 
onserva la 
omponente normale dell'induzione elettri
a. Si

omeD =

ǫE, la (1.38) diventa ǫ1En1 = ǫ2En2. Dividendo per la 
omponente trasversaledel 
ampo elettri
o avremo:
ǫ1
En1

Et1
= ǫ2

En2

Et2
= ǫ1E tgθ1 = ǫ2E tgθ2essendo θi l'angolo 
he il 
ampo elettri
o ha rispetto alla normale alla super�
iedal lato i. Di 
onseguenza:

tgθ1
tgθ2

=
ǫ2
ǫ1

(1.39)1.2.6 Dielettri
i in presenza di 
ampi variabili nel tempoPer 
apire il 
omportamento dei dielettri
i sottoposti all'azione di 
ampi va-riabili nel tempo, dobbiamo 
onsiderare dei modelli sempli
i 
he ne mimino il
omportamento.Polarizzazione per deformazione: modello a mollaPer quel 
he riguarda la polarizzabilità per deformazioine dell'atomo, useremoun modello dell'atomo di idrogeno, in 
ui l'elettrone è legato al nu
leo da unamolla di 
ostante elasti
a K. Sotto l'e�etto di un 
ampo lo
ale Eloc l'elettronesi sposterà di x. All'equilibrio:
−eEloc = K x = mω2

0xavendo de�nito la pulsazione ω0 =
√

K
m . L'equazione del moto è:

m
d2x

dt2
+mω2

0x = −eEPer un 
ampo variabile nel tempo E = E0 e
iωt avremo:

m
(

−ω2 + ω2
0

)

x0 = −e E0e dunque, per un atomo di numero atomi
o Z:
x0 = −

Ze

m (−ω2 + ω2
0)
E



14 CAPITOLO 1. ELETTROSTATICA E CONDUZIONEe dunque, essendo il dipolo p = −e x0, possiamo ri
avare la polarizzabilità perdeformazione (atomi
a):
αat =

Ze2

m (ω2
0 − ω2)

(1.40)Come si vede, la (1.40) diverge per ω = ω0, e dunque ω0 è la frequenza dirisonanza dell'atomo 
onsiderato. Per ω ≪ ω0 sarà:
αat =

Ze2

mω2
0

(1.41)La frequenza ω0 può essere valutata a partire dalla relazione di Plank Emn =
~ωnm, essendo Enm dell'ordine della de
ina di eV/c2. Per dare un limitesuperiore, l'energia di ionizzazione dell'atono di idrogeno è 13.595 eV/c2 e
~ = 6.583 · 10−16eV s. Da questa stima verrebbe: ω0 = 2.06 · 1016Hz. D'altro
anto, 
onsiderato 
he le polarizzabilità misurate sono dell'ordine di 10−24cm3,possiamo s
rivere:

ω2
0 = 1024Ze

2

mil rapporto tra la massa e la 
ari
a dell'elettrone è noto dagli esperimenti diThompson (
he 
onfrontano la de�essione di un fas
io di elettroni di energianota da parte di un 
ampo elettri
o e magneti
o) e la 
ari
a dell'elettronedall'esperimento di Millikan:
e

m
= 1.7 · 10−11 C/g = 5.272 e.s.u./g

e = 1.602 · 10−19C = 4.803 · 10−10e.s.u.Dunque, risulta:
ω0 ≃ Z1/21.15 · 1016cycl/spari a una frequenza di ν = ω0/2π = 2.4 · 1015 Hz e ad una lunghezza d'onda

lambda = c/ν = 1.25 · 107 m, nell'ultravioletto.Polarizzazione di una mole
ola biatomi
a in un reti
oloConsideriamo un 
ristallo ioni
o biatomi
o 
on due soli ioni di 
ati
a unitariaoppostra per 
ella primitiva(per es. NaCl = Na++Cl−) sottoposto all'azione diun 
ampo elettri
o variabile nel tempo. Per e�etto del 
ampo, gli ioni positivie negativi, si sposteranno dalle rispettive posizioni di equilibrio in direzioniopposte. Il dipolo elettri
o indotto dallo spostamento delle 
ari
he è:
p = e(u+ − u−) = ewessendo u± lo spostamento delle 
ari
he ± rispetto alla loro posizione di equili-brio. L'equazione del moto sarà:

M+ü
+ = −K(u+ − u−) + eE (1.42)

M−ü
− = −K(u− − u+) − eE (1.43)sottraendo membro a membro e detta 1

M = 1
M+

+ 1
M−

:
ẅ = −2

K

M
w + 2

e

M



1.2. DIELETTRICI 15se, 
ome al solito, 
er
hiamo soluzioni periodi
he per un 
ampo periodi
o, detta
ω̄ =

√

K
M , otteniamo:

−ω2w0 = −2ω̄2w0 +
2e

M
E0da 
ui:

w0 =
eE0

2M(ω̄2 − ω2)e possiamo ri
avare la polarizzabilità mole
olare:
αmol =

p

E
=

e2

2Mω̄2
(

1 − ω2

ω̄2

) (1.44)L'espressione 1.44, è sostanzialmente analoga a quella per la polarizzabilità ato-mi
a 1.41, solo, 
he la frequenza di risonanza in gio
o, adesso è determinata dalleenergie di vibrazione reti
olari. Possiamo stimare queste energie dal modello diDebye, essere sell'ordine di 10−2 ÷ 10−1 eV , e quindi da la ω̄ sarà da 10 a 100volte più pi

ola di quella atomi
a e quindi la polarizzzabilità mole
olare dipen-derà signi�
ativamente dalla frequenza a frequenze tipi
he della lu
e visibile einfrarossa. D'altro 
anto, si

ome la massa a denominatore è quella del nu
leo,
he è 104 volte quella dell'elettrone a denominatore nella 1.41, le polarizzabilitàstati
he (
ioè quelle per frequenze molto inferionri alla risonanza), sono 
ompa-rabili. Questo sogni�
a 
he il modello di ione rigido 
he abbiamo 
onsideratonel modello reti
olare, non è giusti�
ato e va 
onsiderata an
he la polarizabi-lità atomi
a dei singoli ioni. Il modo più sempli
e di fare 
iò è sempli
ementesommare le polarizzabilità degli ioni a quella reti
olare:
α = (α+ + α−) +

e2

M (ω̄2 − ω2)
(1.45)An
he se questo modello è molto naive e porta a risultati numeri
amente nonmolto realisti
i, qualitativamente mostra la struttura reale. Inserendo la 1.45nella relazione di Clausius-Mossotti 1.37, otteniamo:

ǫ(ω) − 1

ǫ(ω) + 2
=

n

3ǫ0

(

α+ + α− +
e2

M (ω̄2 − ω2)

) (1.46)È 
onveniente s
rivere ǫ(ω) in funzione dei suoi valori limite ǫ(0) per ω ≪ ω̄ e
ǫ(∞) per ω̄ ≪ ω ≪ ω0. Infatti, la prima quantità è la polarizzabilità stati
a e lase
onda è legata alla 
ostante dielettri
a a frequenze otti
he e dunque all'indi
edi rifrazione r del 
ristallo: ǫ(∞) = r21.

ǫ(0) − 1

ǫ(0) + 2
=

n

3ǫ0

(

α+ + α− +
e2

Mω̄2

) (1.47)
ǫ(∞) − 1

ǫ(∞) + 2
=

n

3ǫ0
(α+ + α−) (1.48)sostituendo in 1.46, troviamo:

ǫ(ω) − 1

ǫ(ω) + 2
=
ǫ(∞) − 1

ǫ(∞) + 2
+

1

1 − ω2

ω̄2

(

ǫ(0) − 1

ǫ(0) + 2
−
ǫ(∞) − 1

ǫ(∞) + 2

)1Non si è usato il simbolo usuale n per l'indi
e di rifrazione per non 
onfonderlo 
on ladensità numeri
a dei dipoli
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ui possiamo trovare ǫ(ω):
ǫ(ω) = ǫ(∞) +

ǫ(∞) − ǫ(0)
ω2

ω2
T

− 1
(1.49)ove

ω2
T = ω̄2

(

ǫ(∞) + 2

ǫ(0) + 2

)Catastrofe di polarizzazioneDalla relazione di Clausius-Mossotti 1.37, si ri
ava 
he la 
ostante dielettri
arelativa
ǫr =

1 + 2nα
3ǫ0

1 − 1nα
3ǫ0

(1.50)tende ad in�nito per nα/ǫ0 = 3 (
atastrofe di polarizzazione). Si

ome il valoredi ǫr è molto sensibile alle pi

ole variazioni di nα/ǫ0 attorno al suo valore
riti
o, potremo sviluppare in serie:
nα

3ǫ0
= 1 − 3sin 
ui s≪ 1. Sostituendo in 1.50, si ottiene:

ǫr =
1 − 2 − 6s

1 − 1 − 3s
=

1

s
− 2 ∼

1

sLa polarizzabilità α dipenderà dalla temperatura (quanto meno per
hé le di-stanze mole
olari 
i dipendono), dunque an
he s. Supponiamo 
he vi
ino aduna temperatura 
riti
a Tc, la variazione sia lineare. Potremo s
rivere 
he
s = β(T − Tc), allora

ǫr =
1

β(T − Tc)divergerà alla temperatura 
riti
a.1.2.7 Teorie di 
ampo medio[...℄1.3 Conduzione elettri
aLa 
onduzione elettri
a si può vedere 
ome un fenomeno di trasporto di 
ari
heper e�etto di un 
ampo elettri
o. Dal punto di vista ma
ros
opi
o, se indi
hiamo
on I l'intensità della 
orrente elettri
a, ri
ordiamo 
he vale la legge di Ohm:
V = RI 
he lega il potenziale elettri
o ai 
api di un 
onduttore all'intensitàdi 
orrente tramite la resistenza elettri
a 
he è una quantità 
he dipende dallageometria e dalle 
aratteristi
he �si
he del materiale. In parti
olare possiamos
rivere 
he

R =
ρ ℓ

Sove ρ è la resistività spe
i�
a del materiale, ℓ la lunghezza del 
onduttore e Sla sua sezione.



1.3. CONDUZIONE ELETTRICA 171.3.1 Elementi della teoria di DrudeConsideriamo il 
onduttore dal punto di vista mi
ros
opi
o 
ome un gas diportatori liberi di 
ari
a, 
on densità n. La forza subita da una 
ari
a −eimmersa in un 
ampo elettri
o E sarà:
F = −eE = m

dv

dt
(1.51)ovem è la massa del portatore (per es. l'elettrone o uno ione) e v la sua velo
ità.Dalla 1.51, ri
aviamo la velo
ità al tempo t per e�etto del 
ampo:

v(t) = −
eE

m
t (1.52)Supponiamo 
he i portatori di 
ari
a 
ollidano fra di loro 
on una probabilitàpari all'inverso del tempo medio τ fra le 
ollisioni, allora la velo
ità media fradue urti su

essivi sarà:

v̄ =
1

τ

∫ τ

0

v(t) dt = −
1

τ

eE

m

τ2

2
= −

eEτ

2m
(1.53)Se de�niamo la densità di 
orrente J 
ome la densità di 
ari
a−ne per la velo
itàmedia otteniamo:

J =
ne2τ

2m
E (1.54)Questa equazione lega la densità di 
orrente J ad una quantità 
aratteristi
adel materiale. Si

ome I = de

dt e E = −∇V = −∂V
∂ℓ sarà

−
∂V

∂ℓ
= −R

∂I

∂ℓ
= −RS dℓ

∂J

∂ℓ
= Eda 
ui:

E = RJSovvero
J = σE (1.55)avendo de�nito la resistività del materiale 
on σ = 1

ρ . Dal 
onfronto 
on la 1.54,ri
aviamo l'espressione della resistività:
σ =

ne2τ

2m
(1.56)1.3.2 Lavoro me

ani
o della 
orrente e legge di JouleIl lavoro me

ani
o in presenza di un 
ampo elettri
o sarà

dL = qE · vdt = ρv · E dV dt = J ·E dV dtdalla 1.55 possiamo ri
avare la potenza disspata per unità di volume:
W =

∂2L

∂t∂V
= σE2 (1.57)
he rappresenta la legge di Joule espressa per le densità.



18 CAPITOLO 1. ELETTROSTATICA E CONDUZIONE1.3.3 Correnti di origine termi
aLa velo
ità media dei portatori di 
ari
a dovuta ad un gradiente di temperatura,si può 
al
olare dall'energia termi
a per portatore E(t). Un portatore 
he abbiasubito l'ultima 
ollisone in x′ avrà un'energia termi
a E(T (x′)); i portatori 
hearrivano ad un punto x da un punto a temperatura maggiore avranno subitol'ultima 
ollisione in x− vτ e dunque la loro rnergia sarà: E(T (x− vτ)). Il loro
ontributo alla 
orrente sarà:
J(T>) =

n

2
vE(T (x− vτ))analogamente, per i portatori provenienti dal punto a temperatura inferiore:

J(T<) =
n

2
(−v)E(T (x + vτ))dunque, il �usso di energia dovuto allo spostamento di 
ari
he è:

J(q) =
1

2
nv [E(T (x− vτ)) − E(T (x+ vτ))]Esprimendo la di�erenza in termini delle derivate:
J(q) = nv2τ

∂E

∂T

(

−
∂T

∂x

) (1.58)Il termine n ∂E
∂T = cv è il 
alore spe
i�
o a volume 
ostante. Possiamo passareal 
aso tridimensioale sostituendo alla velo
ità v la sua 
omponente in unadirezione e mediando su tutte le direzioni. Si

ome 〈v2

x〉 = 〈v2
y〉 = 〈v2

z〉 = 1/3v2,avremo:
J(q) =

1

3
v2τcv(−∇T ) (1.59)Dunque 
'è una 
orrente elettri
a proporzionale al gradiente del 
ampo 
onuna 
onduttività (termoelettri
a) k = 1
3τv

2cv. In 
ondizioni di 
ir
uito aperto,questa porta all'a

umulo di 
ari
he sui bordi del 
onduttore e dunque ad un
ampo elettri
o 
he si oppone al gradiente termi
o. L'esistenza di questo 
ampoelettri
o è nota 
ome e�etto Seebe
k e si s
rive 
onvenzionalmente 
ome:
E = Q∇T (1.60)in 
ui la 
ostante Q è nota 
ome termopotenza. Per stimare Q, notiamo 
he,nel nostro modello monodimensionale, la velo
ità media in un punto x dovutaal gradiente termi
o è:

vQ =
1

2
[v(x− vτ) − x(x+ vτ)] = −vτ

dv

dx
= −τ

d

dx
v2passando a tre dimensioni 
ome prima:

vQ = −
τ

6

dv2

dT
∇T (1.61)La velo
ità media dovuta al 
ampo elettri
o è

v = −
eEτ

2m



1.3. CONDUZIONE ELETTRICA 19per avere vQ + vE = 0, sostituendo la 1.60 otteniamo:
τ

3

dv2

dT
∇T −

eQ∇Tτ

2m
= 0da 
ui

Q = −
1

3e

d

dT

mv2

2
= −

1

3e

∂E

∂T
= −

1

3e

cv
ndunque indipendente dal tempo di rilassamento τ .1.3.4 Conduzione nei materiali semi
onduttoriI materiali semi
onduttori, sono tipi
amente isolanti 
ovalenti. Esempi 
lassi
isono il Sili
io ed il Germanio (ampiamente utilizzati nell'industria elettroni
a)
on una distanza tra la banda di valenza e la banda di 
onduzione � la 
osiddettagap � rispettivamente di 1.12 eV e 0.67 eV alla temperatura ambiente 300K.Per des
rivere il 
omportamento dei materiali semi
onduttori avremo biso-gno di introdurre al
uni sempli 
on
etti di me

ani
a quantisti
a.Funzione d'onda ed Equazione di S
hrödingerIn Me

ani
a Quantisti
a ad ogni parti
ella è asso
iata una funzione d'onda:

ψ(x, t) =

∫

ei~(ωt−k·x) dk (1.62)
he si propaga 
on una velo
ità di gruppo vg = ∇kω nella direzione di k. Se E e
p sono rispettivamente l'energia e l'impulso della parti
ella ed m la sua massa,possiamo s
rivere 
he

vg = ∇pE =
p

mSeguendo l'ipotesi di De Broglie del dualismo onda-parti
ella e l'osservazione diEinstein 
he l'energia dei fotoni era proporzionale alla loro frequenza tramite la
ostante di Plan
k:
E = ~ωsarà p = ~k. Con queste posizioni, se vogliamo ri
avare l'espressione 
lassi
a
he lega energia ed impulso, a partire dalla funzione d'onda:

E =
p2

2m
= ~ω =

~
2k2

2m
(1.63)possiamo pro
edere per derivazione. Essendo:

E = i~
∂ψ(x, t)

∂t
p = i~∇ψ(x, t)e dunque

i~
∂ψ(x, t)

∂t
= −

~
2

2m
∇2ψ(x, t) (1.64)Che è l'equazione di S
hrödinger per parti
elle libere. In generale potremos
rivere:

i~
∂ψ(x, t)

∂t
+

~
2

2m
∇2ψ(x, t) = V (x, t)ψ(x, t) (1.65)essendo V (x, t) il potenziale a 
ui è soggetta la parti
ella in questione.
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a
eIn un potenziale periodi
o, quale può essere quello a 
ui è sottoposto un porta-tore di 
ari
a in un 
ristallo, e nel 
aso di portatori non interagenti, la funzioned'onda della parti
ella può essere s
ritta 
ome:
ψn,k = eik·xun,k(x) (1.66)in 
ui un,k(x) è una funzione 
he ha la stessa periodi
ità del reti
olo. La velo
itàdel pa

hetto d'onda è, 
ome abbiamo detto:
vg = ∇kω =

1

~
∇kESotto l'azione di una forza esterna F, l'energia della parti
ella, varierà 
ome:

dE

dt
= F · vg =

1

~

∑

i

∂E

∂ki
FiD'altra parte, sviluppando la derivata temporale segue 
he:

dE

dt
=
∑

i

∂E

∂ki

∂ki

∂tda 
ui, per 
onfronto si ri
ava 
he k̇ = F/~, 
he non è un risultato banale,per
hé l'impulso 
ristallino ~k, non è un impulso propriamente detto.L'a

elerazione subita è:
v̇g =

1

~

∑

i

∂

∂ki

∂E

∂t
ei =

1

~

∑

i

ei

∂

∂ki

∑

j

∂E

∂kj

∂kj

∂teseguendo le somme, si ottiene:
v̇g =

1

~

∑

i,j

= ei

∂2E

∂ki∂kj

∂kj

∂t
(1.67)Dunque la parti
della si muove sotto l'azone di una forza F = ~k̇ 
ome se avesseuna massa e�
a
e:

mij =
~

2

∂2E
∂ki∂kj

(1.68)Densità degli stati e numero di portatori[Kittel, Introdu
tion to Solid State Physi
s℄Dalla 1.63, nel 
aso stazionario, si ri
ava:
E =

~
2|k|2

2mSu di un segmento di lato L, i valori permessi di k sono solo i multipli del valoreminimo kmin = 2π
L e dunque in un volume L3 il numero di stati possibili sarà



1.3. CONDUZIONE ELETTRICA 21dato dal rapporto tra il volume della sfera di raggio k nello spazio degli impulsied il 
ubo di lato kmin:
N =

4
3πk

3

(

2π
L

)3 =
V

6π2
k3 (1.69)Dalla 1.63 ri
aviamo k = (2mE/~2)1/2 e lo sostituiamo nella 1.69 per ri
avare ilnumero degli stati per unità di volume in funzione dell'energia E, tenendo an
he
onto 
he per ogni stato 
i sono 2 possibili orientazioni dello spin degli elettroni:

n ≡
N

V
=

1

3π2

(

2mE

~2

)
3
2 (1.70)La densità energeti
a degli stati è de�nita 
ome:

D(E) =
dn

dE
=

1

2π2

(

2m

~

)
3
2

E
1
2 (1.71)Il numero di elettroni in banda di 
onduzione ad una temperatura T , si ri
avadalla densità di stati e dalla statisti
a di Boltzmann:

nc(T ) =

∫ ∞

Ec

D(E)e
E−µ
kT dE (1.72)essendo Ec il livello in energia della base della banda di 
onduzione e µ il poten-ziale 
himi
o. Sostituendo la 1.71 nella 1.72 otteniamo l'espressione del numerodi elettroni in banda di 
onduzione alla temperatura T:

nc(T ) = 2

(

mekT

2π~2

)
3
2

e
µ−Ec

kT (1.73)in 
ui me è la massa e�
a
e degli elettroni in banda di 
onduzione. Un'espres-sione analoga può essere s
ritta per le la
une in banda di valenza.
nv(T ) = 2

(

mhkT

2π~2

)
3
2

e
Ev−µ

kT (1.74)Moltipli
ando fra loro le 1.73 e 1.74, si nota 
he il prodotto non dipende dalpotenziale 
himi
o ma solo dalla di�erenza di energia tra la banda di valenza equella di 
onduzione Ec − Ev = −Eg:
np = 4

(

kT

2π~2

)3

(memh)frac32e
−Eg
kT (1.75)In un semi
onduttore intrinse
o, tutti gli elettroni 
he vanno in banda di 
on-duzione las
iano una la
una in banda di valenza e dunque, per loro, n = p. Perquesti materiali, dunque, il numero totale di portatori di 
ari
a è:

n = 2

(

kT

2π~2

)frac32

(memh)frac34e
−Eg

2kT (1.76)La mobilità intrinse
a è la grandezza della velo
ità di drift per unità di 
ampo:
µi = |vi|/E ed è positiva, sia per le la
une sia per gli elettroni. La 
ondu
ibilitàè la somma:

σ = neµe + peµh


