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Capitolo 1

Oscillazioni e Onde

1.1 Il problema

Consideriamo una corda ideale, di dimensione trasversale trascurabile e densita
p- La corda, in condizioni di riposo giace sull’asse delle ascisse del piano Oxy
ed é soggetta ad una tensione T. Se applichiamo una forza F' parallelamente
all’asse y, la corda si deformera in una curva nel piano Ozy. Lasciata libera,

y

M N X

Figura 1.1: Schematizzazione delle forze agenti su una corda lasciata libera fuori
dalla posizione di equilibrio

consideriamo le forze agenti sul segmento di corda M’ N’ nella direzione dell’asse
y. Se consideriamo trascurabile la differenza tra i moduli delle tensioni nei punti
M’ ed N', e chiamiamo u(z, t) lo spostamento della corda nel punto x all’istante
t potremo scrivere:

0?u(x,t)

ot?
essendo 0’ e 6 gli angoli delle tangenti a u(x,t) rispettivamente in M’ ed N’ ed
M = pdx.

M = —Tsin(0") + T sin(0) (1.1)
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Al primo ordine, potremo dire che

) ~ Ou(x,t)
sin(0) ~ 6 ~ tg(0) = o
e dunque:
) ) 0u(x,t)
sin(0") — sin(0) = de

Sostituendo in 1.1, troviamo:
Q*u(x,t) T %u(x,t)
o2 p  Ox2

La (1.2) é un caso semplice dell’equazione delle onde.
Se consideriamo le dimensioni del rapporto %, vediamo che:

T mlt=2

| = —_ [12t72}

p m i1
e dunque ha le dimensioni del quadrato di una velocita, verra indicata con ¢? e,
vedremo, ¢ la velocita di propagazione della perturbazione lungo la corda.

(1.2)

1.2 La soluzione di D’Alambert

Il primo a dimostrare 1’esistenza ed unicitd ed a trovare una soluzione di questa
equazione fu il matematico francese D’Alambert, e , 'operatore differenziale che
applicato ad una funzione delle coordinate u(z,y, z, ), restituisce ’equazione
delle onde, da lui, prende il nome di d’alambertiano e si indica con il simbolo:

L P
ot2 ox2  Oy? 022 Ot?

La soluzione di D’Alambert parte dal cambiamento di variabili (suggerito dal
fatto che 97 — ¢*V? = (9; — ¢V)(0; + V) ):

E=x—ct
{n:x-i-ct (1.3)

— 2V?

dunque:
du_oudg  oudy _
or 0¢0x Ondxr

ou Ou
=4 = 14
o€ "oy (14)
ou_0ud¢ | oudn _
ot 0ot  onot
ou Ou
~[% - &) 49
Derivando una seconda volta:
0%u  %u 0%u 9%u
= " 49. - - 4 1.
922 —o¢2 % ooy o (16)
Pu 5 [(0%u Pu  9*u
o= (2 1.
5 = (58~ 5e3y * o) 7
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e dunque, sostituendo nella (1.2) otteniamo che:
*u
oo

L’Eq.(1.8) indica che la derivata rispetto a 7 & una costante rispetto a &,
dunque una funzione della sola 7:

- = Jfi(n) (1.9)

(1.8)

Integrando ancora rispetto a 7 :

u(&,n) =/f1(77)d77+0 (1.10)

in cui C' & una costante rispetto a 7 e puod essere una funzione della sola &

u(z,t) = g1(x — ct) + ga(x + ct) (1.11)
Le funzioni generiche fi(z — ct) e fa(z + ct) indicano due perturbazioni che si
propagano lungo la corda nelle due direzioni opposte con velocita di modulo c.
Queste funzioni possono essere determinate imponendo le condizioni iniziali:

u(r,t =0) = ¢(x) % li=o= ¢1(x) (1.12)

Si ricavas:

u(x,t) = o1(2)dz (1.13)

2 2¢
nota come soluzione di D’Alambert e le rette x & ¢t = cost nel piano xt sono le
caratteristiche.

d(x — ct) + ¢z + ct) n 1 /IJrCt

—ct

1.2.1 Corda finita

Se la corda ha dimensione finita di lunghezza [, fissata agli estremi (x = 0 x = 1),
oltre alle condizioni (1.12) devono essere soddisfatte le condizioni ulteriori:

uwlz=0,t)=0 ulx=10,t)=0 (1.14)

La soluzione di D’Alambert, continua ad essere valida, ma le funzioni ¢; (z —
ct) e ga(x + ct) hanno un argomento che pud essere all’estreno dell’intervallo di
definizione del problema. Per poter risolvere il problema occorrera considerare
solo la perturbazione iniziale della corda infinita tale che il movimento della sua
porzione (0,1) sia quello indicato dalle condizioni.

{ gi(—ct) + ga(ct) =0
gl—ct)+g2(l+ct) =0

0, indicando la variabile indipendente semplicemente con x:
gi(=x) =—g2(x)
1.15
{91<Z—x> — —gall+ ) (L15)

Possiamo verificare che, sostituendo nella seconda delle (1.15) z con (I + ), e
utilizzando la prima, si ottiene:

g2(z +21) = —g1(—) = g2(x)

e dunque go(z) é periodica di periodo 2l, e analogamente per la g1 ().
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1.3 Oscillazioni di un gas compresso

x+& .‘."‘.‘de-'-(g“—._

L

Figura 1.2: Schematizzazione delle forze agenti su un gas compresso in un cilin-
dro

Consideriamo un gas contenuto in un cilindro di volume dV = Sdx e limitato
da un lato da un pistone. Se il pistone (la parete si sinistra del cilindro) si muove
di d§, la variazione di pressione fra le due facce,all’inizio, sara, al primo ordine:

Op
dP = —d
ox v

e di conseguenza, la forza agente sul pistone

dF = SdP = —Sa—de
ox

Applicando la prima legge di Newton F' = ma ed essendo m = poV si ottiene:

0% oP
Dividendo tutto per Sdz si ha:
0% oP
MoE = or (1.17)

La variazione di pressione puo essere calcolata introducendo il coefficente di
compressibilita k tale che:

dP = ——— 1.1

La variazione relativa di volume sara

S(dz+d§) — S(dx)  0¢

Sdzx ~ oz
e dunque:
1 0¢
P=——— 1.1
d k Ox (1.19)
OVVEro: | o¢
Poye=P— -4
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Dunque, sostituendo la (1.19) nella (1.17), otteniamo:

0%¢  10%
Poe = kor (1.20)
ovvero:
82
<6t2 - c2v2) £€=0 (1.21)
1

In una trasformazione adiabatica, &: PV = Cost, dunque Pp~" = k implica

che:

or
= kyp? 1 1.2
ap P (1.23)

Dunque, utilizzando la p?” = P/k e la definizione di k (1.18):

Pd 1d
qp = 1£ep _ _1dp
p kp

da cui si ricava, che per un gas adiabatico, il coefficiente di compressibilita vale:

1
S — AP 1.24
r =7 (1.24)

L’equazione delle onde che abbiamo ricavato, riguarda lo spostamento. Per
ricavare il comportamento della pressone, possiamo partire dalla (1.18), scritta
come:

10
P:%‘%i

dunque, derivando due volte rispetto a x otteniamo:

827P_ 10 0%
8z~ k Ox 022

ma, per la (1.20):

0?P a9 0%
L = py—— 1.2
02>~ Moz or (1.25)
D’altra parte derivando rispetto a t due volte:
o%pP 1 0 0%
- > 1.26
ot? k Ox Ot? (1.26)
e, confrontando le (1.25) e (1.26), si ricava:
o*p 1 9*p
—=—— 1.27
o2 pok Ox2 (1.27)

Dunque anche la pressione varia nel cilindro secondo ’equazione delle onde, e
analogamente si puo ragionare per la densita.
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1.4 1l metodo di Fourier

Per una corda fissata agli estremi, un metodo alternativo, che porta ad interes-
santi conseguenze é quello di Fourier o di separazione delle variabili. Si tratta di
cercare soulzioni particolari dell’equazione di D’Alambert, che siano il prodotto
di una funzione solo del tempo e di una del solo spazio:

u(z,t) = X (2)T(¢) (1.28)
Sostituendo questa soluzione nell’eq. (1.2), otteniamo:
EX"(2)T(t) = X (2)T(t) (1.29)

avendo indicato con il punto la derivazione rispetto al tempo e con I’apice quella
rispetto alla z. Dividendo entrambi i membri per X (z)T(t) otteniamo:

2 X"(x) T(t)

X0 =T (1.30)

Poiché il primo membro ¢ solo funzione di z e il secondo solo di ¢, I'uguaglianza
vale solo se entrambi i rapporti sono uguali ad una medesima costante A (detta
di separazione). Pertanto, I’'Eq.(1.30) ¢ equivalente al sistema di equazioni:

X"(z) = AX(x) =0

T(t) = AT(t) =0 (1.31)
La soluzione delle (1.31) ¢ del tipo:

X(z) = AV Bem Ve
T(t) = CeV™ + De~ VM (1.32)

Alla prima delle (1.32) possiamo aggiungere le condizioni al contorno: X (0) =
X (1) = 0. Sostituendo la prima condizione nella (1.32) otteniamo A = —B e
dunque, se A > 0 allora X (z) = 2Asinh(v/Az). Siccome il seno iperbolico si
annulla solo nell’origine, allora non pud essere verificata la seconda condizione
al contorno. Pertanto A dovra essere negativa: A = —k? e quindi:

X(x) = 2iA sin(kz) (1.33)

Sostituendo la seconda condizione si ha che sin(kl) = 0 che é soddisfatta solo
per k, = “F. Si avranno dunque infinite soluzioni, tutte equivalenti, anche la
somma di queste & una soluzione. Pertanto la soluzione generale sara:

X(z)=Y" 4, sm(”li) (1.34)

La costante A puo essere trovata imponendo che la soluzione sia "normalizzata",
OVVero

l
/X%lx:h:mﬁézl (1.35)
0

A, = \/f vn (1.36)

e dunque
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Passando alla parte temporale, possiamo scrivere, ponendo anche qui A = —k?2:
T(t) +w?T(t) =0

con w, = ck, e la costante k, € quella trovata precedentemente. Sostituendo
nella seconda delle (1.32) otteniamo:

T(t) = Ce™*t + De ™

Imponendo le condizioni (1.12) e conglobando il fattore di normalizzazione nelle
costanti:

i Cn+ D) sm(?) = ¢(z)
n=1

a(t = 0) —@anC D)sm(” ) = 1 (2)

n=1

Se chiamiamo: C, + D, = a, e i(C,, — D,) = By,moltiplichiamo entrambi i

membri per sin(™]*) e integriamo, ricordando la (1.35), otteniamo:

/ o(x sm )dmf
i an/o sin (nlﬂ) sin (@) dx (1.38)
n=0

Prolungando analiticamente per disparita, visto che apppare solo il seno, l'inte-
grale al secondo membro, vale:

nm

Z oznL sin (ny) sin (my)dy (1.39)
= 2nm

—nTm

che é l'integrale di una funzione dispari in un intervallo simmetrico, che fa 0, a
meno che non sia m = n, in tal caso &

/ sin? (ny)dy
e il sin?(y) & pari, quindi
nm /2
/ sin? (ny)dy = 4/n/ sin? (2)dz
—nm 0

Scrivendo sin? (2)dz = sin (z)d cos (2) e integrando per parti, viene che 2 [ sin? (z)dz =
sin (z) cos (z) + z, il primo addendo sparisce agli estremi di integrazione e il se-
condo fa 7/2. In definitiva si seleziona nella somma solo il termine m, e il
coefficiente a o, 8 1/2-2nl/m-7/2-4/n = 2/, sicché:

Q= ?/Ol sin (Zﬂ) ¢(z)dx (1.40)

l
Bn = 2 [ sin (@) ¢1(z)dx (1.41)
0
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dove nella seconda si ¢ tenuto conto delle relazioni w, = ck, e k, = nx/l.
Considerato che C,, = an, — i, € D, = a, + iB,, si vede che sono uno il
complesso coniugato dell’altro, e la u(x,t), pud essere scritta come una somma
bilaterale con un unico parametro complesso. I coefficienti «,, e 3, che abbiamo
trovato sono i coefficienti (di Fourier) dello sviluppo di u(x,t) in una serie che
possiamo ricavare manipolando la (1.37) e che prende il nome di Serie di Fourier:

u(z,t) = i (ancos (@t) + Brsin (@t)) sin (?m) (1.42)

che in forma complessa pud essere scritta come:

u(,t) = Y Dypellknment) (1.43)

n=-—oo

in cui vale la relazione (di dispersione) w, =c-k,, D_, = D, e
1 l
Dy = — d
0=73 /0 P(z)dz

1.5 Oscillazioni di una membrana

Consideriamo le oscillazioni libere di una membrana rettangolare i cui contorni
consistano nei punti del piano (z,y):x = 0x =1y = 0 y = m. Cerchiamo
soluzioni dell’equazione:

0%u 5 (0?u  O%*u

che si annullino sul contorno e di cui siano note, all’istante iniziale, la forma
funzionale ¢;(x,y) e la quella della sua derivata temporale ¢2(x,y).
Di nuovo, applichiamo il metodo di Fourier, cioé cerchiamo soluzioni del
tipo:
(acos(wt) + Bsin(wt)) Uz, y) (1.45)

Queste inserite nella (1.44) danno:

—w? (acos(wt) + Bsin(wt)) U(z,y) = a? aQ—U + 62—(] (acos(wt) + Bsin(wt))
Y= ox2 = Oy?
(1.46)
da cui, raccogliendo i termini e ponendo w?/a? = k2, si ottiene:
0?U  0°U
——t+ = | + KU = 1.4
(8:62 + 3y2) U=0 (1.47)

Come al solito, separando le variabili: U(z,y) = X(2)Y(y), otteniamo due
equazioni:

" 2 _
{X + 22X =0 (1.48)

Y//‘i‘,U/ZYZ 0

ove: A2 4 p? = k2.
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11 sistema (1.48) da la soluzione generica:

X (x) = Cysin(Ax) + Cacos(Ax)
Y (y) = Czsin(py) + Cacos(uy)

La condizione al contorno X(0) = X (1) =0 e Y(0) = Y(m) = 0 ci permettono
di dire che C5 = C4y = 0, e dunque, a meno delle costanti non nulle:

Y(y) = sin(py) (1.49)

Dalla (1.49), segue che A e g hanno un’infinita di valori tali che:

i
N T
=" (1.50)
Corrispondentemente, per le costanti k2 e w? otteniamo:
kY =n? (;z - T]r;) (1.51)
wy; = ak} (1.52)

La soluzione sara del tipo

w(wy,t) = 3 (asgeos(wist) + Bigsin(wist)) sin (”ﬁ) sin (fj’) (1.53)

ij

Ove le costanti si calcolano imponendo le condizioni iniziali. Vediamo dalla
(1.53) che, per per ciascuna frequenza propria, esistono pit forme differenti
della membrana, con differenti linee nodali, cioé linee in cui 'ampiezza della
vibrazione si annulla.

Consideriamo il caso di una membrana quadrata: [ = m = r.

La frequenza in quest caso ¢ data da:

am - -
wij = - P2+ 52 (1.54)

Cominciamo a considerare il caso i = 1, j = 1: wy; = a2 frequenza fonda-
mentale;

u11 = N1rsin(wiit + ¢11)sin (777:10) sin (%)

Non si annulla in nessun altro punto che non sia il bordo.
Passiamo al caso ¢ = 1, j = 2. La frequenza sard: wis = wo; = av/5 in
corrispondenza della quale saranno possibili due forme della membrana:

2
u12 = Nigsin(wial + ¢12)sin (?) sin (:y)

2
ug1 = Napsin(wiat + ¢a1)sin <7;1’) sin (E)

r
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che hanno linee nodali per:
r = r; Y= :

2 2

Oltre alle w15 e uo; ci sono anche altre infinite soluzioni equivalenti date dalle
loro combinazioni lineari, per es. (ponendo per semplicitd ¢15 = g1 = 0):

2 2
u(zx,y,t) = sin(wsa1t) [lez'n (?) sin <7;'y> + Nysin <7;x) sin (ﬂ;:y)]

Ponendo N; = Ny e u(z,y,t) = 0, ricaviamo la linea nodale: = 4+ y = 0, mentre
per N = —No, si ha x —y = 0. I modi corrispondenti a questo caso sono
mostrati in Fig. 1.3

Figura 1.3: Posizione delle linee nodali per il caso i=1, j=2



Capitolo

Serie e trasformate di Fourier

2.1 Serie di Fourier

2.1.1 Definizioni

Abbiamo visto nel par. 1.4, che la risoluzione del problema della corda vibran-
te, conduce ad una soluzione che é la somma di seni e coseni moltiplicati per
opportuni coefficienti:

g {ancos ( ) + Bpsin (#t” sin (?x) (2.1)

In generale, diremo che una funzione della variabile z, f(z), definita nell’inter-
vallo —m < x <, é sviluppabile in serie di Fourier, se converge la somma:

0 o0
=5 Z:: ancos(nx) + bysin(nz)] (2.2)

Il termine ag/2 é il valor medio della funzione, e si pud ricavare integrando la
(2.2) ad ambo i membri fra —7 e 7.

ag = — _Tr f(z)dx (2.3)

Avendo tenuto conto che gli integrali di seno e coseno, su un numero intero di
periodi, sono nulli. I parametri a,, e b, si possono ricavare moltiplicando ambo
i membri della (2.2) rispattivamente per cos(mx) e sin(mz) ed integrando:

am:% 3 f(x)cos(mz)dx (2.4)
by = % i f(z)sin(ma)dx (2.5)

—T

avendo considerato che l'integrale del seno e coseno al quadrato, su un numero
intero di periodi, & 1/2 e l'integrale dei prodotti misti si annulla.

13
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Se la f(x) & definita in un intervallo ¢ — d < x < ¢+ d, allora sara:

f(x) =%0 + g [ancos <n7r (@ ;F C)) + bpsin (mr (z ZZL ) )} (2.6)

- / b @)eos (mr (@ u C)) do (2.7)

dJe—aq
b :é / _:d F(z)sin (mr (@ Z C)) dx (2.8)

Considerato che la somma (2.2) é composta da termini pari e termini dispari, &
chiaro che se la funzione & pari(f(x) = f(—x)), i coefficienti dei termini dispari
saranno tutti nulli (come si pud vedere anche direttamente dalle definizioni
(2.5)), e viceversa, per le funzioni dispari (f(z) = —f(—x)), sarad una somma di
soli seni.

Abbiamo gia visto in 1.4, che la serie di Fourier puo essere espressa come somma,
bilatera attraverso 1’uso di una unica variabile complessa, usando la definizione
di seno e coseno in termini di esponenziali complesse:

T —ix
cos(x) = % (2.9)
eiz _ efi:r
) = — 2.1
sin(x) 57 (2.10)

fla) =22+ > [ancos(nz) + bysin(nx)] =

2 n=1
ao o einz + efinx einz o e*inz
= — pe S — br, — B -
p el () o ()]
o [1 : 1 :
= % + Z [2(an — b, )e"m" + §<a" + ibn)em*’”} =
n=1
= > e (2.11)
n=-—o00
%(an —ib,) n>1
_ ) ao

n=0 (2.12)
(an +1iby) n <0

Cp =

Rl

2.1.2 Esempio: la onda quadra

Come esempio di sviluppo in serie di Fourier consideriamo la funzione onda
quadra

flz) =

-1 —-1<z<0
1 O<z<l1
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T
3 termini
—— 10 termini

1+

0.5

-0.5

Figura 2.1: Risultato dello sviluppo in serie di Fourier relativo all’onda quadra.
In blu la curva relativa ai primi 3 termini, in rosso quella con 10 termini

Questa funzione ¢ dispari, dunque sarad composta da una serie di soli seni. Dalla
definizione (2.8):

1
by, :2/ sin(mnz)dx
0
1 1
=2 [—cos(nm&)} =
nm o

— - (-1 1) =

B % n=2m
0 n=2m+1
In Fig.2.1 é mostrato il risultato dello sviluppo in serie per i primi 3 e 10 ter-
mini diversi da 0. Si pud notare - in particolare nella curva a 10 termini - che
I’ampiezza dell’oscillazione vicino allo "spigolo" dell’onda quadra & maggiore di
quella nella parte piatta. Questo fenomeno é una caratteristica generale delle
rappresentazioni di funzioni discontinue in serie di Fourier troncate ad un nu-
mero finito di termini, e prende il nome di fenomeno di Gibbs. Piu in generale,
data una funzione periodica differenziabile che presenta un punto di disconti-
nuita di altezza a, la serie di Fourier troncata presenta una soprelevazione di
circa 0.089490a ad ogni estremita. Ovvero la funzione che deriva dalla serie di

Fourier troncata presenta una discontinuita del 18% piu grande della funzione
originale.

2.1.3 Condizioni per la convergenza

Una condizione ovvia per la convergenza della serie di Fourier e che tutti i
suoi coefficienti siano finiti. Questo si traduce nella condizione di Dirichlet:
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Condizione necessaria per la convergenza della serie che rappresenta la funzione
periodica f(z) é che la funzione sia assolutamente integrabile su un periodo T,
ovvero che:

/ |f(z)] dz < o0 (2.13)
T

Infatti, dalla definizione dei coefficienti della serie espressa in forma bilatera
(complessa), risulta:

lak| < ’;/Tf(x)eik‘”dx

~7 [ 1r@)eta| =

~7 [ 1@l

essendo 1 il modulo dell’esponenziale complesso. Quindi, se la (2.13) ¢é verifica-
ta, per un qualsiasi periodo T finito, sara anche verificata la: |ay| < oo.

Una funzione che viola la condizione di Dirichlet ¢ f(z) = % per0 <z < 1.
Un’altra condizione di convergenza é che: in qualsiasi intervallo finito della va-
riabile indipendente, ci siano un numero finito di massimi e minimi durante un
singolo periodo della funzione.

Un esempio di funzione che rispetta la condizione di Dirichlet ma non quest’ul-

tima condizione é: )
. T
f(z) = sin <x>

che é di periodo 1, si puo verificare che & assolutamente integrabile:

1
/ f(2)ldz < 1
0

ma ha un numero infinito di massimi e minimi che si addensano verso x = 0.
Ultima condizione ¢ che in qualsiasi intervallo finito della variabile indipendente,
ci siano un numero finito di discontinuita e che ciascuna di queste sia finita.

2.2 Trasformate di Fourier

Consideriamo una funzione qualsiasi f(x) non periodica definita in un intervallo
della z : |z| < T e nulla altrove. Questa puo essere resa periodica considerando
copie identiche della funzione centrate ad intervalli Ty > T sull’asse delle z. Se
scriviamo la serie di Fourier di f(z) in forma complessa, esprimendo per esteso
i coefficienti:

fl@)y="Y_

k=—oc0

1 To/2 . .
TO/T P f(a:)eﬂkwoxdx gthwo (2.14)
—4o

Siccome f(xz) = 0 per |z| > Ty/2, lintegrale pud essere esteso all’intervallo
[—00, 0], e definire 'inviluppo di Tpay la funzione:

X (kwg) = /jo f(z)e ko gy (2.15)
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cosi che i coefficienti dello sviluppo di Fourier possano essere scritti come:

1
ar = — X (kwo
Considerato che: wg = % é la frequenza della funzione,possiamo scivere la serie:

1

T o

> X (kwo)woe' 0" (2.16)

k=—o00

f(x)

Quando Ty — o0, wy — 0 e la somma tende ad un integrale, di modo che le
(2.16) e (2.15) diventano:

flz) = % /jo X (w)e™*dw (2.17)

X(w) = /_00 f(x)e ™ dx (2.18)

L’eq. (2.18) ¢ la trasformata di Fourier della funzione f(z), mentre la (2.18) ¢
Iantitrasformata di Fourier della funzione X (w).

2.2.1 Esempi di Trasformata di Fourier

Come primo esempio di funzione di cui calcolare la trasformata prendiamo il
caso in cui:

la trasformata sara: -
X(w) = / S(z)e “Tdr =1

essendo la (x) sempre nulla tranne che per z = 0 dove vale 1.
Prendiamo ora la funzione impulso quadrato:

. 1 |x\ <T1;
f(x){o 2| > Ty

no 1. _
X(w) :/ e*lwxda:, = [efuuTl _ eszl] _
-7 w
- 2sin(le)

W

Al contrario, troviamo adesso la funzione f(x) la cui trasformata sia un gradino
nel piano delle frequenze:

X(w) = 1 |w] < W;
0w >W

L’antitrasformata ci da:

1) = o [ conas = 10V

2 J_w ™
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Figura 2.2: Risultato dell’antitrasformata di Fourier della funzione impulso, per
W=3

2.2.2 Proprieta delle trasformate di Fourier

Enunciamo, senza dimostrazione alcune delle proprietd delle trasformate di Fou-
rier:

e La trasformata di Fourier é lineare:

afi(x) +bfz(z) = aFy(w) + bFs(w) (2.19)
e Simmetria della trasformata: se f(z) ¢ una funzione di x a valori reali
allora ~
F(—w) = F(w) (2.20)
e Proprieta di shift:
flx —x0) = e ™™ F(w) (2.21)

¢ differenziazione e integrazione:

f(x)

L2 wF(w) (2.22)
/ F@)dz — %F(w) +rF(0)5(w) (2.23)

e Proprieta di scala:
flaz) — |71E|F () (2.24)

e Relazione di chiusura: ¢ 'analogo della relazione di chiusura esistente
fra due vettori ortonormali:
1 o0

— =) du = §(z — ') (2.25)
2 J_ o
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(che riflette il fatto che le \/%ei‘” formano una base ortonormale in uno
spazio funzionale)

Legata a quest’ultima proprieta, é la relazione di Parseval, che dimostriamo:

| P = o [ F@Pa .20

—0o0 —00

| lt@prae= [~ s (e -

T L[ e
1

R [ [ Z f(x)e—mdx] dos =

21 |
LR R I
= 27r . w w W

Prodotto di convoluzione

Si definisce prodotto di convoluzione (folding) di due funzioni f(z) e h(x),
I’integrale:

o) = [ T O - o)de (2.27)

Quando le funzioni sono nel dominio del tempo, la h(t — 7) & la risposta all’im-
pulso e f(7) é la sollecitazione.

La trasformata di Fourier del prodotto di convoluzione ¢ il prodotto ordinario
delle trasformate di Fourier delle funzioni. Infatti:

v = [ [ ente - ae| i -

[ n@ | e - geasac

Sfruttando la proprieta di shift (2.21),
/ h(z — €)e™*dr = H(w)e ¢

dunque:

V() = HE) [ fQe 8 = Hw)X(0)
H(w) prende il nome di Risposta in Frequenza del sistema.

Spettro di una funzione

Si definisce spettro di frequenza di una funzione, I’andamento delle ampiezze dei
coefficienti di Fourier in funzione delle frequenze, o, nel continuo, ’andamento
della trasformata di Fourier.
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Spesso, si fa riferimento alla densita di potenza spettrale (Power Spectral
Density - PSD) che é una quantita reale e deriva dalla funzione di autocorre-
lazione. Questa funzione deriva dall’esigenza di voler stimare la distribuzione
della potenza di un segnale alle varie frequenze, basndosi su un insieme finito
di dati. La correlazione fra due segnali continui z(¢) e y(t) ¢ il prodotto di
convoluzione: -

Ry (r) = / 2y (t +7)dr (2.28)
—00
che da un idea della simiglianza dei segnali. Se x ed y sono lo stesso segna-
le, si ottiene la funzione di autocorrelazione R, (7) che é massima per 7 = 0
ove esprime il valore dell’energia del segnale. Lo spettro di potenza é legato
all’autocorrelazione dalla trasformata di Fourier:

Spz(w) = /jo Ry (T)e™“7dr (2.29)

da cui si puo ricavare la autocorrelazione antitrasformando. Come si é detto la
funzione di autocorrelazione, per ritardo nullo esprime 1’energia del segnale:

Real®) = 5 [ Suutio)t (2.30)

La densita di potenza spettrale PSD ¢ definita dall’integrando di (2.30)

Sz (W)

PSD(w) = 72

(2.31)

2.2.3 Campionamento

Il campionamento di un segnale continuo consiste nel considerare la serie dei
valori che questo segnale assume ad intervalli di tempo discreti. Per semplicita
assumeremo che gli intervalli di tempo considerati siano istantanei ed equispa-
ziati con un periodo T. In questa ipotesi, campionare equivale a considerare la,

sommas
oo

zp(t) = > x(t)é(z — kT) (2.32)

k=—oc0

Applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membri, otteniamo:

X, (w) = / h (a:(t) i 5(x—kT)> =it gy (2.33)

-0 k=—oc0

La somma di funzioni delta di Dirac centrate in punti equispaziati (Fig.2.3) &
una funzione periodica pari, e dunque puo essere sviluppata in serie di Fourier
i cui coefficienti sono:

I/T/Q (e~ *etdt = X (2.34)
L= — o(t)e "t = — 2.34
T 7T/2 T

e dunque:
o0

i 6(a:fkT):% D ekt (2.35)

k=—o0 k=—oc0
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xi1)

~2T T o T 27 t
(a}
X{u)
21
T
_ 4 _2r 0 2x A w
T T T T

)

Figura 2.3: Treno di impulsi periodici e la sua trasformata di Fourier

ove Wg = 2%

Sostituendo la (2.35) al posto della sommma nella (2.33), otteniamo:

/00 x(t) i §(x — kT)e ™t = %/00 x(t) ( i e_i(w_k“’s)t> dt =

k=—o00 k=—o00

- % Z </ x(t)ei(“k“’s)tdt>:

k=—o0

Xp(w)

1 o0
= LY X ke (2.36)

k=—o0

In definitiva, la trasformata di Fourier X,(w) di un segnale campionato, &

%, (w)

ANNNANN,

Uiy
(c)

c (w, =wy)

Figura 2.4: Effetto del campionamento di un segnale limitato in banda sullo
spettro delle frequenze, per ws > 2wy e per ws < 2was
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la somma di repliche della trasformata di Fourier del segnale continuo X (w),
centrate in multipli della frequenza di campionamento w, scalate di un fattore
1/T (vedi Fig.2.3).

Se X (w) ¢ limitato in banda, ovvero se é diverso da zero solo per un certo
intervallo di frequenze che per semplicitd scegliamo simmetricamente tra —wps
e wyy, allora le repliche non si sovrapporranno solo se wy; < (ws — wyy) ciog, se
ws > 2wyp. In caso contrario, nella trasformata di Fourier del segnale campio-
nato, saranno presenti delle frequenze che non appartegono al segnale ma alle
sue repliche (Fig. 2.4). Quanto mostrato ¢ il teorema del campionamento:
Dato un segnale x(t) limitato in banda, la cui trasformata di Fourier X (w) =0
per |w| > war, il segnale é univocamente determinato dai suoi campions x,(kT)
se la frequenza di campionamento é maggiore di 2 volte la frequenza massima
del segnale: ws = 2T—TS‘ > 2wy e considerando lo spettro contenuto nella banda di
frequenze |w.| <= %*. La frequenza w, = 2wy ¢ la Frequanza di Nyquist per il
segnale considerato.

Aliasing di campionamento
Consideriamo di voler campionare un segnale sinusoidale:
z(t) = cos(wpt)

Il suo spettro ¢ composto da due sole linee, centrate a *wy. Se campioniamo il
segnale con una frequenza di campionamento ws < 2wy otteniamo lo spettro in
Fig. 2.5.

R e o
R e o

e

g
R e o
r

Figura 2.5: Effetto del campionamento di un segnale sinusoidale, per ws; < 2wy -
La frequenza w, — wp € minore di wy

Se consideriamo solo le frequenze entro ws/2, sopravvivono solo ws — wo,
dunque:
zp(t) = cos [(ws — wo)t] # =(t)
In altre parole, il segnale campionato rappresenta un segnale con una frequenza
minore di quella del segnale originale (alias di campionamento). Se, invece, la

AVAVEANAVATANGY,

Figura 2.6: Esempio di aliasing da campionamento, i punti sono a frequenza
minore del segnale e identificano una funzione di frequenza pari alla differenza
tra quella di campionamento e quella del segnale
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frequenza di campionamento & maggiore della frequenza di Nyquist, applicando
il taglio a ws/2 le frequenze originali sopravvivono al taglio, mentre quelle delle
repliche vengono tagliate.
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Capitolo 3

Elementi di Campi

3.1 Definizioni

Una quantita fisica che assuma un valore ben definito n ogni punto dello spazio,
definisce un campo di questa quantitd. Per esempio, la temperatura dell’aria
sulla superficie terrestre, varia con continuitd da punto a punto, ma in ogni
punto in un determinato istante assume un valore ben determinato (per es. da
una misura a quell’istante), definisce il campo termico al momento della misura.
Se la quantita considerata é uno scalare, come, appunto, la temperatura o la
pressione, definisce un campo scalare, se vettoriale, come la velocita, una forza,
definisce un campo vettoriale.

3.1.1 Campo Scalare

Un campo scalare ¢ definito da una funzione U(z,y, z) del punto determinato
dalle coordinate x,y, 2. In corpo riscaldato, la temperatura varia da punto a
punto e si puod definire il campo termico nel volume o sulla superficie del cor-
po. Se consideriamo un punto M e tracciamo una linea orientata ¢ | attraverso
il punto M, preso un altro punto M’ sulla medesima retta, possiamo conside-
rare la derivata del campo rispetto alla direzione ¢, come limite del rapporto
incrementale:

ouv . UMY -UM)

TR T A Yy VT (3-1)

In ciascun punto si possono definire infinite derivate in tutte le direzioni, ma que-
ste possono tutte essere espresse in termini delle derivate rispetto alle direzioni
di x,y, z:

ou  oU ou ou

— = —cos(l,x) + —-cos({,y) + —cos(l, z 3.2

50 = g cos(t.a) + G cos(ly) + G ocos(.2) (32)
Se la linea ¢, invece di essere una retta € una curva s che attraversa il punto
M, la (3.2) continua ad essere valida, pur di considerare i coseni, come i coseni
direttori della tangente alla curva s nel punto Mnella direzione di M’:

OU _oUdx oUdy QU dz

" ords " Oyds 0 ds (3.3)

25
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Superfici di livello

Consideriamo le superfici caratterizzate dalla proprieta che in ciascun loro punto,
il campo scalare U(M) ha lo stesso valore costante C. Queste sono la famiglia
di superfici di livello U(M) = C definite dalla costante C. Per es.nel caso del
corpo riscaldato, le superfici di uguale temperatura. Sia S la superficie di livello
che passa attraverso il punto M (Fig.3.1). Prendiamo 3 direzioni perpendicolari

Figura 3.1: Definizione delle direzioni su una superficie di livello attraverso il
punto M

attraverso M, la normale alla superficie ﬁ, e le direzioni t 1 e t 5, sul piano
tangente. Siccome U(M) é costante lungo tutti i punti di S:

ou  oU

= _ZZ _ 34

oty Ots (34)
e dunque, presa una qualsiasi direzione ¢, vista la (3.3), sara:

oU  oU dw

Z -z (3.5)

ol on dl

Gradiente di un campo scalare

Se consideriamo un vettore di modulo g—g nella direzione W, normale alla su-

perficie di livello, la cui proiezione in una direzione ¢ da la derivata di U rispetto
ad ¢ questo definisce il gradiente del campo scalare U:

AU (M)
ol

dove grad,U(M) ¢ la proiezione del gradiente di U lungo ¢, nel punto M. Viste
le (3.2) e (3.5), possiamo scrivere:

ou(r)
= YU -7 (3.7)

= grad, U(M) (3.6)
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in cui abbiamo introdotto l’operatore vettoriale ? (nabla dal greco vaf3ha, arpa),
tale che ?U = gradU(M). In coordinate cartesiane:

o, 0, 0
:7. 7. 71{
? 8x1+8y']+82

La direzione del gradiente di U & sempre quella della normale alla superficie di
livello nel verso un cui in cui il campo é crescente.

Un esempio di uso del gradiente: il flusso di calore

Se i punti di un corpo hanno temperature differenti, il calore tendera a a passare
da quelli a temperatura maggiore a quelli a temperatura minore. La quantita
di calore che attraversa un elemento di superficie dS nell’'unita di tempo dt,
sard proporzionale a dS, dt, e alla derivata della temperatura nella direzione n
normale a dS:

oT
dQ = kdSdT 'an (3.8)

in cui, il coefficiente di proporzionalita & € la conducibilta termica. II modulo
é necessario perché, se utilizziamo la definizione di gradiente, questa porta ad
un segno negativo, perché il flusso di calore va nella direzione delle temperature
decrescenti, mentre il gradiente di T, va nella direzione opposta per definizione.
Dunque, la (3.8) si puo scrivere:

dQ = k ‘?T-n‘ ds dt (3.9)

3.1.2 Campi vettoriali

AfM}

Ay

Figura 3.2: Linea del campo vettoriale e tubo vettoriale

Consideriamo ora un campo vettoriale: ovvero un vettore A(M) il cui modu-
lo e direzione sono definiti in ciascun punto M dello spazio occupato dal campo.
Definiamo una linea del campo vettoriale, la curva tale che la tangente in ogni
punto abbia la direzione del campo A(M) in quel punto. Si pud mostrare che
la linea di campo ha equazione:

= (3.10)
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Se A,, Ay, A, sono continue e con derivate continue, per ogni punto M passa ua
ed una sola linea di campo vettoriale. Se tracciamo le linee di campo attravrso
tutti i punti di una superficie S, il loro insieme forma un tubo vettoriale (Fig.3.2).
Per esempio, un tubo di flusso & l'insieme dei vettori densitd x velocitd di un
fluido attraverso una superficie.

3.1.3 Formule integrali utili

Formula di Ostrogradskij

Z4 I n

la'xy) ]

-~

:

doyy 1

Figura 3.3: Definizione delle variabili per la formula di Ostrogradskij

Consideriamo una funzione R(x,y,z) continua e con le derivate continue in

un dominio V limitato dalla superficie .S, e consideriamo l'integrale su dV della
OR(z,y,z)
0z )

OR(x,y,2) .. /5R(fv,y,2) B
/V sV = /U doy, | =57 dz =

= / [R(z,y, 22) — R(x,y, 21)] doyy =

funzione

Ty

:/R(x,y,z) cos(n, z)dS (3.11)

Analogamente posso procedere per 'integrazione di altre due funzioni P(z,y, z)
e Q(z,y, z) rispettivamente lungo z e y e ottenere la Formula di Ostrogradskij

[ (2 , 200 | e gy
% ox Oy 0z

= /S [P(z,y, z) cos(n,x) + Q(z,y, z) cos(n,y), +R(z,y, z)cos(n, z)] dS
(3.12)
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Divergenza di un campo vettoriale

Se applichiamo la (3.12) alle A,, A,, A,, otteniamo:

9A, A, 0AL\
/V<8:c Ty T az>dv_

/ [Ay cos(n,x) + Ay cos(n,y) + A, cos(n, z)] dS =

S
A -nds (3.13)
S

Il primo membro della (3.13) & l'integrale sul volume della divergenza del vet-

tore Z, che risulta uguale al flusso del vettore A attraverso la superficie S che
racchiude il volume:

/dmZdV:@S(A):/Z-ndS (3.14)
14 S

avendo definito:

, _0A,  0A, 04, o
div A = o + By + s —-v.4 (3.15)

3.1.4 Potenziale e Rotore del campo vettoriale

Consideriamo un campo di forze F, il lavoro compiuto dal campo o sul campo &

L:/F(x,y,z)~dr

dove dr ¢é lo spostamento infinitesimo. Quando il lavoro non dipende dal percorso
ma solo dai punti iniziali e finali A e B, allora il campo & conservativo possiamo
scrivere

L= /B F(a,y,7) - dr = U(A) — U(B) = —AU (3.16)
A

dove U ¢ una funzione scalare del punto, che prende il nome di potenziale
del campo F. Scrivendo F per componenti

Fpdx + Fydy + F.dz = —dU

quindi:
F=-VU (3.17)

Vista la 3.16, l'integrale lungo una curva chiusa & nullo, quindi

fF-drzO

Riscrivendo pae componenti la 3.17:
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possiamo dire F; = — 2%, Se F € C' e U € C? allora possiamo uguagliare:

PU U
61}1‘6{1}]‘ o [“):cj@xl

ovvero
oF; OF,

Bxi 8mj
Il secondo membro altro non é che la componente k della espressione:

= GijkviFj =0

V x F = rot(F) (3.18)

dove abbiamo definito il rotore di F.

Dunque, per le forze conservative, il rotore é nullo, e, pertanto si dicono
irrotazionali. In generale (Smirnov II), dato un contorno chiuso che delimita
una superficie o, e data una funzione P(z,y) € C*:

// ot / /yy ey —/B [P(@,y2) = Pz, y1)]de

dove yl(m),yg(x) sono le porzioni inferiore (I) e superiore (II) del contorno
limitato in x=A e x=B. Sicché: il primo addendo &

/AB Pz, y2)da = —/A P(x,y)dz

B(II)

e, analogamente, il IT addendo e l'integrale da A a B. In definitiva:

//3” ) :—yiP(as,y)da:

Possiamo fare lo stesso ragionamento per una funzione Q(z,y):

e 8
/ 862;33 o :/a [Q(fcay)—Q(xl,y)]dy=/éQ(x,y)dy

//@fa—jd /ZPdaerQdy

In 3 dimensioni possiamo introdurre un’altra funzione R e ripetere il tutto in z.
All’integrale di volume, applichiamo la formula di Ostrogradskij 3.14, dunque:

][ )
(2298 ) a5 -

:/ V x (P,Q,R)-ndS (3.19)
S

Dunque, sommando:

/Pdaz +Qdy + Rdz =
l



Capitolo 4

Solidi

4.1 Deformazioni e sforzi

Consideriamo le proprieta elastiche di un solido visto come un mezzo continuo
omogeneo. quest’approssimazone € in genere valida per onde elastiche di lun-
ghezza d’onda maggiore di 1078 m. Le idee fisiche alla base di questa trattazione
sono essenzialmente la IT legge di Newton e la legge di Hooke. La legge di Hooke
dice che la deformazione é direttamente proporzionale allo sforzo; questa legge
si applica al caso di piccole deformazioni.

4.1.1 Deformazioni

Consideriamo tre assi ortogonali unitari &, § 2 solidali al solido indeformato
(Fig.(4.1)); dopo una deformazione gli assi coordinati saranno cambiati in orien-
tazione e lunghezza. I nuovi assi 2/, 9’ 2’ possono essere descritti in funzione

Figura 4.1: Assi coordinati per la descrizione delle deformazioni elastiche nel
caso indeformato (a) e dopo la deformazione (b)

dei vecchi, al primo ordine:

= (14 €42)% + €4y + €322
Y =€y + (1 + €yy)0 + €22 (4.1)
2 =€l 4 €2y T+ (14 €22)2

I termini e, definiscono le deformazioni del solido e sono adimensionali. Se
anche gli assi originali avevano dimensioni unitarie, non altrettanto si puo dire

31
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degli assi deformati. Per provarlo possiamo calcolare il modulo quadro dell’asse
deformato:
x % = 1+2€wz+6iz+€iy+€iz
dunque, al primo ordine ¢ ' = 1 + €;,2.
L’effetto di una deformazione su un punto originariamente posto ad r =
xr + yy + zz sard di spostare il punto in r’. Lo spostamento indotto dalla
deformazione &

R=r'—r=z(xX —x)+y(y —y)+2(z —2) (4.2)
sostituendo le (4.1) e raccogliendo i termini, otteniamo:
R = (z€gp + Yeys + 2€.0)X + (Tepy +Yeyy + 2629y + (Tez +yey. +2€..)2 (4.3)

che puo essere espressa tramite tre parametri di deformazione locale u(r), v(r)
e w(r):
R =u(r)x+v(r)y + w(r)z (4.4)
Per r piccoli, confrontando le (4.3) e (4.4) otteniamo (con R(0) = 0):
Ou ou
rr = T—; 2 Y= ... 4.5
e = T Y6y = (15
Normalmente si lavora con dei parametri e, definiti a partire dai parametri

€aB:

ou

_ _ . </ /I _ __ Ou ov. o/ !l _
exm—exx—aja ezy—x'y—eyx“"exy—aiy'i'aa €rz =X "Z = €y t+ €z =
— . _ _ Ov. A _
Cyz = Cay; Cyy = Cyy = Jy> Cyz =Y B = €yr €y =

ow

€z = €yz} €2y = €yz; €22 = €22 = 5

v Y v= 0z

4.1.2 Dilatazione

L’aumento relativo di volume dovuto ad una deformazione & la dilatazione. Il
cubo di lati X, y z, dopo la deformazione avra un volume:

1+ €za €y €2
X' xy' -z = ey Lty € | 146 +eyy+e.+0(E@) (47)
€xz €yz 1+ €22

dunque la dilatazione é:

0= — = €40 + €yy + €22 (4.8)

4.1.3 Sforzi

Per i solidi una forza applicata ad una superficie unitaria &€ uno sforzo. Esistono
9 componenti dello sforzo, ciascuna indicata da una lettera maiuscola con un pe-
dice. La lettera indica la direzione dello sforzo e il pedice indica la direzione della
normale alla superficie a cui é applicata, per cui,per es. X, ¢ la forza applicata

ou Ow
oz " ox
ov Ow
2: "oy

(4.6)
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Figura 4.2: Definizione delle componenti dello sforzo: X, é la forza applicata
nella direzione di x ad una faccia con normale nella direzione x; X, ¢ applicata
in direzione x alla faccia la cui normale € nella direzione y

in direzione dell’asse x alla faccia la cui normale giacie lungo 'asse y (vedi Fig.
4.2. Il numero di componenti pud essere ridotto se si applica la condizione che,
per un cubo elementare, ’accelerazione angolare sia nulla e dunque la torsione
sia nulla. Da questo segue che (Fig. 4.3) X, =Y,, Y, =7, e Z, =Y,. In totale
rimangono 6 componenti indipendenti: X,,Y,,Z,, X,,Y,, Z,. Per convenzione
il segno positivo é quello della trazione, la pressione ha quello negativo.

Una notazione alternativa per le componenti dello sforzo, che permette
espressioni pit compatte, & quella di una lettera (per es S 0 ¢) con due indici,
il primo indice indica l’asse cui é ortogonale il piano, la seconda la direzione.
Per es. 012 é la trazione nella direzione di zo del piano ortogonale a x;. In
questo modo la componente i-esima di una trazione, che ¢ data dalla somma
delle componenti i-esime sulle faccie ortogonali all’asse j si scrive:

ti: E aijnj
J

in cui, spesso, il simbolo si sommatoria viene omesso con la convenzione che
indici uguali, in alto ed in basso indicano la somma rispetto a quell’indice (si
saturano, in gergo).

Da questa notazione ¢ evidente che lo sforzo forma un tensore di rango 2 (una
matrice) con tre righe e tre colonne (9 elementi), che, con le considerazioni fatte
precedentemente ¢ simmetrico:o;; = 0;, il che porta le componenti indipendenti
a 6:

o111 012 013 o011 012 013
021 022 O23| = 022 023 (4.9)
031 032 033 033

Le componenti normali dello sforzo sono quelle sulla diagonale, le componenti
di taglio sono quelle off-diagonal. 11 tensore degli sforzi pud essere diagonaliz-
zato in modo che non compaiano sforzi di taglio sulle faccie ortogonali agli assi
principali.
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Figura 4.3: Dimostrazione che per un corpo in equilibrio X, = Y,. Le forze in
ciascuna delle due direzioni si annullano. Anche il momento rispetto all’origine
si annulla se X, =Y,

4.2 Onde S eP

4.2.1 Equazioni del moto

Se con la notazione sopra esposta vogliamo scrivere la legge di Newton F=ma,
applicata ad un solido, otteniamo:

ZFz:/ deV—F/t,dS:/ fde—l—/amnde:ma, (410)
> v s v s

Per il teorema della divergenza, possiamo scrivere:

/O'ijndeZ/ &TijdV
s v 9z;

da cui si deduce 'equazione di Navier:

azui 80’@‘
= + fi 4.11
Ignorare le forze di volume f;, semplifica le cose ma puo essere pericoloso quando
si trattano oscillazioni a bassa frequenza (per es. quando si considerano le
oscillazioni di tutta la terra, le forze di gravita sono importanti).
La relazione che lega le deformazioni agli sforzi se é lineare & la legge di
Hooke:

Oij = Z‘jklekl (4].2)
in cui abbiamo definito il tensore di rigidita (stiffness) del quarto ordine Cj;y; le
cui componenti sono note come costanti di rigidita elastica o moduli di elasticita.

La legge (4.12), sostituita nella (4.11) e con le definizioni (4.5) ci fornisce la
legge di propagazione di una deformazione in un solido:

Pu; 0 ouF 0?*uF
P o

0z Jklaxl Cjklawﬂaxl (4.13)
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Le 81 componenti del tensore di rigidita, possono essere ridotte grazie a nu-
merose considerazioni: in primo luogo, la simmetria delle o;; e delle €; riduce
il numero delle componenti indipendenti a 36 (prodotto delle 6 ¢ indipendenti
per le 6 ¢ indipendenti); altre considerazioni meno banali portano le compo-
nenti indipendenti a 21. Per ottenere qualche risultato, perd dobbiamo ridurre
la complessita del mezzo. Il caso pitt semplice é quello di un mezzo isotropo e
omogeneo. In questo caso si dimostra che (vedi par. ?7):

Cijkt = X0;j0r1 + (0051 + 0101 (4.14)

dove le costanti A e p sono le costanti di Lamé. Sostituendo la (4.14) nella (4.12)
si ottiene:
Oij = Aéij(sklékl + Q/LEZ'J‘ (415)

ma 6" = €11 + €29 + €33 = Oug /Oy, che é Paumento frazionario di volume A,
Dunque:
Oij = >\§”A + 2#6@‘ (416)

La costante di Lamé y € nota come modulo di deformazione o rigidita, la A, di per
sé non ha significato fisico ma in combinazione con ’altra definisce la costante
k = A+ 2/3p nota come incomprimiblitd o modulo di volume. La rigidita
é piccola per materiali con bassa viscositd. Il modulo di volume esprime la
resistenza ai cambi di volume kK = —9P/OA in cui P ¢é la pressione. Concludendo,
sostituendo la (4.16) nella (4.13) otteniamo:

0%u; A\ 0 Ouy 0 Ou;

= — 4.1
p ot? A+ p) Ox; Oxy, “axi 0 (4.17)
4.2.2 Onde
Possiamo scrivere la (4.17) in notazione vettoriale come:
pi=\+p)V(V-u)+pViu (4.18)

Facendo uso della identita vettoriale Ax B x C = A(B-C)—(A-B)C applicata
al vettore V si ottiene che:

VxVxu=V(V-u)—(V-V)u

e di conseguenza:
Viu=V(V-u)-VxVxu

Sostituendo nella (4.18) si ottiene:
pu=A+20)V(V-u)+puV XV xu (4.19)

che ¢ formata da un primo termine dilazionale ed un secondo termine rotaziona-
le. L’equazione (4.19) ¢ di difficile risoluzione in generale, e si preferisce separarla
in equazioni che considerino solo la parte rotazionale o solo quella rotazionale.
Per eliminare la parte rotazionale si fa uso della prorieta V - (V x A) = 0 che
é evidente se si pensa che il prodotto vettoriale di due vettori & ortogonale a
entrambi i vettori. Prendendo la divergenza della (4.19), allora si ottiene:

9?(V - u)

5 (A +2u)V3(V - u) (4.20)

p
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e, detta © =V - u:
0?0
Por
che é l’equazione (scalare) della propagazione di un onda di volume attraverso
il mezzo con una velocita di propagazione:

v, = /\+2“:\/"‘+4/3” (4.22)
p p

Analogamente, prendendo il rotore, otteniamo:

= (A +2u)V?0 (4.21)

9?(V x u)

pr aa BVA(V x u) (4.23)

che é l'equazione vettoriale della propagazione di un disturbo rotazionale con
velocita 8 = y/pu/p. Le onde dilazionali e rotazionali sono note rispettivamente
come onde P e onde S.

Un modo piu elegante per ottenere i risultati appena mostrati € utilizzare 1
teorema di Helmoltz che dice che qualsiasi campo vettoriale puo essere decom-
posto nella somma di un gradiente di un potenziale scalare e del rotore di un
campo vettoriale:

u=Vd+VxW (4.24)
V-¥=0 (4.25)

Possiamo riscrivere la (4.20) in termini dei campi ® e ¥

p(véIS+v x fo) —(A+20)V [V (V® + V x U)] +
—u[VxVx(VOe+V xU) (4.26)
dalla quale, eseguendo i prodotti misti ed eliminando le divergenze nulle:
v [(A o) V2 — p<’1’>} +V x [,NQ\IJ - piﬁ} =0 (4.27)

che ¢ verificata se sono separatamente nulli gli addendi nelle due variabili e
definisce le velocita delle onde di pressione:

o A42p
V' p
NG
p

4.2.3 Rifrazione e riflessione su una superfice di disconti-
nuita

e per le onde di taglio

Consideriamo ora un onda u(x,t) che vibri solo nel piano xz, incidente su
una superficie di separazione fra due mezzi, posta nel piano xy. Dunque sara
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0P /0y = 0 e analogamente per ¥. Il gradiente di ® & :

9
ox
Vé=| 0 (4.28)
9%
oz
e il rotore di W:
v, v, U, ag;y

che contiene una parte che vibra nel piano zz, che chiameremo ¥y ed una parte
che vibra lungo y, che chiameremo V. di conseguenza, per il vettore completo:

e 0V,
ul 8, 8%
ux,t) = [u | = | 5= —8&3; (4.30)
) 2% ;
us Bz + Bw/

Se per questa cerchiamo soluzioni oscillanti del tipo:

1 .
u(x,t) = w/u(k,w)ez(“’tk'x)dw &k (4.31)

dalla (4.27) ricaviamo le relazioni di dispersione per le onde di pressione e di
taglio:

W2
)

W - kP =0 =

(k2 + k. + k2) (4.32)
w2
B2
Sulla superficie di separazione le tensioni ¢; = o;;n/ devono essere nulle. Se
consideriamo il vettore normale alla superficie di separazione, questi sara lungo
Passe 7, dunque t = (013, 023, 033).

Consideriamo ora ’espressione del tensore degli sforzi (4.16) applicato al
vettore (4.30). Avremo, per le componenti che ci interessano:

) 2
- (am N 8u3> _ 5 0’

W - BHkPT =0 =

(k3 + k2 + k2) (4.33)

87333 ory ) Maxﬁz
0923 :0
0*®
2

Per quello che riguarda le onde ¥y avremo:

?W, 9V
013 =1 [03(—03V2) + 0101 W3] = p < (‘322y * 853;)
o23 =0
2
ras :2;;8 v, (4.35)

0rdz
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mentre per le onde ¥y ci sara solo

(82\111 62\112)
023 =

022 020z

Siccome l'onda P incidente vibra solo nel piano zz, le eventuali onde riflesse e
rifratte dovranno vibrare solo nello stesso piano, dunque saranno solo P e SV e
non ci saranno onde SH.

Le condizioni al contorno sulla superficie di separazione: l’annullarsi degli
sforzi e la continuita degli spostamenti, forniranno le relazioni fra le ampiezze
delle onde incidenti, riflesse e rifratte. Se consideriamo le (4.32) e (4.33) riferite
al piano zz, detti 0;, 0,7, ¢ rispettivamente gli angoli di incidenza, e di riflessione
delle onde P e SV e 0, e ¢, gli angoli di rifrazione delle onde P e SV, sara:’

. in(0. 0.
kg = (sm(@l) = wsmci i) , 0 ,—cos(8;) =— wcosci Z)> (4.36)
Kl — (w sine) ,wcos(ei')> (4.37)
o o
Krifl (w sin(¢) 0 7w005(¢)) 4.38
sV 5 5 (4.38)
; in (0, 0,
Kkiifr — <sin(9r) = wS“;(/ ) , 0 ,cos(,) = wcoz(l )) (4.39)
(4.40)
Quindi per i potenziali, sara:
. . sin(8;) | cos(8;)
P ) (4.41)
) Ciw (o EmOD | cos(y)
d"/' = Be ( . . ) 4.42)
\I/rifl _ Cefiw(tfis“g(d)) mfimsﬁ(‘ﬁ) z) 443)

per z = 0 deve essere nulla la somma delle tre onde; dunque dovranno essere gli
esponenti uguali fra loro e nulla la somma delle costanti. Da cio si ricava che:

sin(0;)  sin(0;)  sin(o)

. - 5 =P (4.44)

che ci dice che gli angoli di incidenza e riflessione delle onde P sono uguali, e:

sin(0;)  «

sin(¢) B

Analogamente possiamo ricavare le relazioni fra 'angolo dell’onda P incidente
e gli angoli delle onde rifratte:

sin(0,) % (445)
o] = (40



4.3. OSCILLAZIONI DI UN RETICOLO CRISTALLINO MONODIMENSIONALE39

4.3 Oscillazioni di un reticolo cristallino monodi-
mensionale

Fin’ora abbiamo considerato i solidi come dei continui omogenei. Nei mate-
riali cristallini, possiamo considerare gli atomi che compongono i cristalli, in
posizioni che formano un reticolo periodico: il reticolo cristallino. Gli atomi
che compongono il reticolo cristallino si attraggono reciprocamente con una for-
za che dipende dal tipo di cristallo considerato (ionico, covalente, molecolare,
etc...) e, se spostati dalla posizione di equilibrio, tendono a ritornarci, oscil-
lando. In prima approssimazione possiamo considerare che ’attrazione fra gli
atomi del cristallo sia solo fra i primi vicini, trascurando 'attrazione con gli
atomi a distanze maggiori di un passo reticolare.

4.3.1 Reticoli di Bravais

Un concetto fondamentale nella descrizione dei cristalli & quello del reticolo
di Bravais che specifica la matrice periodica in cui sono organizzate le unita
ripetute del cristallo. Queste unita, possono essere composte da uno o pil
atomi o molecole, il reticolo di Bravais descrive solo la geometria della strutura
periodica sottostante.

Un reticolo di Bravais tridimansionale pud essere descritto da tutti i punti
che abbiano un vettore di posizione:

R= nia; + ngas + nsas (447)

dove a; sono tre vettori non complanari detti i vettori primitivi del reticolo e n;
tre numeri interi. E importante che, non solo I’arrangiamento ma anche I’orien-
tazione di un reticolo di Bravais deve apparire lo stesso da qualunque punto del
reticolo. Per esempio, un reticolo bidimensionale a nido d’ape (esagonale) non
é un reticolo di Bravais, perché appare lo stesso se visto da punti adiacenti solo
se si ruota di 180°.

Un volume di spazio che, traslato lungo tuttii vettori primitivi in un reticolo
di Bravais, riempie tutto lo spazio senza sovrapposizioni o buchi, é detto cella
primitiva del reticolo. La scelta della cella primitiva non € univoca, ma questa
deve contenere esattamente un punto reticolare. Pertanro se n é la densita di
punti, qualunque sia la scelta, il volume della cella sara 1/n. Un cristallo fisico
puo essere descritto dando il suo reticolo di Bravais e la disposizione degli atomi
(molecole, ioni...) nella cella primitiva. Questo insieme & noto come la struttura
cristallina e consiste della medesima unita, detta base, ripetuta in tutti i punti
del reticolo di Bravais. Per esempio, il reticolo bidimensionale esagonale, pur
non essendo in sé un reticolo di Bravais monoatomico, pud essere considerato
un reticolo di Bravais con una base composta da due punti (vedi Fig4.4).

4.3.2 Oscillazioni in un reticolo monodimensionale mo-
noatomico

Consideriamo, ora un reticolo cristallino monodimensionale. Gli ioni, di massa
M, sono in equilibrio in posizioni: R = na. Se lo ione in posizione na si sposta di
u(na), possiamo considerare che questo ione sia attratto dagli atomi in posizione
(n—1)ae (n+1)a con una forza che é proporzionale alla distanza (se anche non
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Figura 4.4: 1l reticolo esagonale visto come reticolo con una base di due punti

é cosi, lo si consideri come uno sviluppo in serie al primo ordine). Se chiamiamo
K, la costante elastica che lega gli atomi fra loro (la costante di proporzionalita
fra la forza e la distanza reciproca, che, se gli atomi sono tutti uguali sara la
stessa per qualunque coppia), allora, possiamo scrivere I'equazione di Newton
per l'atomo in posizione na, questo all’aumentare della distanza tra n e (n-1)
viene tirato verso sinistra, quindi ' = —K (u,, — u,—1), al contrario con n+1, la
trazione & verso destra: F' = K (un + 1 — u,,), sicché:

Mii(na) =K {u((n + 1)a) — u(na) — [u(na) — u((n — 1)a)]}
= K{u((n—-1)a) —2u(na) + u((n + 1)a)} (4.48)

Cerchiamo soluzioni del tipo:
u(na) = eilkra=wt) (4.49)
e imponiamo le condizioni periodiche (di Born Von Neumann):

u((N +1)a) =u(a
{ ugg) :u()N)a) @ (4.50)

La seconda delle (4.50) applicate alle 4.49 per t = 0, implica:
u(Na) = Vo = u(0) = 1

che é verificata solo per kNa = 2nm, e dunque k = %’r%
Sostituendo la (4.49) nella (4.48), otteniamo:

_Mw2€i(kna7wt) - K [eika —924 e*ikna] ei(knafwt) _ ei(knafwt)2K [1 _ cos(ka)]
(4.51)
Da cui si ricava la relazione di dispersione:

w= \/215 (1 — cos(ka)) = 2 %swﬂ <ka> (4.52)

2

Come si vede in Fig.4.5, la relazione fra w e il numero d’onda, in questo caso
non ¢é lineare come nel caso dell’equazione delle onde. Rimane la definizione
di velocita di propagazione delle oscillazioni nel mezzo, che, in questo tipo di
circostanze dipendera dalla frequenza della perturbazione:

c(w) = 5% = Viw (4.53)
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(4K/M) /

~o

Figura 4.5: Relazione di dispersione per un reticolo monodimensionale monoa-
tomico

Nel caso di reticoli tridimensionali, la velocita del suono potrd essere diversa
nelle diverse direzioni.

4.3.3 Oscillazioni in un reticolo monodimensionale con una

base
- a—d | —{ d — -] a b
L ] X * X L J X * X [ X L ). * X . b4 L]
na (n+1)a (n+2) (n+3)a n+4¥n (n+5e (n+6) n+Ta
STOTTAAS TR VA D000 WS DO WS T W AN DOD WA DOUOT R AV TR0 @\ e
"ODODDﬁ G-spring
WA K-spring

Figura 4.6: Catena monodimensionale di atomi identici connessi da costanti
elastiche alternate

Consideriamo adesso una reticolo di Bravais monodimensionale con una base
composta da due atomi per cella primitiva, con posizioni di equilibrio na e na+d
(vedi Fig.4.6). Consideriamo gli atomi identici ma sia d < a/2, in modo che non
ci sia sovrapposizione. Gli atomi a distanza d 1'uno dall’altro risentiranno di
un’attrazione maggiore rispetto a quelli che distano a — d dal vicino. Pertanto,
potremo considerare due costanti elastiche: K e G con K > G e due spostamenti
per ogni cella primitiva: lo spostamento dalla posizione di equilibrio dell’atomo
in posizione na: uy(na), e lo spostamento di quello in posizione na+d: uz(na).
Scrivendo le equazioni di Newton per questi due atomi, otteniamo:

Miiy(na) = —K [u1(na) — uz(na)] — G [ug(na) — ua([n — 1]a)]
Miiz(na) = —K [uz(na) — ug(na)] — G [uz(na) — ui([n + 1]a)] (4.54)
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Se cerchiamo soluzioni oscillanti del tipo:

uy(na) = glei(kna*wt)lh(na) — eyeilkna—wt)

Sostituendo nelle (4.54), e cancellando i fattori comuni, otteniamo un sistema
lineare del primo ordine nelle variabili €, e €3:

[Mw? — (K + G)|er + (K + Ge ™) eg =0
(K + Ge™) 1 + [Mw® — (K + G)lea =0 (4.55)

che avra soluzione se si annulla il determinante dei coefficienti:
[Mw? — (K + Q) — [K? + G* + KG(e™* + e7)] =0 (4.56)

che ¢ un’equazione di secondo grado in w? che ha soluzione per:

. K+G
M

1
= :I:M\/K2 + G? + 2K Gcos(ka)

e dunque, la relazione di dispersione sara:

K 1
2 _ +G:|:

w M M

VEK? + G? + 2K Geos(ka) (4.57)

che ci dice che per ciascuno degli N valori di k& ci sono due possibili valori per w,
che ci porta a 2N possibili modi di vibrazione, come é giusto per un sistema con
2n gradi di liberta. Le due curve di w(k) sono note come branche della relazione
di dispersione e sono mostrate in Fig-4.7.

w(k)
|
I
i
\ 1] |
UK +G ’ 2K
M v M
' 26
| M
|
I a I
| |
% !
I I
i |
I | K
7 0 u
a a

Figura 4.7: Relazione di dispersione per un reticolo monodimensionale con una
base di due atomi. La branca inferiore é detta branca acustica ed ha la stessa
struttura di quella della catena monoatomica. La branca superiore & detta
branca ottica



Capitolo 5

Equazione del calore

5.1 Impostazione

Supponiamo che ad un corpo di volume V' venga fornita in un determinato istan-
te una quantitd di calore ). Nel volume elementare dV ci sard una variazione
di quantita di calore d@Q = C,dmdT, essendo C, la capacita termica a volume
costante, dm = pdV la massa del volume dV con densita p e dT' la variazione
di temperatura. Dunque, nell’unita di tempo, sara:

ar
ot

Il flusso di calore che passa attraverso la superficie dS del nostro volume ele-
mentare dV nell’unita di tempo é:

(dQ), = CypdV 2t (5.1)

oT
(dQ)s = kdSdt—— (5.2)
essendo k la conducibilita termica (dimensioni [k] = Wm~1K~1) e
oT

la derivata dela temperatura nella direzione normale alla superficie considerata.
Integrando su tutta la superficie del volume V', si ottiene, usando la formula
di Ostrogradskij:

dQ = / kdtVT - ndS = / kdtV2*TdV (5.3)
s v
e dunque, uguagliando alla variazione di calore (5.1):
T
/ <pCva - kv2T) dV =0 (5.4)
v ot

Siccome questa equazione deve essere valida per qualsiasi volume, possiamo
eliminare 'integrazione e scrivere l’equazione della trasmissione del calore:

oT 29

— —a" VT =0 5.5

T (5.5)
avendo definito la diffusivita termica a? = p%, con dimensioni a? = m?s~!.

43
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5.1.1 Geoterme e lunghezza di diffusione

In presenza di una sorgente distribuita di calore nel volume considerato, se
indichiamo con A la densita delle sorgenti, ’equazione di diffusione del calore
diventa:

oT
EV2T + A = pCy— (5.6)

ot
che, in una situazione di stato stazionario — ovvero quando la produzione di
calore e la sua dispersione sono in equilibrio e non c¢’é variazione di temperatura

nel tempo — diventa, semplicemente:

V2T = 4 (5.7)
k
L’eq.(5.7), di permette di stabilire la variazione della temperatura con la pro-
fondita. La dipendenza funzionale della temperatura con la profondita prende
il nome di geoterma. Nel caso di assenza di sorgenti, la temperatura variera li-
nearmente con la profondita. Infatti, per A = 0 e considerando solo la direzione
7:

V2T:0=>g—z:costzC:>T:Cz+T(z=0)

Un valore tipico per la costante C (la geoterma) é di 20Kkm ™!, che, combinato
con il valore medio della conduttivitd k& = 3.0Wm 1K1, fornisce il flusso di
calore per unita di superficie terrestre: 0.061Wm~2. Con questi valori, per una
profondita di 60 km, si raggiungerebbe una temperatura di 20 x 60 + 300 =
1500K, che é superiore alla temperatura di fusione della maggior parte delle
rocce. D’altra parte, da misure di propagazione di onde di taglio nel mantello,
risulta che questo si comporta (su scale di tempi brevi) come un solido.

In presenza di sorgenti distribuite nel volume — come per es. in presenza di
materiali radioattivi che forniscono calore per decadimento — sara:

or A A
—="2+C=T=_2"+Cx+D
9. kT ot Ot
che, a profondia maggiori, peggiorerebbe la discrepanza con i dati sismici.
Bisogna, pero, tenere conto di due fattori:

e La temperatura di fusione aumenta con la pressione, e di conseguenza con
la profondita

e QOltre una certa profondita, il gradiente di temperatura non & piu deter-
minato dal raffreddamento conduttivo ma dalla compressione adiabatica.
Il gradiente dovuto a questo processo, in cui la temperatura aumenta per
sola compressione, senza scambio con l’esterno, ¢ molto minore di quello
conduttivo.

Lunghezza di diffusione

L’analisi dimensionale del coefficiente di diffusivita, a? = p% suggerisce una
v

lunghezza di scala L — la lunghezza di diffusione — tale che una variazione di
temperatura all’istante ¢y, all’istante ¢, si sia propagata ad una distanza L nel

mezzo la cui diffusivita é a?.
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Per verificarlo, consideriamo variazioni periodiche di temperatura alla su-
perficie:
T(0,t) = Trnaze ™"

Ad una profondita z, la temperatura avra ’andamento:
T(2,t) = Thpage'** =Y (5.8)
Sostituendo nell’equazione (5.5), otteniamo la relazione di dispersione
a’k? =iw

da cui dicaviamo il "numero d’onda"

che, sostituito nella (5.8) da:

3
i2w

T(2,t) = Tppage =t (5.10)

Nl

Ricordando che 7
te:

ER . . . .o ——
2 = %, raccogliendo i termini reali e immaginari all’esponen-

T(z,t) = Typage” 35791 (5.11)

dove abbiamo definito la lunghezza di penetrazione (o skin depth)

0= ga 5.12
e (512

come la profonditd alla quale 'ampiezza delle oscillazioni si é ridotta ad un
fattore 1/e di quella iniziale.

La skin depth, introduce anche un ritardo di fase A¢ delle oscillazioni visibili
alla profonditd z rispetto a quelle in superficie:

1
z w \2
Ap =2 = (7) 5.13
¢=75=52 (5.13)
Ad esempio, per una profondita di 1 m d’acqua (a® = 1.4-10""m?2s~1), il ciclo

giorno-notte (w = M#s/h = 7.3 x 1075s71), ¢ spostato in avanti di 16
secondi.

5.2 Soluzione nel caso monodimensionale

Come nel caso dell’equazione delle onde possiamo cercare la soluzione dell’e-
quazione monodimensionale della trasmissione del calore, con la fattorizzazione
della soluzione in una parte 7(¢), dipendente dal tempo ed una X (x), dipendente
dallo spazio. L’equazione (5.5):

T, —a*Type =0 (5.14)

con la condizione iniziale:
T(x,0) = f(x) (5.15)
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ponendo T'(z,t) = X (x)7(t), diventa:
()X (x) — a*7(t) X" (2) =0 (5.16)

Come nel caso dell’eq. delle onde, con le stesse considerazioni per la parte
spaziale, possiamo dire:

T(t) _ X"(x) 2
= =-A 5.17
a?7(t) X(x) (5.17)
che, per la parte temporale da, immediatamente:
7(t) = Cem @ (5.18)
In totale, la soluzione si puo scrivere come:
T(a,t) = / C(N)e—a* Nt gire gy (5.19)

La condizione iniziale (5.15), pud essere scritta esprimendo la f(x) in funzione
della sua trasformata di Fourier (2.18):
1 o

T(x,0) = f(z) =5~ ] F(\)ed\ =

_ QL |:/ f(x/)efi)\w'dx/ eiksz _
T J-—c —o0
= / C(N)er®d\

che é verificata per
1 [ !
C) =5 / fz)e ™ da! (5.20)

Sostituendo nella soluzione (5.19) otteniamo:

1 & > 242 ; ’
7/ f(a")da! {/ e TNt ET N | =
™ —0o0

= i/o:o fa"dz /000 e Micos(AN(z — 2'))dA (5.21)

avendo sfruttato la simmetria dell’integrando rispetto a A e la definizione di co-
seno in termini di esponenziali complessi. L’integrale (5.21) ¢ del tipo (Smirnov

[81])

Dunque, la soluzione completa dell’equazione di trasmissione del calore sara:

Tt = [ )= T (522)

x,t) = T e~ 4%t dx .
oo 2a+/ 7t

In particolare, se f(a’) = d(z’) (il calore inizialmente é somministrato in un

punto a z'), la soluzione ¢ l'integrando che ¢ la distribuzione di temperatura

risultante dalla somministrazione istantanea all’istante t = 0 di una quantita di

calore pC, nel punto x=x".
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5.3 Soluzione per spazio semi-infinito

La soluzione dell’equazione si puo trovare piu facilmente considerando uno spa-
zio semi-infinito, come per es. il caso della propagazione del calore dalla super-
ficie terrestre verso 'interno (o voceversa) quando si consideri infinito il raggio
terrestre rispetto alle distanze di interesse ([Turcotte 4.15]).

Riscriviamo ’equazione in termini della profondita:

or _ kT
ot pC, 022
con le condizioni iniziali:
T(Z, t= 0) = TO
T(z=0,t)=T1 (5.23)
T(z=o00,t) =Tp

che indicano che all’istante t—0, il semispazio, inizialmente é a temperatura
Ty, per t>0, la superficie viene mantenuta a temperatura 7;. Il calore si pro-
paghera verso linterno se 77 > T (viceversa il semispazio si raffreddera se
T < Tp) e a profondita infinita, la temperatura sara quella iniziale. Se facciamo
il cambiamento di variabile:

T(Z7 t) B TO

9:
T — T,

(5.24)

I’Equazione diventa:

L _ a2 (5.25)

le condizioni(5.23), saranno:
(5.26)

Effettuando, 'ulteriore cambiamento di variabili :

z

U(Zat) = 2\/@

(5.27)

risulta:

90 _ 000y _
ot onot
00 z 1 _ﬂ@

_(%7(_2\/@%) 2 01
w_ 1 o
0z 2/at Oy

20 _ 1 #oon_ 1

022 2/atOn? 0z  4at On?

(5.28)
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Figura 5.1: Andamento funzionale delle funzioni Erf(n) e Erfc(n) per n positivi

Sostituendo nella (5.25), otteniamo:

20 1 0%
N3 = 257 (5.29)

che ¢ nella sola varlablle 1 e puo essere facilmente integrata.
Infatti, se ¢ = 5~, allora:

10
—ng = 557(25 = ¢=cre")
Dunque:
o0 n /
— = cle_”2 =0= / cre " 2cln' + ¢y
n 0

le costanti ¢; ¢y si ricavano dalle condizioni iniziali §(co) = 0 e 6(0) = 1. Dalla
prima condizione viene:

o0
cl/ e‘"zdn = —co = c1\/7/)2
0

e dalla seconda:

co=1
Dunque risulta:
9—1——/ e dn =1—FErf(n) = Erfc(n) (5.30)
Ritornando alle variabili iniziali:
;1__?) =1-Erf(n) = (T —To) — (I1 = To)Erf(n) + To = T(z,1)

T(z,t) =T, [lErf <2f)] +T0Erf<2r> (5.31)
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Pert — 00 0 z =0, vale T(z,t = 00) = T(z = 0,t) = T} (che significa che per
tempi sufficientemente lunghi tutto il sistema si sara portato alla temperatura
superficiale), mentre, per tempi finiti e grandi profondita T'(z — oo, t) = Tp.

5.3.1 Flusso di calore

Se conosciamo la temperatura in superficie, possiamo calcolare il flusso di calore
dall’interno della terra, misurando il gradiente.

11 flusso é:
0z |,
0 z
= —k(Tsup —T0) =— |1 — =
( P O) 82 |: e/rf (2\/@)}220
1 2 2
=k (Toup — To) ——=—=e""
! 2\/OE\/,TT n=0

Dunque, per t > 0 sara:

(5.32)

Da cui si vede che il flusso di calore decresce con 'inverso della radice dell’etd
della litosfera, e dunque si pud determinare ’etd della litosfera misurando il
flusso.

Stima dell’eta della Terra

William Thomson (in seguito noto come Lord Kelvin), stimo ’eta della Terra
assumendo che la perdita di calore avvenisse per sola conduzione. Supponiamo
che Tgyp =0e Ty ~2- 103 °C, e sia a = 1075m?2s~ 1. Scrivendo la (5.32):

oT kTo

k _ =
aZ 2=0 \V ot

da cui:

73
T (%%)220
Assumendo un gradiente di temperatura (misurato) di 3-1073 °Cm =1, si otter-
rebbe un valore per 'eta della Terra di ~ 4.4 - 107 anni che é piil di un ordine
di grandezza in meno di quanto ci si aspettava gia all’epoca in base a numero-
se altre prove. Da questo si dedusse che doveva esserci qualche altra sorgente
di calore oltre al nucleo. Successivamente, questa fonte, venne attribuita alla
presenza di sostanze radioattive distribuite all’interno della crosta, che perdono
energia per decadimento radioattivo e forniscono il flusso mancante per stimare
una giusta eta. In realtd, anche questa sorgente non basta a spiegare 1’eta della
terra, giacché la produzione di calore per decadimento radioattivo, si stima sia
circa la meta dell’odierno flusso di calore. La soluzione, in realta, fu data circa
30 anni dopo la stima di Thomson da John Perry, che, molto semplicemente,
mostrd che la variazione della conduttivitd con la temperatura avrebbe cam-
biato di molto il risultato. In particolare, mostro che il trasporto di calore per
convezione avrebbe alterato grandemente il risultato di Thomson.

t=
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Perdita di calore per decadimento

Il meccanismo del decadimento radioattivo deriva dalla circostanza che alcuni
nuclei atomici hanno una probabilita finita di perdere neutroni o particelle «
(nuclei di elio), trasformandosi in nuclei piu leggeri e cedendo all’ambiente la
differenza di energia tra lo stato legato iniziale e quello finale.

Se prendiamo un certo numero di questi atomi, e verifichiamo, nell’unita di
tempo quanti di questi sono decaduti, questa frazione ci dara la probalilta di
decadimento P del singolo atomo. In altri termini, preso un atomo, in un tempo
7, questi avra una probabilitda P = 1/7 di decadere. Questo ci fornisce la legge
di decadimento. Infatti, se Ny é il numero di atomi non decaduti iniziali e il
numero di atomi al tempo ¢ & N(t), allora il numero di atomi non decaduti al
tempo t + dt sara:

T

N(t+dt) = N(t) + dd—]jdt ~ N(Y) (1 - dt)

avendo supposto che in un tempo dt siano decaduti P - N(¢)dt atomi. Dunque:
dN  dt
N 7
Dunque possiamo definire un tempo — il tempo di dimezamento — dopo il quale

gli atomi della specie iniziale si sono ridotti alla meta, dunque quando dN =
1/2N e quindi d(InN) = 1/2:

= N(t) = Noe™ 7

ti1/2

N(t) = N0€7 T

1
= §N0 = tl/g = Tl’fl(2)

ed esprimere i tempi in termini del tempo di dimezzamento.
La concentrazione di atomi di una determinata specie radioattiva z ad un
epoca t, sara dunque funzione del tempo di dimezzamento caratteristico della

specie:
_ tln2

C*(t) = Cfe /2 (5.33)
La quantita di calore H rilasciata dal complesso delle sostanze radioattive pre-
senti nella crosta terrestre, sara data dalla somma delle quantita di calore rila-
sciate da ciascuna specie, moltiplicate per la relativa concentrazione. I principali
componenti che contribuiscono al flusso di calore nella crosta terrestre sono due
isotopi dell’Uranio (233U e 23°U) il Torio (?32Th) e un isotopo del potassio
(“°K). Nella tabella che segue, diamo le concentrazioni, le quantita di calore
rilasciate e i tempi di dimezzamento degli isotopi citati:

Elemento H L Concentrazione
28 9.37-10°Wkg~ ' | 4.4-10° anni 99.27% U
2U 1.36- 10" Wkg~' | 7.04-10% anni 0.73% U
Z2Th 2.69-10°Wkg T | 1.4-10™anni 100 % Th
WK 2.79-10°Wkg~' | 1.25-10° anni 0.0128 % K

Con questi dati, la produzione di calore dovuta alle sostanze radioattive, in
funzione del tempo si puod scrivere come:

L. - -
H =0.9927C5 Hasspye /2 +0.0073Cy Hasspye "1/2
_ tin2 tin2

40
+CT"Hppe "1/ 4 1.28-104CE Hiogee /% (5.34)
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L’andamento nel tempo della produzione di calore dovuta al decadimento ra-
dioattivo basato sulla (5.34) & mostrato in fig. 5.3.1, da cui si evince che, a causa
della vita media pitll corta, nel passato 23°U e °K, erano dominanti, mentre ora
predominano 238U e 232Th.

30

H,10"2Wkg™ 20

10

t, Gyr <—Past Present

Figura 5.2: Andamento nel tempo della produzione di calore dovuto al decadi-
mento degli isotopi radioattivi e contributo di ciascun isotopo

Consideriamo ora una distribuzione uniforme A = pHj di sorgenti radioge-
niche all’interno della crosta continentale ed uno spessore medio dei continenti

di 35 km. Allora sara:
82T o pHO

022 k
con le condisioni iniziali:

{T(z:O): T

= -a,
e dunque:
®,z  pHpy 4
T(z) =T N
(2) 0+ . ok

Se consideriamo la composizione della crosta continentale come quella del gra-
nito, possiamo porre: Hj" = 1.6 - 10_10% e pI” = 2700%, dunque:

oT
KL — @, — pHD
0z|._p

Siccome a z = D la derivata deve essere nulla:
®, = pHoD =2.7-10%-3.5-10*-9.6 - 1071° = 91 mW/m?

che ¢ maggiore del flusso realmente osservato di 65 mW/m?.

5.3.2 Spessore del fondo oceanico

1l modello delineato in Fig. 5.3.2, rappresenta la meta di un fondo oceanico in
espansione. Le assunzioni del modello sono che:
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v

(‘ ( lithosphere

asthenosphere

T

Figura 5.3: Modello per la descrizione dello spessore della crosta oceanica in
funzione della distanza dal ridge

e Le placche litosferiche sono rigide e si allontanano dalla frattura medio-
oceanica (il ridge) con velocita costante v.

e Il vuoto viene riempito da materiale caldo a bassa viscosita dall’astenosfera

e la gnerazione di calore interna ¢ molto inferiore agli altri termini dell’e-
quazione del calore e puod essere trascurata

e c’¢ una singolarithaz =2 =0

Si tratta, di un problema bidimensionale senza sorgenti e quindi ’equazione
e o*T 0T worT
Tt (5.35)
0x?2 022 kox
dove al secondo membro c’¢ il termine advettivo, ovvero il termine di trasporto
di calore dovuto al movimento della placca. Si pud mostrare che il termine
di diffusione laterale si puo trascurare per x >> 0. Considerato che possiamo

scrivere:
or 0T ox

or 0Ot Ot
leq. (5.35) diventa la solita equazione del calore.

Per stabilire lo spessore della crosta oceanica dobbiamo definire quale sara la
sua base, ovvero dove la crosta da solida passerd ad essere liquida. Consideriamo
che questo passaggio avvenga ad una temperatura che é una frazione abbastanza
grande della temperatura del mantello T;,, diciamo il 90%. La soluzione del
problema bidimensionale I’abbiamo gia vista in Eq.(5.31) e dunque possiamo
ricavare la profondita:

o= (-5 (o)

(5.36)

Se imponiamo che T'(z,t) = 0.97,, e trascuriamo Ty, rispetto a T;,, otteniamo:

0.9, = T Brf <2\;7) (5.37)
(0%
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La profondita cercata &, dunque quella per cui Erf(n) = 0.9. I valori della
funzione inversa della Er f(n), si posssono trovare tabellati nei testi di statistica
(esiste anche una funzione di Matlab), e si trova: n|r—g.or,, = Erf=1(0.9) =
1.1631. Di conseguenza:

z|lt=0.91,, = 2nrVat = 2.326vV at

Se consideriamo un valore di o = 8-10~"m?s~! e che in un anno ci sono 3 - 107
secondi, otteniamo un valore di profondita di z(km) ~ 11.41/t(Ma).

Profondita del fondale oceanico

OF . . . . . . . . -
X
I\
-200 ,/' \ 0 7
/1 \
/N w
—400 w 4
S -600f B
el
=
S -800 p B
2
<
o _1000 / il
z
L
-1200 - Prn B
—1400 4
z
71 600 L L L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Eta (Ma)

Figura 5.4: Modello per la descrizione della profondita oceanica in funzione del
tempo. L’asse delle profondita non ¢ in scala

Stabilito che lo spessore della crosta oceanica aumenta con l'eta e, di con-
seguenza, con la distanza dal ridge, siccome la crosta oceanica € in equilibrio
idrostatico (galleggia) con il mantello, ne deriva che la profondita del fondo
oceanico aumenta con la distanza dal ridge. Per dare un’espressione piu quan-
titativa, consideriamo anche ’andamento della densita della crosta in funzione
della profondita p(z,t). Dette p, = 1.0 - 102kgm =2 la densita dell’acqua e
pm = 3.3-103kgm~3 quella del mantello, e fissata a 0 la profondita del ridge,
I’espressione dell’equilibrio idrostatico di una sezione di litosfera spessa zy a
profondita w sara(vedi Fig. 5.3.2):

(W + zL)pm = WPy + / p(z,t)dz (5.38)
0

Raccogliendo i termini in w, la (5.38) si puo scrivere:

(o= o)t [ (o(0) = p)dz =0 (5.39)

da cui si vede che, visto che il primo termine é negativo, il secondo deve essere
positivo, ovvero p(z,t) > p,,. I cambiamenti di pressione e temperatura con la
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profondita, producono dei cambiamenti di volume e quindi di densita:

dv A%
V= (dT>P+ <dp)T

Comunque, fissata una posizione ad una certa distanza dal ridge, non ci sono
variazioni di pressione, e dunque rimane solo il primo termine. D’altra parte il
primo termine ¢ legato al coefficiente di espansione termica

_1 (v
““v\ar),

e, visto che p = mV 1, implica

(5.40)

dp _ v
p V
risulta:
dp = —apdT (5.41)
e, quindi, applicandola al nostro caso:
/)(Z, t) — Pm = —QPm [T - Tm]
che, sostituita nella (5.39), ci da:
ZL
(= po) = pr [ (T = T, )}z = 0 (5.42)
0
D’altra parte, dalla soluzione dell’equazione del calore, sappiamo che:
T—-T,
T.-T, 1—Erf(n)
e dunque
/ " < : ) d (5.43)
m — Puw)W = 0pm T — T Erfe z .
(Pm = Pw) Pl ] ; fels N

Possiamo, con buona approssimazione, estendere l'integrale fino all’infinito ot-
tenendo:

at

(Pm — pw)W = pm [T — Ts)2 - (5.44)

da cui si ricava l'espressione della profonditd oceanica in funzione dell’eta:

at 2apm,
t)y=\———— (T, — T
w(t) =\ %=1, )

che ci dice che la profondita degli oceani cresce con la radice dell’eta della
litosfera, ovvero con la radice della distanza dal ridge. Diamo ora una tabella
con i numeri per stimare la profondita:

(5.45)

Parametro definizione valore
Ty Temperatura superficiale 300 K
T Temperatura del mantello 1600 K
a Diffusivita termica 8- 107 "m?s~ 1
@ Coefficiente di espansione termica | 3.1-107° KT
Pw Densitd dell’acqua marina 1025 kgm =3
Pm Densita del mantello 3300 kgm =3
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Con questi valori, tenendo conto che 1 anno ~ 7-107s, si ottiene che la profondita
degli oceani ¢ di circa d(m) = 3504/t(Ma) al di sotto della profondita dell’asse
del ridge.
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Capitolo 6

La distribuzione di
Maxwell-Boltzmann

6.1 La distribuzione delle velocitd in una dimen-
sione

L’equazione che descrive la pressione di un fluido in funzione della profondita
in un riferimento in cui ’asse z punta in alto é:

dP
bl 1
e Py (6.1)

Dall’equazione di stato dei gas perfetti P = nRT/V e V = M/p, dunque:

nRTp o MP
M T aRT
Ora, se M ¢é la massa di una mole M = N,m dove m ¢é la massa della molecola

di gas e N, il numero di Avogadro. Detta R/N, = kg la costante di Boltzmann,
la (6.1) diventa:

P =

(6.2)

dP mgz
P kgT (6-3)
da cui:
P(z) = P(0)e” *8T (6.4)

Adesso, mgz é 'energia potenziale di una particella di massa m all’altezza z.
Visto che dalla (6.2), P(z) « p(z), e p altro non é che il numero di particelle
per unita di volume e le particelle che arrivano a z hanno una velocita tale che
1/2mv? = mgz:

n(v,) = n(O)e_% (6.5)

L’eq. (6.5) definisce la funzione di distribuzione delle velocita f(v) che ci da la
frazione di particelle con velocitd compresa tra v e v4+dv:

dn/n(0) = f(v)dv = foe_%dv (6.6)

o7
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La costante fy si calcola imponendo che integrando su tutte le velocita, la
frazione sia uguale ad 1:

o0 mu?
/ foe BT dv =1 (6.7)

che é lintegrale di una funzione di distribuzione di Gauss, che vale /7, a patto
di eseguire il cambio di variabili: €2 = m/2kpTv?, dunque:

m
h_V%@T

Quindi la distribzione delle velocita lungo z si scrive:

2

m _ TYL'UZ
_ kT
f(v) 27rk;BTe B (6.8)

6.2 La distribuzione delle velocita in tre dimen-
sioni
La velocita di una particella che si muove nello spazio tridimensionale é tale che:

2 _ 2 2 2
V7 = v, + Uy vy

vz

I'4 ¥
$ e 1/

Vi

Figura 6.1: Definizione degli angoli in coordinate sferiche

dunque, la frazione di particelle con modulo della velocita compreso tra v e
v+dv & (essendo le probabilitd lungo i tre assi indipendenti) il prodotto delle
funzioni di distribuzione delle velocita lungo ciascun asse:

m \F  meZr?id
fv)d3v = (W) e T dugdvydv, (6.9)
B
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Passando in coordinate sferiche :

dvydv,dv, = v?sin(0)dvdpdd (6.10)
Dunque la (6.9) diventa:
3
o= (=) e HET W2 sinbdvdpdd (6.11)
flv)dv = SnkpT e v sinfdv .

Dunque integrando sugli angoli:

m % _ mau? 4 2
dv = T p2d nfdf | d 12
fw)dv (27rkBT) e vodv [/0 sin /0 gzb] (6.12)

ed, in definitiva:

v) = 4mv° e 2+BT 6.13
10)= (57 ) (6.13)
f(v)
0.0020 [
ossigeno (02)
0.0015 |
00010 | X
0.0005 - \
P R N B i, .S A w——— | | [m/s)
200 400 600 800 1000 1200 1400

Figura 6.2: Grafico della funzione di distribuzione di Boltzmann del modulo
della velocita per 'ossigeno molecolare a T=300K

6.3 Velocita piu probabile e velocita quadratica
media

Dalla (6.13), possiamo ricavare la velocita pitt probabile derivando la (6.13) e
3

ponendo la derivata a zero. Ponendo A = 4 (ﬁ) :

df(v) m N o] et
7 A{( 2kBT>2v +2v|e BT =0 (6.14)

dunque

=1

2kpT
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Quindi la velocita piu probabile &

2%kpT
vp =1/ n’j (6.15)

La velocita media puo essere calcolata come:
[ of@de ( om NP, e
_ )= _ 4 2 " 3kgT d 1
(v) ffooof(v)dv (Qﬂ'kBT) T / vee” 2FBT ydu (6.16)

dove si & fatto uso della proprieta che 'integrale su tutto lo spazio della funzione
di distribuzione fa 1. L’integrale nella (6.16)¢ del tipo:

oo d 2 A o0
A/o 026761}2% = 2—62/0 we “dw (6.17)

— 00

Integando per parti, con e~ dw fattore differenziale, si ha:

A A

s Lwe )T — e8] = 5 (6.18)

con =2~ A=dr (L)S/Q =4r (2)3/2 e, dunque:

2kpT 2nkpT
8kpT
= -1
() =/ =2 (619)

6.4 Velocita quadratica media

La velocita quadratica media ¢ il momento secondo della distribuzione di Max-
well Boltzmann: E(v?)

0 m % o0 w2
<U2>=/0 v f (v)dv = <2kaT) 47?/0 vle #aT dy (6.20)

Per risolvere qust’integrale, potremmo procedere per parti come nel caso pre-
cedente, scindendo v*dv in v? v2dv = v? - d(v3)/3, oppure, pit facilmente fare
ricorso alla funzione I' di Eulero.

6.4.1 La funzione I' di Eulero

E’ definita dall’equazione:
“+oo
['(z) = / t*~te tdt (6.21)
0

Si prova facilmente che
I(z+1) =z2I(2) (6.22)

,echeI'(1) =1, dunque, per z=n €N, I'(n+ 1) =nl.
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L’integrale di Gauss, pud essere espresso in termini di questa funzione:

/ 677d£€:2/ e zdx
—0o0 0

quindi T'(1/2) = /7.

Per quanto detto, I'integrale nella definizione della velocita quadratica media
(6.20):
/ v3e P vy
0

3/2
con la sostituzione fv? =t e quindi vdv = %dt evd = (%) , diventa:

(5 T (3)
=@ () ) = ()3 2)

dove abbiamo applicato la proprieta (6.22) della funzione I". Per la stessa
proprieta I'(3/2) = 1/2I'(1/2) = /7 /2, quindi:

3 3kpT

= 6.23
kil (6.23)

1
(w2 = 27732 /7. ()
B
La (6.23) da lo stesso valore che si trova con I’equipartizione dell’energia e la
teoria cinetica dei gas.
I momenti di ordine superiore, possono essere trovati facendo uso della

proprieta:
/J:o (Me=¢d¢ = % T (n;l) (6.24)
da cui risulta: n/2
O ETCR) e

6.5 Distribuzione dell’energia

La frazione di particelle con energia compresa tra E e E+dE é uguale a quella
delle particelle con velocita compresa tra v e v+dv:

dv

J(E)E = f(v)dv = [(E) = f(v) 2 (6.26)
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Siccome E = 1/2mv?, allora dE = mvdV, v = \/2E/m, dunque: dv/dE =
1/(mv) = 1/my/m/2E = \/1/2mE. La distribuzione dell’energia cinetica,
dunque é:

3
m 2 _ mw? 1
E)dE = 4 2T g2 . | ——dF =
f(E)d (27rkBT) me *ETy 554 62
Py E dE

7T]€BT kBT



Capitolo 7

Potenziali Termodinamici

7.1 Introduzione

Lo stato di un sistema termodinamico ¢ definito dalle variabili di stato P, V, T (e
dal mumero di molecole n). Il calore scambiato (ceduto o ricevuto dal sistema)
durante una trasformazione infinitesimale, dipendera da quali delle variabili di
stato si fanno variare nella trasformazione.

Considerando I’equazione che esprime il primo principio della termodinamica
a pressione costante:

dQ = dU + PdV (7.1)
a seconda di quali variabili consideriamo indipendenti avremo:
(V,T) dU = (5%),, dT + (5%) . dV
= dQ = (5%), dT + [(5%), +p] dV (7.2)
(P.T)  dQ=(3%),dP+ P (%%), dP+
+[(57)p + P (57) p] 4T (7.3)
(V,P) dQ=[(%%),+PldV + (5%), dP (7.4)
Se introduciamo i calori specifici a volume e pressione costanti:
C, = (g?)v = (g#)v (7.5)
¢ = (5’%)19 = (%)P +P (%)P
in cui il termine oV
a=|— (7.6)
(57,

é il coefficiente di dilatazione termica che é una proprieta termodinamica delle
sostanze. Il II termine della 7.5 & D'effetto sula capacitd termica del lavoro
compiuto nell’espansione. Sostituendo, avremo:

dQ(V,T) = CodT + [(3%), + Pl av
dQ(P,T) = CpdT + [(57)p + P (55),] dP
dQ(V.P) = [(§v)p+PldV + (5p), dP

(7.7)

63
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Il secondo termine nella parentesi quadra di (7.8) é la comprimibilita a tempe-
ratura costante.

7.2 Energia Libera di Helmoltz

Consideriamo ’espressione del primo principio della termodinamica in termini
del lavoro:
L=Q—-AU (7.10)
In una trasformazione in cui il sistema ¢ a contatto con ’ambiente a temperatura
uniforme 7', e passa dallo stato A allo stato B, il differenziale §QQ della quantita
di calore non ¢ un differenziale esatto, quindi per ottenere un eapressione che lo
sia, passiamo dall’Entropia. La variazione di entropia sara:
B 40
ﬂm—ﬂmz/"ﬁpﬁngym_am] (7.11)
A
valendo il segno di uguaglianza per le trasformazioini reversibili. Sostituita nella
(7.10), da:
L<U(A)-UB)+T[S(B)—-S(A)] (7.12)
L’equazione (7.12) pone un limite superiore alla quantita di lavoro che si pud
ottenere dalla trasformazione da A a B. Nel caso in cui le temperature degli
stati A e B siano la stessa temperatura T', possiamo definire la quantita:

F=U-TS8 (7.13)

che é "Energia Libera del sistema. Con questa definizione risulta che il lavoro
che si puo ottenere da una trasformazione a temperatura uniforme é limitato
dalla variazione di energia libera:

L<—-AF (7.14)

L’energia libera assume per i sistemi termodinamici lo stesso significato che
ha P’energia nei sistemi meccanici, con la differenza che il segno di uguaglian-
za, che per i sistemi meccanici é sempre vero, in questo caso, vale solo per le
trasformazioni reversibili.

Per un sistema a volume costante e pressione uniforme, il lavoro compiuto
dalla trasformazione & nullo, pertanto, dalla (7.14) ricaviamo che F(B) < F'(A).
Dunque, in un sistema a contatto termico con ’ambiente, se non di pud com-
piere o assorbire lavoro dall’esterno, l’energia libera non pud aumentare nella
trasformazione. Questo significa che lo stato in cui F' € minima € uno stato di
equilibrio stabile. Questa situazione é analoga a quello che avviene nei siste-
mi meccanici con ’energia potenziale, in cui lo stato di minimo potenziale &
uno stato di equilibrio stabile. Per questo motivo la quantita F & il Potenziale
Termodinamico a Volume Costante.

7.3 L’Entalpia

Consideriamo la forma non differenziale della (7.1):
Q=U+PV=H (7.15)

questa equazione definisce il potenziale termodinamico a pressione costante H,
anche noto con il nome di Entalpia (dal greco evddinew che significa riscaldare).
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7.3.1 Entalpia di legame e di trasformazione

Nelle reazioni chimiche che avvengono in un laboratorio, tutto avviene alla pres-
sione atmosferica, per cui la quantitd di calore scambiata con ’ambiente nella
reazione & coincidente con ’entalpia della reazione. Per convenzione, il segno
della variazione di entalpia é riferito al sistema in reazione, per cui, una quan-
titd di calore ceduta al sistema €& positiva, mentre se é la reazione che cede
calore all’ambiente, la variazione é negativa. La variazione di entalpia che ac-
compagna la formazione di molecole a partire dagli atomi isolati & 1’entalpia
di legame. Ad esempio, la formazione della molecola di idrogeno a partire da
due atomi isolati: 2H — H,, avviene cedendo all’ambiente una quantitd di
calore AH = —435.9kJ/mol, o, ancora, l'entalpia di legame della reazione
3C + 8H — C3Hg, sara AH = —3997.6 kJ/mol.

L’entalpia di legame non va confusa con V'entalpia di formazione che & la
quantita di calore scambiata nella formazione delle molecole a partire dagli ele-
menti nel loro stato molecolare di riferimento (a pressione atmosferica), che, solo
per i gas nobili é quello monoatomico. A rigore lo stato-standard termodinami-
co dipende dalla temperatura d’interesse . I valori sono tabulati molto spesso
come entalpia di formazione standard alla temperatura di 298,15 K (25 °C).
L’entalpia standard di formazione é una funzione di stato termodinamica. Essa
é quindi equivalente alla somma dei diversi processi di reazioni di sintesi. Per
esempio, per calcolare ’entalpia standard di formazione del cloruro di sodio si
usa la reazione:Na() + (1/2)C1a(g) — NaCl s Questo processo & costituito da
sotto-processi separati, ognuno dei quali possiede la propria entalpia. Quindi,
dobbiamo calcolare:

La entalpia di atomizzazione standard di sodio solido.

e La prima energia di ionizzazione del sodio gassoso.

L’entalpia standard di atomizzazione del gas cloro.
e L’affinita elettronica degli atomi di cloro.
e L’entalpia della matrice di atomi del cloruro di sodio.

La somma di tutti questi valori da ’entalpia di formazione standard del cloruro
di sodio.

Un concetto che viene impiegato molto in termochimica é anche ’entalpia di
legame media, ossia ’entalpia di formazione media di un legame chimico A — B,
ricavata analizzando le entalpie di formazione, di legame e di reazione associate
a diversi composti. Contrariamente all’entalpia complessiva di legame del com-
posto, quella del singolo legame chimico non puo essere definita rigorosamente,
in quanto variabile da composto a composto. Si tratta invece di una grandezza
empirica che ha lo scopo di fornire una prima stima grossolana della forza dei
legami.

In linea di principio la somma di tutte le entalpie di legame medie associate
a ogni legame presente nella molecola dovrebbe essere uguale all’entalpia di
legame della molecola, quindi nell’esempio del propano, in cui si hanno otto
legami C-H e due legami C-C, si dovrebbe avere:83AH(C'— H)+2AH(C —-C) =
—3997.65 k.J/mol. Tipici valori riportati per AH(C — H) e AH(C — C) sono
rispettivamente -412 e -348 kJ /mol, dunque:8(—412)+2(—348) = —3992 kJ /mol
che & abbastanza vicino a quanto riportato all’inizio del paragrafo.
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7.4 L’energia libera di Gibbs

Il potenziale termodimamico che ci fornisce ’energia libera a temperatura e
pressione costanti & U'enrgia libera di Gibbs. Per ricavare la sua espressione
partiamo dalla considerazione che per il II principio della termodinamica:

%9 <ds
6Q =dU + L

quindi, in generale, se il lavoro é eséresso solo come PdV:

dU + PdV
as — AV S (7.16)
T
Quando sono costanti P e T allora d(U + PV —T'S) < 0 e dunque il potenziale
termodinamico di Gibbs:

G=F+PV=U+PV-TS (7.17)

La 7.16, permette di calcolare ’espressione di tutti i potenziali termodinamici
semplicemente tenendo conto di quali sono le variabili tenute costanti:

(V,T) = PdV =0 = d({U —TS) = dF <0 (7.18)
(T,P)= VdP =0= d(TS—[U+PV])=—dG >0 (7.19)
U, V) = s >0 (7.20)
(S,P)= dU+ PdV < 0= d(U+ PV)=dH <0 (7.21)

7.4.1 Uso del potenziale di Gibbs per ricavare ’equazione
di Clapeyron

Consideriamo un sistema composto da un liquido (1) in equilibrio con il suo
vapore (2) in un cilindro a pressione e temperatura costanti. In tal caso sara:

U=U,+U; S=514+85 V=Vi+Vo=G=G+G>y

Se m1 e mo sono le rispettive masse, possiamo considerare le quantita specifiche:
gi = 7% Tutte le quantitd specifiche sono funzione della sola temperatura.

Eseguiamo una trasformazione isoterma, tenendo conto che mj; + my =
cost = dm, = —dmsy. nello stato finale della trasformazione, sara:

Gy = (m1+dmi)gr + (mg — dmy)gs = G + dmi(g1 — g2)

Siccome al principio il sistema era in equilibrio, G deve essere in un mini-
mo, dunque AG = 0 e quindi g1 = g. Scrivendo per esteso le energie libere
specifiche:

(UQ — Ul) +P(U2 — ’Ul) — T(SQ — 81) =0
e, differenziando rispetto alla temperatura:

d(UQ - ’ll,l) dP d(U2 — ”Ul)
T Tar TP

d(SQ — 81)

7(52751)777 dT

=0 (7.22)
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Siccome (dg =)T'ds = du + Pdv, nella (7.22) rimane solo:

)dP .
dT
La differenza di entropia che appare al primo termine, & la variazione dovuta

alla vaporizzazione di un’unitd di massa del liquido, cioé il suo calore latente di
vaporizzazione \. visto che Q = A =TdS, sara:

P A
dT o T(’UQ*”Ul)

—(82—81)+(U2—U1 0

(7.23)

che & ’equazione di Clapeyron.

7.4.2 La regola delle Fasi

Quando un sistema & composto di una sola sostanza omogenea, si dice che consi-
sta di una sola fase. Se un sistema eterogeneo é composto di varie parti, ciascuna
delle quali omogenea, questo consiste di tante fasi quante sono le parti che lo
compongono. Per esempio, il sistema liquido-vapore del paragrafo precedente é
un sistema composto da due fasi di un solo componente.

Tutte le proprieta specifiche di una fase, dipendono dalla temperatura T,
dalla presione P e dalla composizione fisica della fase. Possiamo dire che una
fase & una mistura omogenea di tutti i composti che si possono ottenere dagli
elementi chimici presenti in essa e che la percentuale di ciascun composto é
univocamente determinata da T e P e dalle concentrazioni degli elementi.

Consideriamo un sistema composto da f fasi e n componenti indipendenti.
Sia m;; la massa del k-mo componente presente nella fase ¢. La matrice m;y
rappresenta la distribuzione dei componenti nelle diverse fasi.

As una determinata temperatura, la condizione di equilibrio é che il poten-
ziale termodinamico G sia minimo. Se consideriamo trascurabili le energie in
gioco alle interfaccie delle varie fasi, allora G sara la somma delle G; delle singole
fasi. Ciascuna G; dipendera dalla temperatura, dalla pressione e dalle masse di
ciascun componente:

Gi = Gi(T, P, ms;1, M2, ,mm)

La sua forma dipendera dalle proprietd della fase i-esima, ma, comunque sa-
rad una funzione omogenea di primo grado delle m, per cui le aag;k saranno
funzioni omogenee di grado 0.

Se siamo in uno stato di equilibrio allora dG = 0. Come abbiamo visto nel
precedente paragrafo, in una trasformazione in cui una quantitd §m passa dalla

fase 7 alla faswe j,lasciando le altre inalterate, sara:

Mik — My — OM

M — Mjk +0m

e dunque:
an 8Gi _
0G = 6G; + 0G; = [amjk - 3mi,€] om =0
da cui: PYe PYe
el B Lgj= {1...f} k={1..n} (7.24)

ijk a 8mzk
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per qualunque coppia di fasi e per ciascuna componente. L’eq. (7.24) equivale a
n(f—1) relazioni di equilibrio indipendenti, che dipendono solo dalla costituzione
chimica e non dalla quantita di sostanze in ciascuna fase. Siccome le derivate
di G; sono omogenee di grado 0 in m;;, queste dipenderanno solo dai rappporti
delle m;1, mja...m;p. Il numero di questi rapporti ¢ f(n — 1). Oltre a questi,
le altre variabili da cui dipendono le derivate di GG; sono P e T, per un totale
di 2 + f(n — 1) variabili per n(f — 1) equazioni. La differenza tra il numero
di variabili e il numero di equazioni, da il numero di variabili che si possono
scegliere arbitrariamente, e prende il nome di grado di variabilita v

v=mn-1f+2-n(f-1)=n+2—-f (7.25)
Facciamo qualche esempio pratico:

1. Un solo fluido omogeneo: f = 1 (la sola fase fluida), n = 1, per cui
v = 2. Posso scegliere T e P arbitrariamente ma son posso variare la
composizione, perché il nostro fluido é definito.

2. Due gas chimicamente definiti: f = 1 (solo gas), n = 2 = v = 3.
Possiamo variare T, P e il rapporto fra i due componenti.

3. Acqua in equilibrio col suo vapore: f = 2 (liquido e gas), n = 1
= v = 1. Possiamo variare solo la temperatura, la pressione sard la
pressione di vapor saturo alla temperatura data.

4. Acqua, ghiaccio e vapore in equilibrio: f =3, n=1= v =0. Non
c’é liberta di scelta. Le tre fasi coesistono in un solo punto con pressione
e temperatura definite.

Figura 7.1: Diagramma delle fasi dell’acqua in funzione della pressione e della
temperatura

Quest’ultima situazione ¢ illustrata in Fig. 7.1. La curva AB rappresenta la
pressione di vapor saturo in funzione della temperatura. Se ad una determi-
nata temperatura, aumento la pressione, tutto il vapore condensera nella fase
liquida, e viceversa evaporera. La curva AC corrisponde alla pressione di vapor
saturo in contatto col ghiaccio. Il punto in cui coesistono acqua, ghiaccio e va-
pore dovra appartenere ad entrambe le curve, e dunque sara l'intersezione delle
due. Nello stesso punto passera anche la curva di equilibrio tra acqua e ghiaccio
AD. Pertanto il punto A é detto punto triplo e per 'acqua ¢ a T = 0.0075C
e P = 0.00602 atm. Siccome la pressione del punto triplo é minore di quella
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atmosferica, la retta (tratteggiata) a P = 1 atm, interseca tutte e tre le regio-
ni. L’intersezione con la curva AD, rappresenta la temperatura di fusione del
ghiaccio, quella con AB, la temperatura di ebollizione dell’acqua.

7.5 Trasformazioni di Legendre e relazioni di Max-
well

Prendiamo il differenziale totale della (7.15):
dH = dU + PdV + VdP
siccome dU = T'dS — PdV allora:
dH =TdS +VdP (7.26)

e da qui possiamo ricavare la temperatura ed il volume in funzione delle derivate
dell’entalpia: ) ,

T=(35%)p V=(5)s (7.27)
Dunque 'eq. 7.26, mette in relazione l'entalpia con S e V. In generale, una
funzione termodinamica L(z,y, z...) con le sue variabili indipendenti z,y, z... ha
la forma differenziale:

dL = Xdx+Ydy+ Zdz + ... (7.28)
dove X,Y, Z, ... sono tutte funzioni delle variabili x,y, z, .... La trasformazione:
L—-L=L-Xz
{ T, Y, 2y .. — XY, 2. (7.29)
¢ nota come trasformazione di Legendre. La (7.29) implica: !
dL = —2dX +Ydy + Zdz + ... (7.30)

L’eq. (7.26) ¢ una delle trasformazione di Legendre ricavata a partire da dU =
TdS — PdV: -

U—-U=H=U-(-PV)

V,S ——-P,S

d(U+ PV)=VdP +TdS
analogamente, possiamo ricavare le altre funzioni termodinamiche che ci metto-
no in relazione le diverse variabili, tramite trasformazioni di Legendre successive,
a partire da U o S. Con questo metodo possiamo verificare la seguente tabella:

Funzione Termodinamica Variabili naturali Differenziale totale
U S,V,N; dU =TdS — PdV + ), u;dN;
H=U+ PV S, P, N; dH =TdS +VdP+ ), 1;dN;
F=U-TS T,V,N; dF = —SdT' — PdV + . j1;dN;
G=F+PV T,P,N; dG = —SdT + VdP + ), j1;dN;
® = F — G = —PV (gran potenziale) T,V,N; d® = —SdT — PdV — ", pu;dN;
S U,V,N; dS = 7 (dU + PdV — >, juidN;)

n generale, se dU = vazl fidz;, possiamo scrivere: dU = fidx1 + ;< fidzi e quindi,
portando al primo menbro il primo addendo d(U — fiz1) = —z1df1 + > ;- fidzi, quindi le
funzione U = U — fix risponde esattamente alla 7.30
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Da questa tabella é facile ricavare le variabli naturali come derivate delle funzioni
termodinamiche

(%)V,N =T (%)S,N =-r (381(\{]- )S’V’Ni = Hj (7.31)
(%)V,N =-5 (%)T,N =-r (&?IQ)T’V’NI_ =Ky (7.32)
(%)P,N =-5 (gTGD)T,N =V (881%)T_’P7Ni =1y (7.33)

Se la (7.28) ¢ un differenziale esatto, allora:

a@% = %,etc (7.34)
da cui si possono ricavare le relazioni (di Maxwell) fra le derivate, che possono
anche essere verificate direttamente derivando le (7.31,7.32, 7.33 ...) rispetto alle
variabili incrociate e ricordando che le derivate seconde miste sono indipendenti
dall’ordine di derivazione. Per es., dalla 7.32, derivando rispetto a S la seconda
e rispetto a V la prima, si ottiene:

o5\ _(op
WV )ry \OT)yy
7.6 Radiazione di corpo nero

Consideriamo una cavitd a temperatura 7', in equilibrio con la radiazione elet-
tromagnetica al suo interno. La densita di energia u sarad ’energia interna della
cavita U divisa per il volume e puo essere pensata come ’integrale delle densita
di energia alle varie frequenze:

< du
= —d .
u 7 v (7.35)
Per l'integrando vale la legge di Kirchhoff: % ¢ indipendente dal materiale.

Infatti, consideriamo due cavita di materiale diverso a temperatura differente,
Ty <Te (%)2 > (‘;—5)1. Se mettiamo le cavita in contatto, I'energia, e dunque
il calore, fluira da 2 verso 1 anche se Ty < Tj, violando il II principio della

termodinamica.

7.6.1 legge di Stefan

La pressione che la radiazione esercita sulle pareti della cavita é data classica-
mente dal valor medio del prodotto vettore tra i campi elettrici e magnetici che
compongono la radiazione:

P=<ExB>

D’altra parte, possiamo scrivere ’espressione della pressione in funzione della
densita di energia, a partire dall’equazione del lavoro in una direzione:

dL, = Fdx = PAdx = PdV, (7.36)
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siccome questo sara uguale nelle tre direzioni, dL = U = 3PdV. Dunque,

u
P=- 7.37
: (7.37)

Siccome siamo a volume costante, possiamo scrivere la pressione in termini
dell’energia libera F:

(), -, (@),

Applicando la relazione di Maxwell

().~ (),

, otteniamo
6U> <6P>
— ) =T|—=—) —-P (7.39)
(8V T ar /.,
Il primo membro, altro non é che la densita di energia u, pertanto, applicando
la (7.37):
T (Ou 1
=—|=] - A
u= 3 < OT) y U (7.40)
e riarrangiando:
ou 4
— | == 7.41
<8T) , T (7.41)
che si integra, ottenendo:
u(T) = AT* (7.42)

Che esprime la legge di Stefan, ovvero che la densita di energia scala con la
quarta potenza della temperatura.

7.6.2 Lo spettro di corpo nero

In generale la densita spettrale della densita di energia % sard una funzione
della temperatura e della frequenza f(v,T) ed il suo integrale sulle frequenze &

dato dalla legge di Stefan:

o =fwT)

{ fm}(v, T)dv = AT* (7.43)

Possiamo trovare una combinazione di v e T che abbia le dimensioni di:

du
bl l*ltfl
&)

avendo a disposizione:
[kT] = ml*t—2
[c] =1t~ 1
=t

ove k ¢ la costante di Boltzman k = 1.38 x 10723 J K1 e ¢ = 299792458 m s~}
¢ la velocita della luce nel vuoto.
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La combinazione di questi elementi che riproduce le dimensioni volute é:

f,T) = Ck;TZ—j (7.44)

ove C' & una costante che non pud dipendere da kT, v e c e, secondo Rayleigh e
Jeans vale 8.

La funzione (7.44) diverge alle alte frequenze (catastrofe ultravioletta), e
dunque andra "regolarizzata", in modo da eliminare questa divergenza, con
un termine che dipenda dalla frequenza e dalla temperatura in modo tale che
l'integrale (7.43) dia il risultato atteso:

e’} 8 2

/ T P(awT™)dv = AT (7.45)
0 C

in cui abbiamo supposto che la funzione regolarizzante dipenda da una potenza

generica della temperatura. L’eq.(7.45) impone un valore all’esponente della

temperatura m e alle dimensioni della costante a. Infatti, se effettuiamo il

cambiamento di variabile avT™ = z, risulta:

kT

ad3c3

T3 / xrP(z)dr = AT* (7.46)
0

da cui, uguagliando gli esponenti della temperatura ad ambo i membri: —3m +
1 =4=m= —1, e avT~" deve essere adimensionale. Siccome kT ha le
dimensioni di un energia possiamo usare la relazione di Plank F = hv per
ricavare la forma funzionale a = h/k ove h = 6.626 x 10734 .J s ¢ la costante di
Plank.

In definitiva,

du  8wkTv? hv
¢ 8rkT [
U 2.,(V _
= /0 vef (T) dv =0T

cambiando la variabile z = %:

8wkT
3

/O00 (Tz)?f(x)Tdx = oT*

quindi, 'integrale fooo 22 f(x)dz & una costante rispetto a T.

Il massimo della distribuzione spettrale di energia, si sposta in avanti all’au-
mentare della temperatura. Infatti, se chiamiamo G(v) la densita spettrale di
energia, questa avra un massimo quando d%f}”) = 0. Dunque, ricordando che G
é funzione di v tramite x:

dG(z)  d[z*f(x)] dx B
dv > dzx dv . =0
facendo le derivate:
20 f(z) + 22 (2) = 0 = Tyae = —2 ( /(@) ) (7.48)
(@) ) e,
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Il secondo membro ¢é indipendente da v e T" ma dipende solo dal loro rapporto.
In pratica 4, € una funzione &(z)|;z=s,,,,, € dunque una costante. Quindi se
Tmaz = Vmaz/T = cost, deriva che

‘ Vinaz = cost - T (7.49)

dunque la posizione del massimo ¢ direttamente proporzionale alla tempe-
ratura. Questa equazione prende il nome di legge di spostamento di Wien.

7.6.3 Coefficienti di Einstein e spettro di corpo nero

Con argomenti termodinamici, non si pud andare molto oltre quanto gid mo-
strato, né c’¢ modo di ricavare la forma della densita di energia in funzione
della frequenza. Per ricavare quest’andamento funzionale é necessario ricorre-
re alla meccanica quantistica, per cui i livelli di energia degli elettroni atomici
sono discreti (quantizzati,per Pappunto). Gli elettroni atomici, stimolati dal-
la radiazione elettromagnetica possono saltare da un livello energetico ad un
altro di energia superiore, e poi decadere nuovamente ad un livello inferiore,
sia spontaneamente, sia tramite un’altra interazione con la radiazione. Quando
un elettrone decade in un livello energetico inferiore, nel processo viene emesso
un fotone (un quanto di radiazione elettromagnetica) la cui energia & pari alla
differenza di energia tra il livello di partenza e quello di arrivo. Analogamente,
per saltare ad un livello piu alto, deve assorbire un fotone di energia pari alla
differenza tra i livelli.

Esaminiamo in dettaglio due livelli energerici generici m ed n con E,, < E,.
Siano IV, gli elettroni presenti al livello n e sia A,,,;, la probabilita di transizione
spontanea al livello m. La variazione del numero di elettroni nel livello n, dovuto
all’emissione spontanea sara:

N, = — Z Apm Ny, (7.50)

che esprime che il numero degli elettroni nel livello superiore decresce per deca-
dimento in tutti i livelli inferiori. L’Eq. (7.50) si integra:

N, (t) = Noe~ =
_ 1
T - Em An'rn

avendo definito la vita media del livello 7.

La probabilita di transizione dal livello inferiore m a quello superiore n
mediante l'assorbimento di un fotone dal campo elettromagnetico, sard pro-
porzionale alla densita di energia del campo u(v) mediante un coefficiente che
chiameremo B,,,,:

Wmn - anu(ymn)
L’ultima possibilita, é che il campo elettromagnetico assuma energia dall’atomo,
diseccitando elettrone da n ad m (emissione stimolata). Anche in questo caso,
la probabilita sara proporzionale alla densita di energia, tramite un coefficiente
By che in linea di principio ¢ differente da B,,,.
In totale, la variazione del numero di elettroni nei livelli m ed n, sara;

Non(t) = =N (0) B (V) (7.51)
N (t) = =Ny (0) [Apm + Brmt(Vnm)] (7.52)
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All’equilibrio, le variazioni si devono compensare: N,, = N,. Raccogliendo i
termini in u» e dividendo tutto per N,, otteniamo:

No,

|:an]\[71 - Bnm:| U(Vm,n) = Amn
Il rapporto fra le popolazioni dei livelli, possiamo ricavarlo dalla statistica di

Boltzman:

N, Bp—Ep hvmn
mo_ e kT =e ll/cT
N,
e, se supponiamo che B,,,, = B, otteniamo:
Apn 1
W(Vnm) = 55— o (7.53)
B mn
mn e kT — 1

Il rapporto tra A, € By, & simile a quanto trovato con con argomenti termo-
dinamici nell’eq.(7.47), in definitiva otteniamo la formula di Plank dello spettro
della radiazione di corpo nero:

~ 8rh? 1

h
3 err —1

u(v) (7.54)

7.6.4 Spettro di corpo nero e oscillatori quantistici

La 7.45 ci dice che in condizioni di equilibrio termico c¢’é un rapporto ben perciso
fra la densita di energia di radiazione in un corpo nero e ’energia media < £ >
degli oscillatori che lo compongono:

(E) (7.55)

Se ’energia ¢ una variabile continua e la probabilitd di un oscillatore di avere
una certa energia segue la distribuzione di Maxwell, allora si ricava la legge di
rayleigh-Jeans, che abbiamo gid visto non funzionare, perché causa la catastrofe
ultravioletta. Il problema fu risolto brillantemente da Plank con l’ipotesi che
I’energia degli oscillatori fosse quantizzata secondo la regola:

E=nEy n=1,2,.. (7.56)

ove Fy ¢ il quanto di energia fondamentale. L’energia media, allora non é pia
un integrale esteso da 0 a infinito, ma una somma:

Joe) _nEy
Zn:O nEOe ~r

nEq

Yonmo€ KT

(E) = (7.57)

Detta 8 = 1/kT, la 7.57 & del tipo:

(E) = —%%ln <Z eﬁ”’%) (7.58)

La somma in 7.58 vale:

[e'e] o 1
> emnbo = T (7.59)
n=0
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dunque:

Eq

1d 1
<E> = —E%ln (1 _efﬂEo

):

eEO/kT -1

75

(7.60)
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Capitolo 8

Elettrostatica e conduzione

8.1 Richiami di elettrostatica nel vuoto

8.1.1 Il Campo Elettrico

Definiamo il campo elettrico E a partire dalla forza che subisce una carica
elettrica nello spazio, in presenza di un’altra carica. Per una carica di prova

unitaria, possiamo scrivere:
F =¢qE (8.1)

Analogamente, possiamo scrivere la legge (di Coulumb) per due cariche ¢; € ¢s.
La forza esercitata dalla carica 1 sulla 2 sara:’
X1 — X2
Fi2=kqgqn———Fx 8.2

|X1 . X2|3 ( )
Dal confronto fra le (8.1) e (8.2) si ricava che il campo elettrico generato dalla
carica ¢; nel punto x é:
X — X1

E(x) = kg1 (83)

|x —x1|3

in cui la costante di proporzionalita k vale:

1
k =
47meg

=10""¢* (SI)

avendo introdotto la permittivita o costante dielettrica del vuoto che vale ¢y =
8.854 x 107 12Fm~1 = 8.854 x 1072C2N~'m~2. Le dimensioni del campo
elettrico saranno:[E] = Vm ™.

Per avere un’idea della forza del campo elettrico rispetto a quello gravitazio-
nale, consideriamo il rapporto tra la forza elettrica e gravitazionale esercitata

da un elettrone su un’altro elettrone!:

1 €2

"~ drweg 12
2

m
F,=G—

r2

Fg

Lconsideriamo le forze esercitate tra due perticelle identiche per essere indipendenti dalle

differenze di massa e/o carica. Avremmo potuto usare un elettrone ed un nucleo di tritio,
per aumentare ’'intensita della forza gravitazionale, ma non sarebbe stato significativo per un
confronto fra le forze.

79
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ove G = 6.67x1071 Nm2kg=2, e = 1.602x107°C, e/m, = 1.759x 10! Ckg~1'.
Dunque:
FE 1 62

— _ 42

8.1.2 Teorema di Gauss

Consideriamo una superficie chiusa S ed una carica ad una distanza r da un
punto della superficie. Il flusso del campo attraverso la superficie é:

/E -ndS :/ Lqr cos(6) ds
g g 4meg 73

1 1
= q/r—erQ -4 (8.5)
47eq 73 €

dunque, per una densita di carica p(z):

/E-ndszl/ p(x)d3$:/ V- -Edx (8.6)
S € Jv 14

da cui si ricava la formula differenziale del Teorema di Gauss:

vV-E=2 (8.7)
€0

8.1.3 Potenziale scalare

La legge di Coulumb (8.3),per una densita di carica p(x), la possiamo scrivere:

E(x) ! /p(x’)|X_X/ d3a’ (8.8)

- 47eq x—x|3

La funzione integranda pud essere scritta come il gradiente rispetto a x di
—1/|x — x/|. Infatti:

4 ! _
dX \/X2+X12_2x_xl

(2% — 2x)
2 (x2+ x/? —92x - x’)3/2
__xox
TR X
Dunque la (8.8) diventa:
1 p(xl) 3./
E = — d = — V .
(%) 47Teov/bc_x,‘ A (8.9)
ove si € definito il potenziale elettrico:
1 !/
V(x) = PX) o, (8.10)

dmeg ) |x — x|
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Incidentalmente, dal teorema di Gauss (8.5) e dalle (8.8) e (8.10), ricaviamo

che: ) ,
V.-E=-V.V / PX) g P
dmeg ) |x — x| €0

possiamo portare il gradiente dentro l'integrale perché é rispetto a x e poi
cambiare segno e variabile grazie alla simmetria del modulo:

1 N2 1 3 7 14
—_— v d’zr = =
47r60/p(x) (Jj—x’|) . €0

di conseguenza, deve essere:

v < ! ) =4né(x —2') (8.11)

|z — 2|

Se il campo ¢ il gradiente di un potenziale scalare V', allora il rotore del campo
é nullo:
VxE=0 (8.12)

e di conseguenza € nulla la circuitazione del campo lungo una linea chiusa:
%E~d€:0 (8.13)

8.1.4 Distribuzione superficiale di carica e doppio strato

Il teorema di Gauss applicato ad una superficie carica con una densita superfi-
ciale o si puod scrivere come:

/E~ndS:l/crdS (8.14)
s € Js

Se consideriamo i campi dai due lati della superficie F; ed Es, risulta (E; —E3)-
n = o/¢g, che ci dice solo che ¢’¢ una discontinuita nelle componenti normali
del campo dai due lati della superficie. D’altra parte, la (8.13) applicata ad
un circuito che attraversi la superficie e abbia due lati uguali e paralleli alla
superficie /1 ed /5, e gli altri due ortogonali, implica che:

?{E~d€:E1~€17E2~€2:0 (8.15)

essendo i due lati paralleli percorsi in senso opposto.

In definitiva, mentre le componente normale alla superficie subisce un salto
o/€o, la componente tangenziale si conserva nel passaggio attraverso la superfi-
cie.

Consideriamo ora due superfici cariche con carica opposta, poste a distanza
d(z) fra loro (Fig.8.1 - strato di dipolo). Il potenziale elettrico in un punto O(x)
é dato dalla somma dei potenziali elettrici dei due strati calcolati in quel punto.

Vix) = — US o(x) ds+/s"(”/)ds' (8.16)

:47{'60 |x — x/| /|x —x' +dn|
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Figura 8.1: Definizione delle variabili per il calcolo del potenziale elettrico dello
strato di dipolo

Siccome d < |x'|, possiamo sviluppare il secondo termine in serie di Taylor:

1 1 1
~ dn- V| ——
|x — %’ + dn] |X—x’\+ " V(|x—x’|>

Dunque, sostituendo in (8.16), otteniamo:

V(x) ~ ! /Sa(x’)dn -V <|1> ds’ (8.17)

T dmeg x —X/|
avendo tenuto conto che V = —V’. Definendo il dipolo eletirico come
p(x) = o(z)dndS = M(z)ndS (8.18)
dove M (z) = o(x)d é la distribuzione dello strato di dipolo.
Siccome: ) )
PV e T T

en-(x—x')=|n-(x—x)|cosh, dove 6 é Pangolo tra la normale alla superficie
e la linea di vista. Tenuto conto che

é ’angolo solido sotteso da dS’ al punto di osservazione, risulta che il potenziale
di doppio strato, o strato di di dipolo, é:

Viz) = —— /M(x’)dQ

4meq

mentre il potenziale in x, generato da un dipolo p(x’) posto in x’ &

1 p-(x—x/)
Vix)= —P2 X2
(x) dmey |x —x'[3

(8.19)

Se, per semplicita chiamiamo x — x’ = r, possiamo riscrivere la 8.19, in termini
delle componenti di r:

11
V(r) = Areo 13 Z TiPi
i=1
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Possiamo trovare il campo E(r) dalla 8.9:

1 0 (<1
o)~ X (3 s
ora: _5/2
0 T o 5ij 3 2
o TR 2" (Z o)

Sostituendo in 8.20 e detto n =r/r

E(r) = 4;60 3(n- I;g“ P (8.21)

8.1.5 Equazione di Poisson ed energia del campo

Riassumendo i risultati dei paragrafi precedenti, possiamo scrivere:

V-E=2
VxE=0 (8.22)
E=-VV
Dalla prima e dalla terza, otteniamo:
vvw=vr=_2~ (8.23)
€0

che é 'equazione di Poisson, caso disomogeneo dell’equazione di Laplace.
Consideriamo, ora, il potenziale generato da una distribuzione di n—1 cariche

q:

n—1
1 q;
V.’bi . J
(:) 47T60j§::1|$i—.73j|

L’energia potenziale totale sara:

n n—1
1

n
! 0
;%‘V(xi) = 2 Z Z |z Z_jxj‘

i=1 j#i=1

In definitiva, passando dal discreto al continuo, I’energia di una distribuzione
uniforme di cariche é:

W = 877160 /p(x) [/&dgx'] dr = %/p(x)V(x) >z

Usando I'equazione di Poisson, p(z) = —y V2V (z), dunque:

che, intregrata per parti da:
W= —%0 [VVV - /vv : VVde}
Il primo addendo si annulla all’infinito, e dunque

W = %0/|E(x)|2d3m (8.24)
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8.2 Dielettrici

8.2.1 Costante dielettrica relativa

Consideriamo, ora, dei materiali in cui le cariche elettriche, localizzate negli
atomi e nelle molecole, siano macroscopicamente statiche, ovvero non ci siano
flussi di materia e di carica lungo di essi. Questi materiali, di conseguenza,
non condurranno cariche elettriche e saranno dunque degli isolanti elettrici. Se
pensiamo questi materiali come delle distribuzioni uniformi di cariche, potremo

scrivere: )
= 1 /M 32’
dmeg ) |x — x|

Detta r = x — x’ la distanza fra due qualsasi punti del materiale e sviluppando
in serie di Taylor attorno a r—!, otteniamo:

V(z

Via)~ —— 14 ZQ”“TJ (8.25)

4meg | T |r|3 |r|°

Dalla 8.25, notiamo che per questi materiali — i dielettrici — valgono le stesse
leggi che per il vuoto, con una correzione che, macroscopicamente si pud pensare
come una diversa costante dielettrica. Detto, dunque, Ej il campo nel vuoto,
per i dielettrici varra:

1

E=—F

€r

in cui ¢, ¢ la costante dielettrica relativa del mezzo (che ¢ adimensionale).
Siccome per una superficie carica nel vuoto vale:

Ey =

o
€0
allora, per una superficie in un dielettrico:

E="2

€0€r

Si puo pensare, che nel materiale esista un campo macroscopico dovuto alla
struttura interna, che generi una densita di cariche (di polarizzazione) o’ tale
che:

1
E=—(c-0)= g
€0 €0€Er
dunque
-1
=" (8.26)
€r

che mostra che la densita di cariche di polarizzazione é proporzionale alla densita
delle cariche che generano il campo.
8.2.2 1l vettore induzione elettrica

D’altra parte, possiamo costruire il potenziale macroscopico come la sovrap-
)
posizione dei potenziali generati da volumi piccoli (ma ancora non abbastanza
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da dover considerare la struttura microscopica del materiale). Dai primi due
termini della 8.25 il potenziale per unita di volume é:

1 [px)  p-(x—x)
AV(w,') = 4eg [x —x/ + |x — x/|?

possiamo scrivere:

Vix) = i/ { PX) | p(xy. v (1> d%’] (8.27)

" dmeg x —x/ |x — x/|

Integrando per parti il II addendo e considerando che r—' — 0 all’infinito,

otteniamo:
V() 1 /[ﬂ(X’)—V"P(X’)] o (8.28)

~ dmeo |x — x'|

Che é T’espressione del potenziale statico con una densita di carica p — V - P.
Usando questa densita nella prima equazione di Maxwell:

p—V-P

V.E= "’ _ (8.29)
€0 €0
posiamo scrivere:
V- (cE+P)=V-D=p (8.30)

che definisce il vettore induzione elettrica o spostamento elettrico D = ¢xE + P.

Se consideriamo un mezzo isotropo, allora P & parallelo al campo E, si potra
dunque scrivere una relazione di proporzionalitd fra i due vettori, mediante un
coefficiente indipendente dalla direzione:

P =exE (8.31)
ove x € la suscettivita dielettrica, del materiale. Dunque:
D=¢(l+x)E=¢E

che definisce la permittivita elettrica del materiale: € = ep(1 + x) = €p€,. Se il
mezzo non € uniforme, la densita di cariche di volume p = —V - P sara diversa
da 0, dunque:

(67'_1)]:): _D_V(Er_l)

€r €r

p=—-cV- (e -—1E=-V-
Se, invece, il mezzo é isotropo e uniforme:

v.E="

€
e tutte le leggi sono uguali a quelle nel vuoto, salvo che i campi prodotti dalle
cariche sono ridotti di un fattore ep/e. Una immadiata conseguenza di cid ¢
che la capacita di un condensatore riempito con una sostanza dielettrica fra gli
elettrodi & maggiore di quella che avrebbe con gli elettrodi separati dal vuoto.
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8.2.3 Energia del campo nei dielettrici

Abbiamo visto che I’energia del campo nel vuoto ¢ data da:

1 .
W = 3 /p(X)V(x) 3
In presenza di un dielettrico, non lo possiamo piu dire perché c’¢ il campo
microscopico, e parte dell’energia del campo ¢ utilizzata per polarizzare il mezzo.
Consideriamo la variazione dell’energia §W dovuta ad una variazione dp
della carica macroscopica:

e dunque

SW = /V-aD(x)V(x) dx

che, integrato per parti da:
o0
V(2)0D|>®, — / §D(x) - VV(x) d*z
—o0

Il primo termine di annulla perché il potenziale & nullo all’infinito, e, in definitiva,
si ottiene:

W = / T SD(x) - B(x) d’x (8.32)
Se il mezzo ¢ lineare, allora possi;mo scrivere:
0D-E = %6(D-E)
e dunque dire che I'energia del campo in presenza di un dielettrico sara:

W= %/D(x) ‘E(x)d’x (8.33)

8.2.4 Polarizzazione per deformazione ed orientamento

Vediamo, ora quali sono i meccanismi che possono portare alla polarizzazione
di un mezzo.

Se schematizziamo gli atomi con il modello "planetario" di Bohr, con un
nucleo positivo al centro e gli elettroni, negativi all’esterno, ’applicazione di
un campo elettrico, spostera il nucleo in una direzione e gli elettrioni in quella
opposta, dando cosi luogo ad un dipolo elettrico. Questo meccanismo é la
polarizzazione per deformazione.

A livello molecolare, € possibile che le molecole abbiano un momento elettrico
proprio. Ad esempio, la molecola del cloruro di sodio, ¢ formata da uno ione
cloro, positivo, legato ad uno ione sodio, negativo. In presenza del campo,
queste molecole tenderanno ad orientarsi in media nella direzione del campo,
con delle fluttuazioni dovute all’agitazione termica. Questa é la polarizzazione
per orientamento.
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Figura 8.2: Effetto di un campo elettrico su un atomo di idtogeno nel modello
di Bohr

Deformazione dell’atomo di idrogeno

Come esempio quantitativo di polarizzazione per deformazione consideriamo
I’atomo di idrogeno nel modello di Bohr, in un campo elettrico come mostrato
in Fig.8.2.4. Per effetto del campo il nucleo ed il centro dell’orbita dell’elettrone
si separeranno di una distanza &, di conseguenza, la distanza tra il nucleo di
carica +e e lelettrone di carica —e sard: r = /&2 + a2, essendo a il raggio
dell’orbita. All’equilibrio dovremo eguagliare la forza attrattiva fra elettrone e
nucleo (proiettata nella direzione del campo), con quella del campo, che tende

a separarli:
1 ér
————cos(a) = eE
dmeg 21T

Per £ < a sara: r ~ a, inoltre cos(a) = &/r ~ &/a, dunque:

1 e 1
g L es 1 e
4dmeg a?a  4meg ad

dove abbiamo evidenziato il termine p = e£ che rappresenta il dipolo elettrico
indotto dal campo E:
p = 4meoa’E (8.34)

Polarizzazione media per orientamento

Come abbiamo detto, per molecole dotate di un proprio momento di dipolo

elettrico, la tendenza ad orientarsi in direzione del campo é contrastata dall’agi-

tazione termica che tenderebbe a disporle in maniera casuale. La polarizzazione

media di un mezzo composto da molecole polari, si potra calcolare come media

statistica della polarizzazione usando la funzione di distribuzione di Boltzman,

che descrive la distribuzione delle energie ad una determinata temperatura 7'
L’energia di un dipolo elettrico p nel campo E, sara:

F-x=eE-x=p-E=pEcosf
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essendo 6 ’angolo fra il campo e il dipolo. La distribuzione di Boltzman, a meno
di costanti moltiplicative (ininfuenti nel calcolo della media) é:

f(cosB) = e~ BT (8.35)
Di conseguenza, il valor medio della polarizzazione sara:
" cosff(cosf)dQ
< P>= f”rﬂ i ) (8.36)
S f(cos @) d

essendo dQ) = sinf d¢ df = d¢ d(cos 8) 'elemento di angolo solido. Sostituendo
a f(cos ) la sua espressione (8.35) ed eseguendo il cambio di variabile x = cos 6:

avendo chiamato a = %. Integrando per parti il numeratore, otteniamo:

% [me‘”]i

1 1 ax
= o et da

1=
1l aa
(J,ffl6 dx

Eseguendo il calcolo:
1
< P >= ctgh(a) — o= L(a) (8.37)

La funzione L(a) ¢ la funzione di Langevin. Per valori di KT > FEp (cioé
quasi sempre nell’ambiente, essendo 300K = 0.0025 eV/c? = 4.14 10721 e,
considerate distanze fra le cariche di » = 1078%m, p ~ er = 1.602 - 107°C -
1078m ~ 10727 m - C' ), possiamo sviluppare L(a) in serie attorno ad a =
Ep/KT, erisulta: L(a) ~ a/3, e dunque:

pQE*
(P) =pLia) = L2

Il dipolo totale sara dato da P = n(P) = naE*, essendo « la polarizzabilita
elettrica, n il numero di dipoli per unitd di volume ed E* il campo interno.
Dobbiamo adesso valutare il campo interno al materiale. Se consideriamo un
volume sferico V' e raggio R che contenga molte molecole, il campo interno alla
sfera generato dalle cariche di polarizzazione si puo ricavare dal teorema di gauss.
Infatti il flusso F,(E) del campo attraverso la superficie &: Fi(E) = 47r2E(r) e
la carica contenuta nella sfera ¢ ¢ = 4/37r3p. Dunque, per Gauss F,(E) = q/¢g
Sicché: 4mr?E*(R) = 4/3713p/eo e, di conseguenza, possiamo scrivere:
Jo (8.38)
360
Dunque, il campo interno al materiale, dovuto alle cariche di polarizzazione ed
al campo esterno sara:

B —E4-—P
360
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ma, siccome P = naE*, con successivi passaggi, possiamo ricavare l’espres-
sione della polarizzazione elettrica in funzione del solo campo esterno e della

polarizzabilita:
1
P =na <E + P>
360
E
P=-"" —¢xE (8.39)
~ 3e

e di conseguenza, ’espressione della suscettivita elettrica in funzione della po-
larizzabilita: no

X= s (8.40)

3
La suscettivita ¢ adimensionale, di conseguenza, le dimensioni della polarizzabi-
lita o, si possono ricavare dall’espressione 8.40, in cui deve essere adimensionale
il rapporto tra na e €p. Dunque la polarizzabilita ha le dimensioni della costan-
te dielettrica per un volume. Nei testi, spesso, si trova che la polarizzabilita é
espressa in ¢m?: ci si riferisce al suo valore in termini della costante dielettrica
del vuoto o/ = a/ep.

Relazione di Clausius-Mossotti

Ricaviamo, ora, un’espressione che lega la costante dielettrica relativa alla po-

larizzabilita, che, come vedremo in seguito, € molto utile quando si considerano

gli effetti di un campo variabile nel tempo su di un materiale dielettrico.
Partendo dall’Eq.(8.39), e ricordando che € = ey(1 + x) = €gé€, ricaviamo:

dna
e=¢€ | —+ 1| = €pe,

3€0 — na
dunque

(e, — 1)(3ep — nar) = 3na

ed, infine, raccogliendo a primo membro tutti i termini in na, otteniamo la
relazione di Clausius-Mossotti:

no € — 1

— = 41
BRI €+ 2 (8.41)

8.2.5 Passaggio fra due dielettrici

Consideriamo due dielettrici adiacenti con costanti dielettriche €; ed e; come in
Fig.8.3. Siccome V x E = 0, la circuitazione lungo una qualsiasi linea chiusa
che passi attraverso i due dielettrici é nulla. In particolare possiamo prendere
la linea indicata in Fig. 8.3 e far tendere a zero la lunghezza dei tratti che
attraversano la superficie di separazione. Al limite, perché sia rispettata la
condizione sul rotore, sara:
Ey = B

cioé, la componente trasversale del campo elettrico si conserva.

D’altra parte, considerando un cilindretto con le due basi dS nei due die-
lettrici, siccome questo non contiene cariche, sara nullo il flusso del campo D,
dunque, V- D = 0 e quindi:

/ D-ndS=0
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=5

2]

Figura 8.3: Superficie di separazione fra due dielettrici differenti

anche qui, facendo tendere a 0 la distanza fra le basi, contera solo il flusso
attraverso le basi, e di conseguenza:

Dnl = Dn2 (842)

Quindi si conserva la componente normale dell’induzione elettrica. Siccome D =
eE, la (8.42) diventa €1 E,; = e2E,2. Dividendo per la componente trasversale
del campo elettrico avremo:

Enl En2
— = =e Ftgh = eaEtgh

essendo 6; ’angolo che il campo elettrico ha rispetto alla normale alla superficie
dal lato <. Di conseguenza:
t991 €9

= -4
tg@z €1 (8 3)

8.2.6 Dielettrici in presenza di campi variabili nel tempo

Per capire il comportamento dei dielettrici sottoposti all’azione di campi va-
riabili nel tempo, dobbiamo considerare dei modelli semplici che ne mimino il
comportamento.

Polarizzazione per deformazione: modello "a molla"

Per quel che riguarda la polarizzabilita per deformazioine dell’atomo, useremo
un modello dell’atomo di idrogeno, in cui I’elettrone ¢é legato al nucleo da una
"molla" di costante elastica K. Sotto ’effetto di un campo locale Ej,. ’elettrone
si spostera di x. All’equilibrio:

—eEj . =Kzx= mwga:
avendo definito la "pulsazione" wy = 1/%. L’equazione del moto é:

2
m—s + mwgo: = —el
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Per un campo variabile nel tempo F = Ej e** avremo:
m (—w2 + w%) rg = —e Ey

e dunque, per un atomo di numero atomico Z:

Ze
T = -
" m(—w? o)
e dunque, essendo il dipolo p = —e x(, possiamo ricavare la polarizzabilita per
deformazione (atomica):
Ze?
Qg — (844)

m (wg — w?)

Come si vede, la (8.44) diverge per w = wp, e dunque wqy ¢ la frequenza di
risonanza dell’atomo considerato. Per w < wq sara:

A 2
ot = —— (8.45)
mwo

La frequenza wy pud essere valutata a partire dalla relazione di Plank E,,, =
hwpm, essendo E,,, dell’ordine della decina di eV/cz. Per dare un limite
superiore, P’energia di ionizzazione dell’atono di idrogeno ¢ 13.595 eV/c? e
h = 6.583 - 10716¢V 5. Da questa stima verrebbe: wg = 2.06 - 101 Hz. D’altro
canto, considerato che le polarizzabilitd misurate sono dell’ordine di 10~2%em?,

possiamo scrivere:

Ze?

wg = 10 =—

m
il rapporto tra la massa e la carica dell’elettrone é noto dagli esperimenti di
Thompson (che confrontano la deflessione di un fascio di elettroni di energia
nota da parte di un campo elettrico e magnetico) e la carica dell’elettrone
dall’esperimento di Millikan:

£ — 171071 O/kg = 5.272 e.5.u. /g
m

e=1.602-10719C = 4.803 - 10~ ¢.5.u.

Dunque, risulta:
wo =~ ZY%1.15 - 10 eyel /s

pari a una frequenza di v = wy/27 = 2.4 - 10*® Hz e ad una lunghezza d’onda
A =c/v=1.25-10"" m, nell'ultravioletto.

Polarizzazione di una molecola biatomica in un reticolo

Consideriamo un cristallo ionico biatomico con due soli ioni di carica unitaria
oppostra per cella primitiva(per es. NaCl = Nat+C1~) sottoposto all’azione di
un campo elettrico variabile nel tempo. Per effetto del campo, gli ioni positivi
e negativi, si sposteranno dalle rispettive posizioni di equilibrio in direzioni
opposte. Il dipolo elettrico indotto dallo spostamento delle cariche é:

p=elu” —u")=ew
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essendo u® lo spostamento delle cariche + rispetto alla loro posizione di equili-
brio. L’equazione del moto sara:

M,it=-Ku™ —u~)+eF
M_ 4~ =—-K{u —ut)—eE

o anche:
+ - _ K ek
b My + My (8.46)
e — K eE
U =3y-W—

1 1 1.
sottraendo membro a membro e detta M= T + 3

, K )
wW=——w-+—

M M

se, come al solito, cerchiamo soluzioni periodiche per un campo periodico, detta

-_ | K : .
W =4/ 3;, otteniamo:

_ e
—w?wy = —0*wo + MEO
da cui:
BEO
Wy = ——5—5+
07 M(@? — w?)

e possiamo ricavare la polarizzabilitd molecolare:

62

p
s 8.47
By  Mo?(1-%) (8.47)

Qmol =

L’espressione 8.47, é sostanzialmente analoga a quella per la polarizzabilita ato-
mica 8.45, solo, che la frequenza di risonanza in gioco, adesso é determinata
dalle energie di vibrazione reticolari. Possiamo stimare queste energie dal mo-
dello di Debye, essere sell’ordine di 1072 = 107! eV, e quindi da la @ sara da
10 a 100 volte piu piccola di quella atomica e quindi la polarizzzabilitd moleco-
lare dipendera significativamente dalla frequenza a frequenze tipiche della luce
visibile e infrarossa. D’altro canto, siccome la massa a denominatore é quella
del nucleo, che é 10* volte quella dell’elettrone a denominatore nella 8.45, le
polarizzabilita "statiche" (cioé quelle per frequenze molto inferionri alla riso-
nanza), sono comparabili. Questo sognifica che il modello di ione rigido che
abbiamo considerato nel modello reticolare, non é giustificato e va considerata
anche la polarizabilita atomica dei singoli ioni. Il modo piu semplice di fare cio
é semplicemente sommare le polarizzabilita degli ioni a quella reticolare:

62

a:(a++a_)+m

(8.48)
Anche se questo modello ¢ molto naive e porta a risultati numericamente non
molto realistici, qualitativamente mostra la struttura reale. Inserendo la 8.48
nella relazione di Clausius-Mossotti 8.41, otteniamo:

cw)y—1 n 3 e2
m - 3760 <01+ +a + 1\4(&)2—(,02)) (849)
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E conveniente scrivere e(w) in funzione dei suoi valori limite €(0) per w < @ e
€(00) per w € w K wyp. Infatti, la prima quantita é la polarizzabilita statica e la
seconda é legata alla costante dielettrica a frequenze ottiche e dunque all’indice

di rifrazione r del cristallo®: e(cc) = 72.

€0)—1 n _ e?
q0)+2 36 <a+ e W) (850
ZE;’ZH - ?)’%O(oﬁ +a7) (8.51)

sostituendo in 8.49, troviamo:

€w)—=1 e(0) =1 1 (d@—l_ebﬂ—l)

= +
ew)+2  €(oc0)+2 1_%2

da cui possiamo trovare €(w):

€(w) = e(00) 6(0216(0) (8.52)
ove ( ) n 9
w% = ( 6(0)+2>

Catastrofe di polarizzazione

Dalla relazione di Clausius-Mossotti 8.41, si ricava che la costante dielettrica
relativa

1+2na
=_—2 (8.53)

no

360

€r

tende ad infinito per na/ep = 3 (catastrofe di polarizzazione). Siccome il valore
di €, ¢ molto sensibile alle piccole variazioni di na/ep attorno al suo valore
critico, potremo sviluppare in serie:

no

—=1-3
360 iy

in cui s < 1. Sostituendo in 8.53, si ottiene:

_142-6s 1 9 1
T 1-143s s s

€r

La polarizzabilita « dipendera dalla temperatura (quanto meno perché le di-
stanze molecolari ci dipendono), dunque anche s. Supponiamo che vicino ad
una temperatura critica 7., la variazione sia lineare. Potremo scrivere che
s=p(T —T,.), allora

1

5(T - Tc)

€r =

divergera alla temperatura critica.

?Non si & usato il simbolo usuale n per I'indice di rifrazione per non confonderlo con la
densita numerica dei dipoli
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8.2.7 Teorie di campo medio

[Ashcroft Mermin Cap. 27] Su scala microscopica, la densita di carica in un
dielettrico p™° ¢ una funzione rapidamente variabile della posizione, e cosi
anche il potenziale e il campo elettrico. D’altra parte, quando si considera la
descrizione macroscopica, la densita di carica efficace p.ry = p — V - P che
interviene nella prima equazione di Maxwell 8.29, varia molto lentamente con
la posizione. Cerchiamo, ora, di mettere in relazione il campo di polarizzazione
macroscopico con quello microscopico, attraverso 1’'uso du una procedura di
media dei potenziali e dei campi microscopici.

Il campo macroscopico, sara una media del potenziale microscopico eseguita
mediante una funzione peso f(r), che abbia le seguenti caratteristiche:

o f(r)>0; f(r)=0Vr>rnrg
o f(—r)=f(r)
o [ f(r)=1

Allora il campo macroscopico nel punto r E(r) potra essere scritto in termini
del campo microscopico:

E(r) = /Emic(r — ) f(r")dr’ (8.54)
e 'equazione della divergenza di E, diventa:
V- E(r) SN
€0
] 1 )
/ VB — ) () dr = / (e — ) f()dr (8.55)
€0

possiamo immaginare che la densita di carica microscopica sia la somma delle
distribuzioni di carica nei punti r;:

pmz’c(r) _ Z pi(r —1;) (8.56)

cosa lecita sicuramente nei cristalli ionico, molto meno in quelli molecolari, in
cui la carica é distribuita negli orbitali molecolari. Se il campo deforma gli ioni,
allora la distribuzione di carica sara differente da quella di equilibrio

pee(r) = Z poj (1 — 7o)

Sostituendo la 8.56 nella 8.55 otteniamo:
V-E(r) =
= LS pylr =y = )G (8.57)
se ci riferiamo alla posizione di equilibrio degli ioni r¢;, allora 7; = ro; + Ay,
quindi 'argomento di p ¢ 7 = r — (r0; + A;) — r’. Esprimendo 7’ in termini di
7, si ottiene:
V- -E(r) =
= =2 [ p(P) f(r —roj — (F+ Ap))dF (8.58)
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Siccome la funzione f é lentamente variabile su scale della distanza reticolare,
possiamo sviluppare in serie intorno alla posizione di equilibrio r — rg;:

Flr = 7oy = 7+ ) & 30 VRS = rp) ([ + &) =
2;(7“—7”03') —(F+Ay) - Vf(r—ro;) (8.59)
che, sostituita nel I membro della 8.58, da:
V. E(r) =
= (X, £ = ro5) J o)+
—Y, [+ Ay) -Vf(r—roj)df) (8.60)

L’integrale al primo termine ¢ la carica g; associata allo ione in posizione j. Per
un reticolo monoatomico, visto che I’atomo é neutro, deve porsi pari a 0. Al IT
termine abbiamo A; che moltiplica, di nuovo la carica (dunque 0) piu il dipolo
dello ione in j moltiplicato per la divergenza di f:

pj = /fp(?’)dfof(r —105)

Siccome la divergenza non agisce su 7, la posso estendere a tutto l'integrale
e ottengo (r — 7g; sono i vettori R del reticolo di Bravais delle posizioni di
equilibrio):
1 v.-P
V-E=-=V. > bR f(R)] = - (8.61)
R

€0

dove abbiamo definito la polarizzazione totale P
P=> [p(R)f(R)]
R

1l risultato continua a valere per cristalli ionici con una base. Se d é il vettore
della base, u(R,d) lo soipostamento (il A; di prima) e R il vettore del reticolo
di Bravais, contando che ora le cariche ¢(d) non sono pit nulle:

P(R) =) [p(R,d)+ g(d)u(R,d)]
d
Perd< R= f(r—R—d)= f(r—R)—d-Vf(r— R), quindi:

P = % ; p(R.d) + g(d)u(R, d)(f(r — R) — d-Vf(r — R))]

che ci da un risultato equivalente al precedente se ), q(d) = 0 e si trascura il
dipolo della cella in condizioni di equilibrio ), dq(d).

8.2.8 Cristalli Piroelettrici

Quest’ultima condizione non € sempre lecita. In un cristallo indefinito, il termine
di dipolo della cella primitiva

Dbo = ZdCI(d)f(T - R)
d
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si comporta come una costante additiva alla densita di polarizzazione e sparisce
quando si fa la divergenza di P. Se il cristallo non é infinito, al bordo del reticolo
la costante additiva, non & piu costante, ma va rapidamente a 0, quindi la
sua divergenza sard grande. Per di piu, sulla superficie esterna, non & piu
possibile neanche annullare la somma delle cariche, perché le celle della superficie
possono essere solo parzialmente riempite, e contribuiscono con una densita
superficiale di carica ps che si aggiunge a quella dovuta alla V- P ~ P -n.
La scelta della cella primitiva cambia entrambi i termini, ma non la carica
superficiale p; + P,. Possiamo scegliere la cella in maniera tale che valga la
8.61 senza i termini aggiuntivi anche sulla superficie. I cristalli per cui la cella

B 1

i
= _HT [ 4= 4= +[—+]— ] — +[— +][— +[— +]—
| +] - H[— |+ [+ +—+]-+- + + =+ |+ =+ |+
—|+ - jt — +[— +[— +[— +[— — F|— == F—
|+ [+ —|4] [+ +[= +]= +[— 4] + |+ =+ —[+ —|+
—|4 - + —H| =+ +[— +]-

=
|+ [—1+—1+] ) e s e e B e B 5
— o e B — +|— +[— +|— |-
|+ [+ [+ + =+ —|+ =+ —|+
=1- 4= — +|— +[~ +|— ¥|—

L]

(a) (b) ©)

Figura 8.4: La scelta della cella primitiva in un cristallo ionico. In (a) e (b)
le celle sul bordo non sono neutre, la cella (c¢) non é primitiva, ma assicura la
neutralita

primitiva "naturale" ha un momento di dipolo pg, all’equilibrio presentano una
densitd di polarizzazione non nulla anche in assenza di campo e sono detti
piroelettrici. Per questi cristalli, la presenza della polarizzazione all’equilibrio,
impone delle restrizioni alle possibili simmetrie del reticolo cristallino. Infatti,
i reticoli cristallini di questi cristalli, possono avere solo quelle simmetrie che
lascino invariata la polarizzazione P che, dunque, puo essere 'unico asse di
rotazione, né ci possono essere piani di riflessione ortogonali a questo asse.

8.2.9 Transizioni di fase strutturali

[Kittel Cap 16]
Non é raro che alcuni cristalli possano trasformare la propria struttura cristallina
sotto l'effetto di pressione o temperatura. La struttura stabile A & quella che
allo zero assoluto ha la minima energia interna rispetto a tutte le altre. A
temperature maggiori di 0, nel computo dell’energia interna entrano in gioco le
vibrazioni termiche reticolari. Se uno stato B ha una risposta alla temperatura
piu "ripida", il calore assorbito da B, ad una certa temperatura sara maggiore
di quello in A. Siccome l’entropia dipende dal calore assorbito S = Quss/T
(in termini quantizzati dal numero di occupazione degli stati dei fononi), oltre
quella temperatura Sg > S4 e lo stato piu favorevole sara B. La struttura piu
stabile alla temperatura T & determinata dall’energia libera FF = U — T'S. Ci
sard una transizione dalla struttura A a quella B, se ¢’¢ una temperatura T,, al
di sotto della temperatura di fusione, tale che F4(T.) = Fp(T¢).

Una particolare classe di queste transizioni di stato strutturali, sono quelle
ferroelettriche, caratterizzate dall’apparizione di una polarizzazione dielettri-
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ca spontanea. I materiali ferroelettrici hanno una costante dielettrica partico-
larmente alta e molto dipendente dalla temperatura. Al di sopra di una T, la
polarizzazione scompare e la costante dielettrica diminuisce molto rapidamente
con la temperatura.

8.3 Conduzione elettrica

La conduzione elettrica si pud vedere come un fenomeno di trasporto di cariche
per effetto di un campo elettrico. Dal punto di vista macroscopico, se indichiamo
con [ l'intensita della corrente elettrica, ricordiamo che vale la legge di Ohm:
V' = RI che lega il potenziale elettrico ai capi di un conduttore all’intensita
di corrente tramite la resistenza elettrica che é una quantita che dipende dalla
geometria e dalle caratteristiche fisiche del materiale. In particolare possiamo
scrivere che ’
p

= S
ove p é la resistivita specifica del materale, ¢ la lunghezza del conduttore e S la
sua sezione.

8.3.1 Elementi della teoria di Drude

Consideriamo il conduttore dal punto di vista microscopico come un gas di
portatori liberi di carica, con densitd n. La forza subita da una carica —e
immersa in un campo elettrico F sara:

F=—-eE=m— 8.62

o (8.62)
ove m & la massa del portatore (per es. l’elettrone o uno ione) e v la sua velocita.
Dalla 8.62, ricaviamo la velocita al tempo ¢ per effetto del campo:

eF
v(t)=——t 8.63

() =-= (8.63)
Supponiamo che i portatori di carica collidano con le imperfezioni e gli ioni con
una probabilitd pari all’inverso del tempo medio 7 fra le collisioni (tempo di
rilassamento) e, dopo aver colliso ripartano da 0. Allora se v ¢ la velocita media
di deriva, per la quantita di moto degli elettroni che non subiscono urti possiamo
scrivere:

p(t+dt) = p(t) + f(t)dt = p(t) — eBdt (8.64)

gli elettroni che hanno subito un urto nel tempo dt sono dt/7, quindi il con-
tributo degli elettroni che non collidono & 1 — dt/7, mentre quelli che collidono
contribuiscono con (dt/7) (—eEdt) che ¢ di ordine O(dt?). Dunque:

dt

p(t+dt) = (1 - T) (p(t) — eEdt) (8.65)

eseguendo i prodotti e tenendo solo il primo ordine:

p(t+dt) = p(t) — ?p(t) —eFbdt
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Portando p(t) al primo membro e dividendo per dt, otteniamo:

dp Pt
o= el = (8.66)

Allo stato stazionario dp/dt = 0, quindi v & costante e:

muv
—eF = —
T

ekT
m

== (8.67)

Se definiamo la densita di corrente J come la densita di carica —ne per la velocita

media di deriva, otteniamo:

TL€2T

J:

—E (8.68)

Questa equazione lega la densita di corrente J ad una quantita caratteristica

del materiale. Siccome I = % eE=-VV = f%—‘g sara
ov ol oJ
~ 57 = —R@ = —RSdéw =
da cui:
E=RJS
ovvero
J=0cE (8.69)

avendo definito la resistivita del materiale con o = %. Dal confronto con la 8.68,
ricaviamo ’espressione della resistivita:

(8.70)

8.3.2 Lavoro meccanico della corrente e legge di Joule
Il lavoro meccanico in presenza di un campo elettrico sara

dL=qE -vdt =pv-EdVdt=J-EdV dt
dalla 8.69 possiamo ricavare la potenza disspata per unita di volume:

2
L
W = a(zav = oE? (8.71)

che rappresenta la legge di Joule espressa per le densita.

8.3.3 Correnti di origine termica

La velocita media dei portatori di carica dovuta ad un gradiente di temperatura,
si puo calcolare dall’energia termica per portatore £(t). Un portatore che abbia
subito 'ultima collisone in 2’ avra un’energia termica £(T'(z)); i portatori che
arrivano ad un punto z da un punto a temperatura maggiore avranno subito
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I'ultima collisione in « — v7 e dunque la loro energia sara: £(T(x —v7)). Il loro
contributo alla corrente sara:

J(Ts) = gvc‘)(T(z — 7))

analogamente, per i portatori provenienti dal punto a temperatura inferiore:

J(T<) = S(—0)E(T(x +vr))
dunque, il flusso di energia dovuto allo spostamento di cariche & (equiparato al

flusso di cariche che trasportano ’energia) :

1
J(q) = 5nv [E(T(x —v7)) = E(T(w + )]
Esprimendo la differenza in termini delle derivate:
o€ oT
O S R
J(g) =nv ToT ( (’h) (8.72)

Il termine ng—? = ¢, ¢ il calore specifico a volume costante. Possiamo passare

al caso tridimensioale sostituendo alla velocitd v la sua componente in una
direzione e mediando su tutte le direzioni. Siccome (v2) = (v7) = (v2) = 1/30?,
avremo:

J(q) = %U2ch(—VT) (8.73)

Dunque c¢’¢ una corrente elettrica proporzionale al gradiente del campo con
una conduttivitad (termoelettrica) k = %TUQCU. In condizioni di circuito aperto,
questa porta all’accumulo di cariche sui bordi del conduttore e dunque ad un
campo elettrico che si oppone al gradiente termico. L’esistenza di questo campo

elettrico ¢ nota come effetto Seebeck e si scrive convenzionalmente come:
E=QVT (8.74)

in cui la costante () ¢ nota come termopotenza. Per stimare (), notiamo che,
nel nostro modello monodimensionale, la velocitd media in un punto x dovuta
al gradiente termico é:

1 dv 1 d 4

vQ =g [v(z —vT) —v(x+vT)] = —UT = =g T

passando a tre dimensioni come prima:

7 dv?
=———2VT 8.75
YQ T TG dr (8.75)
La velocita media dovuta al campo elettrico é
ebT
V=
m

In un circuito aperto come una barra sottile con gli estremi a temperatura
differente, all’equilibrio, per avere vg + vy = 0, sostituendo la 8.74 otteniamo:

zd—UQVT B eQVTT

3dT =0
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da cui
1 d mv? 1 0& 1 ¢,
@= 3edl 2 3edT  3en
dunque indipendente dal tempo di rilassamento 7. Drude, applicando al gas di
elettroni liberi le stesse leggi dei gas perfetti mono-atomici, pose ¢, = 3/2nKT,

ottenendo:

1 3nKT k
= —— =——=-04 K
@ 3e 2n 2e 0 SV/

che ¢ circa 100 volte minore di quanto osservato nei metalli.

8.3.4 Conduzione nei materiali semiconduttori

I materiali semiconduttori, sono tipicamente isolanti covalenti. Esempi classici
sono il Silicio ed il Germanio (ampiamente utilizzati nell’industria elettronica)
con una distanza tra la banda di valenza e la banda di conduzione — la cosiddetta
gap — rispettivamente di 1.12 eV e 0.67 eV alla temperatura ambiente 300K.

Per descrivere il comportamento dei materiali semiconduttori avremo biso-
gno di introdurre alcuni sempli concetti di meccanica quantistica.

Funzione d’onda ed Equazione di Schrédinger

In Meccanica Quantistica ad ogni particella & associata una funzione d’onda il
cui modulo quadro rappresenta la probabilita di trovare la paarticella in x al
tempo t:

w@J%:/¢%ka*“dk (8.76)

che si propaga con una velocita di gruppo vy = Vw nella direzione di k. Se E' e
p sono rispettivamente l’energia e "impulso della particella ed m la sua massa,
possiamo scrivere che

vg:VpE:%

Seguendo l'ipotesi di De Broglie del dualismo onda-particella e I’osservazione di
Einstein che ’energia dei fotoni era proporzionale alla loro frequenza tramite la
costante di Planck:

E=hw (8.77)

se vogliamo ricavare ’espressione classica che lega energia ed impulso, a partire
dalla funzione d’onda:
2

p
E=2 —hu

2m

2

P _2pdp _ pdp
w_2mh:>dw_2mh_mh
Ow _ _P
ok 7 m

= Lap = L har
m m

sard p = hk,. Dunque, sostituendo nell’energia:
h2k?
~ om

(8.78)
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Per trovare k£ e w per la particella libera possiamo procedere per derivazioni
della funzione d’onda da cui é descritta:
0
aif i (8.79)
Vi = — ik = Vi = —k*y

dalla prima, con l'aiuto della 8.77

o
Ey = —ih—
V=i,
e, siccome p = hk, sara:
P = —n*V3y
e dunque, per riscrivere la (8.78):
- 8¢(X7t) _ FLQ 2

Che é l’equazione di Schrodinger per particelle libere. In generale potremo
scrivere:

L OY(x,t) K2 B
th + %sz/)(x, t) =V(x,t)p(x,t) (8.81)

essendo V(x,t) il potenziale a cui é soggetta la particella in questione.

Potenziali periodici e massa efficace

In un potenziale periodico, quale puod essere quello a cui é sottoposto un porta-
tore di carica in un cristallo, e nel caso di portatori non interagenti e nello stato
stazionario, ’equazione di Schrédinger la possiamo scrivere come:

<—2h;v2 + U(r)> Y(r) = By(r) (8.82)
con un potenziale tale che:
Ur)=U(r+R)
le autofunzioni d’onda della 8.82 possono essere scritte come:

P = €Tty i (r) (8.83)

in cui uy, x(r) & una funzione che ha la stessa periodicita del reticolo: u, k(r) =
un k(r + R), quindi, per qualsiasi R appartenente al reticolo di Bravais, sara:

Y(r +R) = eFCFR)y (r 4+ R) = Ry (r) (8.84)

Quindi la ¢ (r) & un autostato dell’operatore di traslazione per traslazioni di R.
Siccome uy (R) ¢ periodica, la possiamo sviluppare in serie di Fourier:

ux(R) = Z uf e G = iy (r) = kT Z ufe G = (8.85)
G

G
_ E uge(ka)T
G
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Quindi un potenziale periodico "mescola" fra loro onde analoghe a quelle libere,
che differiscano fra loro per vettori d’onda G, che formeranno un reticolo nello
spazio dei numeri d’onda che prende il nome di reticolo reciproco. Siccome
En i = Ep p+q, per ciascun livello n, ci saranno tanti stati energetici di eguale
energia (degeneri), E, = h?k2 /2m.

Siccome il potenziale U(r) é periodico, lo possiamo sviluppare in serie di

Fourier: '
R) =Y U(G)e“"
G

Sostituendo 'autofunzione nella funzione d’onda

(Z U(G)eiG-r> w _ Z Z U(G)un,kei(kJrG')"r
G G k
detto k' = G + k allora

%:%:U(G)un,ke’(kJrG ZZU YUk — T

(€

e l'eq. 8.82, diventa:

K2 k2
—Tunke”“—I—ZZU Vb fo— qettr = Ezkunkeﬂ”é
2k
( L E) i = S V(@i (3.56)
OVVero
(A = E)tun i + Z U(G)unk-c =0 (8.87)

che rappresenta, fissato k nella prima zona di Brillouin, un sistema di equazioni
che lega per ogni G solo quei coefficienti wy, i; un k—¢ il cui nunero d’onda diffe-
risca da k di un vettore G del reticolo reciproco. Se, per esempio il potenziale
ha una sola componente di Fourier (cioé e un seno o un coseno), G = +g e le
equazioni 8.87 diventano:

(M — E)ug + Ulug—g + tUpt4] =0

(>\k g—E)uk g—|—U[uk Qg-l-uk]—o
(Mg — E)Uuggg + Ulug + tpg2g] =0 (8.89)
(Ag— Qg_E)Uk 29+U[uk 3g T Uk— g]—O
(

Akt2g — E)uptg + Uluktg + tptag] = 0

Potenzialmente un sistema infinito; limitandosi alle prime 5 equazioni scritte,
va eguagliato a 0 il determinante:

(Mo—2g — E) U 0 0 0
U (Mg — E) U 0 0
0 U (A — E) U 0 =0
0 0 U Mty — E) U
0 0 0 U (Met2g — E)
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Le radici di questa equazione danno n autovalori (livelli energetici) per ciascun
k E, k. Se sceliamo un k che differisca da quello scelto per un numero intero di
vettori del reticolo reciproco, otteniamo lo stesso sistema di equazioni, e dunque
lo stesso spettro di energie.

In un cristallo monodimensionale di passo a ¢ k = nx/a, quindi si propagano solo
gli elettroni che abbiano questo numero d’onda. Come gia visto con le vibrazioni
reticolari la nella zona tra k = +7/a (prima zona di Brillouin) la velocita di
gruppo é diversa da 0 e il portatore di carica si propaga, al bordo viene riflesso.
L’inteferenza produce delle onde stazionarie ¢(4) = €™/ £ ¢~/ |3 cui

Second
allowed
band

allowed
band

k

(a) (b)

Figura 8.5: La relazione id dispersione per una particella libera (a) e in un
reticolo monodimensionale di passo a (b)

energia puo essere calcolata per es. con U(z) = Ucos(2rx/a). La differenza
E(W(+)) — E(¢(—)) al bordo della zona di Brillouin ¢ il Gap ed ¢ pari ad U
[vedi Kittel pag. 177-79].

Questi livelli energetici possono essere riempiti tenendo conto del principio
di esclusione di Pauli per il quale non possono stare nello stesso livello due
elettroni con tutti i numeri quantici uguali. Il livello piu alto riempito nello
stato fondamentale(cioé allo zero assoluto) definisce I’energia di Fermi E;

In una dimensione, per N particelle in una scatola di lato L, ’energia di

Fermi ¢ data da )
B B2 (Nr
F7om \ 2L
La velocita del pacchetto d’onda &, come abbiamo detto:

1
Vg = ka = 7VkE

h
Sotto I’azione di una forza esterna F, I'energia della particella, variera come:
dE F 1 OF
E— Ve = — — I
dt € h - ok;

D’altra parte, sviluppando la derivata temporale segue che:

dE OF Ok;
dt — Ok; Ot

da cui, per confronto si ricava che k = F/h, che non & un risultato banale,
perché I'impulso cristallino Ak, non é un impulso propriamente detto.
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L’accelerazione subita é:
.1 0 o0r 1 0 OF Ok;
Ve T h Lok o hzi:e‘aki zj:akj ot

eseguendo le somme, si ottiene:

1 O°E Ok, 1 Ok
Ve p Z — kiok; ot | © T h zi:zj:m” ot & (8.89)

Dunque la particella si muove sotto I'azone di una forza F = hk = h) ", kie; =
mVg come se avesse una massa efficace:

(8.90)

Densita degli stati e numero di portatori

[Kittel, Introduction to Solid State Physics]
Dalla 8.78, nel caso stazionario, si ricava:

n?|k|?
o Pl
2m
Su di un segmento di lato L, i valori permessi di k sono solo i multipli del valore
minimo k,in = 2% e dunque in un volume L? il numero di stati possibili sara

dato dal rapporto tra il volume della sfera di raggio k nello spazio degli impulsi
ed il cubo di lato k,ip:

dnk3 \%
L

Dalla 8.78 ricaviamo k = (2mFE/h?)'/? e lo sostituiamo nella 8.91 per ricavare il
numero degli stati per unita di volume in funzione dell’energia E, tenendo anche
conto che per ogni stato ci sono 2 possibili orientazioni dello spin degli elettroni:

3
N 1 2mE\ 2
E —_— = — — - 2
"TV T a2 ( 72 ) (8.92)

La densita energetica degli stati é definita come:

3
dn 1 2m\ 2 1

DE)=—=—|—| E=2 8.93
(E)=JF = 22 ( R > ’ (8.93)

Il numero di elettroni in banda di conduzione ad una temperatura 7', si ricava
dalla densita di stati e dalla statistica di Fermi
1

ET)= ———
A ) 1+e%

(8.94)
che, per KT >> Ey tende alla distribuzione di Boltzmann:

ne(T) = /Eoo D(E)e'""* dE (8.95)
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essendo F. il livello in energia della base della banda di conduzione e p il poten-
ziale chimico. Sostituendo la 8.93 nella 8.95 otteniamo ’espressione del numero
di elettroni in banda di conduzione alla temperatura T:

3
I 1 2m 2
ne(T)=ef 53 <n>

Cambiando la variabile in £ — E. = E' e E'/kT = s, I'integrale da:

&

S

/ (E—E,)?e*r dE

E.

(kT)3/2/ sY2e™%ds = (kT)S/Q%F(1/2) = (kT)S/%ﬂl/?
0

Dunque:

3
KT\? uep
m >e’kf (8.96)

ne(T) =2 < 9mh?

in cui m. € la massa efficace degli elettroni in banda di conduzione e tutto &
moltiplicato per i due stati di spin. Un’espressione analoga pud essere scritta
per le lacune in banda di valenza.

3
KT\ ? £y
T ) T (8.97)

n(T) =2 ( omh2

Moltiplicando fra loro le 8.96 e 8.97, si nota che il prodotto non dipende dal
potenziale chimico ma solo dalla differenza di energia tra la banda di valenza e
quella di conduzione E, — E, = —Ej:

kT \*
np =4 (W) (memp,)

In un semiconduttore intrinseco, tutti gli elettroni che vanno in banda di con-
duzione lasciano una lacuna in banda di valenza e dunque, per loro, n = p. Per
questi materiali, dunque, il numero totale di portatori di carica é:

—Ey4

e T (8.98)

e

N

3
kT \* 3 By
n=2 (27rh2> (memp)te =t (8.99)

La mobilitd intrinseca é la grandezza della velocita di drift per unitd di campo:
1 = |v;|/E ed ¢ positiva, sia per le lacune sia per gli elettroni. La conducibilita
é la somma:

0 = nefle + pepn

8.3.5 Giunzione PN

I semiconduttori possono essere "drogati" con atomi che abbiano livelli energeti-
ci piu vicini alla banda di valenza (accettori, come ’arsenico per il silicio, perhé
accettano elettroni dalla banda) o alla banda di conduzione (donori,perché do-
nano elettroni in conduzione, per es. il Boro al posto di un silicio). L’eccesso di
cariche positive o negative rispetto al caso intrinseco, dovuto al drogaggio, da il
nome al semiconduttore di tipo P o N, rispettivamente.

Quando un semiconduttore di tipo P viene messo a contatto con uno di tipo N,
si crea una "giunzione" e il gradiente di densita di carica genera un potenziale
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Figura 8.6: Andamento delle energie in una giunzione PN: E.(z) = E. —e¢(x) &
Penergia di un elettrone in banda di conduzione, Eq(x) = E4 — e¢(z), 'energia
dei livelli dei donori e analogamente per le buche e gli accettori

¢(x) che varia nella zona della giunzione.

Lontano dalla zona della giunzione, se i donori sono completamente ionizzati,
il numero di portatori nella banda di valenza, sara sostanzialmente lo pari al-
la densita di donori e analogamente per le buche in banda d valenza con gli
acettori:

_ (E*wli?))fue

Ng =ne(00) = N.(T)e

N, = ny(00) = Py(T)e™ = (8.100)

All’equilibrio termico, il potenziale chimico non varia con la posizione e p, =

Bh = M-
Allora possiamo trovare la differenza di potenziale ai due lati della giunzione:

_ (Ec—ed(o0)+) —p
InNyg = T In N,
—(E, — ed(—
N, = L= (B = b)) (8.101)
kT
dunque:
NdNa
—ep(—0) = (E. — E,) + kT'1
coloc) = co-o0) = (B, - ) + T (35
da cui NN
diVa
eA¢ = Ey + kT'In <N0Pv > (8.102)
Dall’equazione di Poisson V2¢(x) = —p(x)/e, troviamo il legame tra il poten-

ziale e la densita in funzione della distanza dalla giunzione. Se le impurezze
sono completamente ionizzate, lo rimarranno indipendentemente da x, quindi la
densita di carica sara:

_e 45(00]1;05(@)

ne(x) = Nge
py(x) = Nye™© (8.103)
p(x) = [Na(@) + pu(z) — (Na(z) + ne(z))] (8.104)

¢(x)—¢p(=o0)
kT
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Sostituendo le densitd Ny e N, dalla 8.101, e la densita di carica ottenuta,
nell’equazione di Poisson, e supponendo che la variazione di potenziale avvenga
solo in una zona compresa tra —d, e d, (vedi fig. 8.6):

0 x>d,
—fe pg<z<d
V3¢(z) = ¢ " 8.105
o) Mo g, <2<0 ( )
0 r < —d,
Integrando due volte:
¢(00) x>d,
p(00) — Ll (z—dy)?  O0<z<d,
o(x) = - zeNa s (8.106)
¢(—00) + G (x + dp) d, <z <0
P(—00) r < —dp
Se imponiamo la continuita per x=0, dovra essere:
A = 2% [Nad? + N,d2) (8.107)

La continuita in 0 anche di d¢/dx, da Nyd,, = N,d,, cioé gli eccessi di carica
positiva e negativa ai lati della giunzione di devono eguagliare. Sostituendo il
bilancio di carica nella 8.107, otteniamo:

N, 2eAp]?
dy = 8.108
|:Nd(Na+Nd) e :| ( )
Ny 2eAp] /2
pr— .1
b= |y (8109

che sono i bordi della zona in cui il potenziale cambia, e in cui le cariche posi-
tive e negative si compensano, che, data l’assenza di carica, si chiama zona di
deplezione.

Quando si applica una tensione V alla giunzione, diciamo che V ¢ positiva quan-
do il lato p é a potenziale maggiore di quello n. A causa della ridotta densita di
portatori, la zona di deplezione avra una resistenza maggiore delle zone distanti
dalla giunzione, quindi applicando una d.d.p. agli estremi, la caduta AV sara
praticamente tutta agli estremi della zona. In tal caso, alla differenza di poten-
ziale (A¢)o che abbiamo visto, si modifica in A¢ = (A¢p)o — V. In conseguenza
del voltaggio applicato, anche la zona di deplezione cambia di dimensioni:

V) = (0000 - ) -

Contemporaneamente scorrerd una corrente j. di elettroni e jj di lacune, che si
annulla per V=0.

La corrente di lacune attraverso la zona di deplezione é composta da due parti:
una — di generazione — da n verso p di lacune create all’estremo della zona n
da elettroni che saltano in banda di conduzione per effetto della temperatura,
e laltra da p a n di lacune che vanno a ricombinarsi in banda di conduzione
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con gli elettroni: di ricombinazione. Il campo elettrico generato nella zona di
deplezione si oppone a questa seconda corrente. Solo le lacune che abbiano una
energia termica sufficiente a superare la barriera di potenziale, contribuiscono
alla corrente di ricombinazione:

_(Ad)—V

JpC e TTRT (8.110)

Lo stesso accade per gli elettroni, in modo che la corrente totale é:
j = [jIe" + joen] (e% . 1) (8.111)

Che ¢ esponenziale in V, quindi, la resistenza R o« V/j =~ VeFr & grande per
V' < 0 (poarizzazione inversa) e piccola per V' > 0 (polarizzazione diretta).



Capitolo 9

Magnetismo

9.1 Richiami di magnetismo nel vuoto

Nel 1819, Oersted osservo che fili percorsi da corrente inducevano deviazioni in
dipoli magnetici permanenti posti nelle vicinanze. Da questo dedusse che questi
fili fossero sorgenti di un campo magnetico. Ampére, Biot e Savart stabilirono
le basi sperimentali e le leggi che legavano il vettore induzione magnetica B alla
corrente e le leggi di forza fra i fili percorsi da corrente.

La legge di Ampére, lega la corrente I che percorre un elemento di circuito
dl al vettore induzione magnetica dB da essa generato nel punto di coordinate
x dall’elemento considerato:

dl x x
dB = kI 2] (9.1)
Come la legge di Coulomb per Deletttrostatica, anche questa va con il recipro-
co del quadrato della distanza. Ha senso solo come elemento di una zomma
su un insieme continuo di elementi, che globalmente rappresemnta l’induzione
magnetica di un circuito macroscopico.
L’osservazione di Lorentz fu che una carica ¢ in moto con velocitad v in un
campo di induzione magnetica B é soggetta ad una forza:

F,=qvxB (9.2)

Il vettore induzione magnetica per una carica ¢ in moto non relativistico

(v<o) e
vV X X
B=kq——5- (9.3)
|72

valida se si trascurano le accelerazioni. Se integriamo la (9.1) ottreniamo risul-
tati fisici.

nel Sistema Internazionale (SI) la costante di proporzionalita &k delle equa-

zioni precedenti vale:
(9.4)

Le dimensioni del vettore induzione magnetica le possiamo ricavare dalla 9.1 e
9.4 o dalla 9.2, ricordando che [gt~!] = [A]:

[B] = NA™ m~t = [mit =21 g™ = [mt~'q ]

109
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Figura 9.1: Filo percorso da corrente

ricordando che le dimensioni fisiche del campo elettrico sono [E] = [mit~2¢~!]
otteniamo che il rapporto tra il campo di induzione magnetica ed il campo
elettrico ha le dimensioni del reciproco di una velocita che, per le onde elettro-
magnetiche, vedremo essere la velocita della luce c.

Integrando la legge di Ampere 9.1 per un filo rettilineo indefinito (vedi Fig.

9.1):
140 Cdlxx g  dlxsind
Bl=—1I —_— =1 N — 9.5
18] 47 /,oo |x|3 47 / a3 (9:5)

— 00

Esprimiamo tutto con 6 e R
rsinf =R
xcosh =1
= % = cot 0 e dunque:

sin® 6

quindi la 9.5 diventa:

140 T xsinf 1
B|=—-——1I do
18] 47 /0 x3 R (sin2 9)

ma zsinf = R, sicché l'integrando ¢ R?/(xR?) = 1/x = sinf/R e dunque:

pol [T . pol
B—_Hor 9do =10 :
iR J, O 2R (9:6)
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dl |

Figura 9.2: Schema per il calcolo della forza fra due fili paralleli infiniti percorsi
da corrente

Abbiamo visto che un elemento di corrente produce un campo di induzione
magnetica; per converso possiamo vedere qual é la forza che agisce su un ele-
mento di corrente in un campo di induzione magnetica B, a partire dalla forza
do Lorentz:

F=1dlxB (9.7)

Allora se abbiamo due circuiti, la forza che agisce sul circuito 1 per effetto
della corrente che circola nel circuito 2 sara:

o dfl X ng X X192
Fo=—LI _— 9.8
12=5_h 2/ FE (9.8)

Per due fili rettilinei infiniti separati da una disanza d, la 9.8, si puo calcolare
con l'aiuto della figura 9.2. Tenendo conto del prodotto vettoriale, F & diretta
come d, perché é perpendicolare al prodotto dfy x z, quindi giace nel piano
dei fili, ed anche ad ¢;. Possiamo sempificare il problema considerando che il
campo B prodotto dal filo 2 alla distanza d é dato dalla 9.6 con R = d, quindi,
sostituendo nella 9.7 abbiamo:

dF12 _ @11]2
al 2r d

(9.9)

Se una densita di corrente J(x) ¢ in un campo di induzione magnetica B(x),
allora la forza sulla distribuzione sara:

F:/ﬁ@pdm@d% (9.10)

La legge base dell’induzione magnetica 9.3 la possiamo scrivere in forma generale
per una distribuzione di corrente:

Ko X —x
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che si puo trattare analogamente a quanto fatto per il campo elettrico e ottenere:
Ho J(')
B(x) =-—V ——Tt 9.12
(x) 47 % / |z — /| ( )

In cui si vede che il campo di induzione magnetica ¢é il rotore di un potenziale
vettore:

_ Mo J(x')
A(x) = 47r/ I + Vi (9.13)

|z —

che ¢ definito, a meno di del gradiente di uno scalare V) (che nella 9.12 sparisce).
La conseguenza della 9.12 ¢ che la divergenza di B ¢ nulla (prima equazione di
Maxwell per il campo magnetico):

V. B(x) =0 (9.14)

Dalla medesima equazione, ricaviamo la II equazione di Maxwell per B nel
vuoto:

VxB=VxVxA=V(V-A4) V4 (9.15)

oo 20) - et

Integrando il primo addendo per parti dopo aver portato il gradiente dentro:

/ IV By — (9.16)

|z — /|
n. ’. ’
S

|z — /| |z — /|

Il primo termine si annulla sulla superficie all’infinito, mentre il secondo per
I’equazione di continuitd che deriva dalla conservazione della carica eguaglia il
flusso di corrente che attraversa la frontiera del volume alla variazione della
carica nel volume:

0
a/pdV+/J~ndS:0 (9.17)
e, applicando il teorema della divergenza:
dp
— -J=0 1
En +V (9.18)

Per correnti stazionarie, la variazione della densita di cariche é nulla, e quindi
il primo addendo é nullo.
Il secondo addendo, grazie alla (8.11)

/J(x’)V2 LI "= —4nJ(x)

|z — 2’|

e, in definitiva:
V x B = poJ(x) (9.19)

Di conseguenza:

uoi:uo/.TndS:/(VxB)~ndS:j{B~dL (9.20)
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che ¢ il teorema di Ampére.
Questa legge pud essere ricavata anche dalla legge di Biot-Savart del campo
indotto ad una distanza R da un filo percorso da corrente:

o 1
B =
2R
quindi:
/B qp = Mo [y 4L
27

ma dL/R = df, quindi

. 27
j{B.dL:“L‘/ 9 = po i
27T 0

Questo risultato si ottiene se il percorso dL concatena il filo (da cui dL = Rd6),
altrimenti 'integrale si annulla.

9.1.1 Il potenziale vettore

Si é visto che il potenziale vettore A é definito a meno del gradiente di un
potenziale scalare, perché deriva da una condizione sulla divergenza di B in cui
questo gradiente si annulla. D’altra parte dalla 9.16, abbiamo mostrato che il
primo termine € nullo, almeno per correnti stazionarie. Possiamo comunque
sfruttare la libertd di scelta del potenziale vettore a per annullare il primo
termine della 9.16 (Gauge di Coulomb)

V-A=0 (9.21)
che implica che A soddisfa I’equazione di Poisson:
V2A = —pod (9.22)

La gauge di Coulomb, pone un vincolo anche su ¥, ovvero V24 = 0 in tutto lo
spazio. Questo implica che, se non ci sono sorgenti all’infinito, 1) é costante.

9.1.2 Effetto Hall

Possiamo vedere cosa succede ad un conduttore percorso da corrente in presenza
di un campo magnetico nell’ambito della teoria di Drude del gas di cariche libere.
La forza dovuta al campo di induzione magnetica B che agisce su una carica —e
in movimento con velocita v &

F:—eva:—eBxB
m

quindi la 8.65 diventa:
p(t)dt

T

p(t +dt) — p(t) = f(t)dt — (9.23)

Quindi, considerando anche la forza elettrica di trascinamento:

CCZ)_pS_t)e(EerT(nt)xB) (9.24)
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."If
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Figura 9.3: Schema del conduttore percorso da corrente immerso in un campo
magnetico

Sia: E = (E,,E,,0) e B = (0,0,B;). Scomponendo la 9.24 nelle sue compo-
nenti:

dplfit(t) — —€Ex _ epy(t) B _ Pz (t)
t m T
d:l’é/t(t) = —¢B, + engrtl)Bz . nyt) (9_25)
dp(0) _ _p:(0)
t T

Moltiplicando entrambi i membri per net/m, riconosciamo che la densita di cor-
rente & j = —nep/m e, ricordando I’espressione della conducibilita o = ne?r/m,
otteniamo:

dt m

de(yit(t) — _O.E'y + eju(t)B-T +.7y(t)

{Tdm) = —oE, — DT 4 (1) (9.26)

m

e, di conseguenza, all’equilibrio quando j & costante, detta w. = eB,/m, la
frequenza di ciclotrone:

{UEI = Ja(t) + jy(t)Twe (9.27)

UEy = ]y(t) - jw(t)ﬂ*}c

Quindi, anche in assenza di corrente trasversa j,, c’¢ un campo elettrico tra-
sverso, pari a —j (t)Tw./o = —(B./ne)j., proporzionale al campo magnetico e
alla corrente lungo x.

9.1.3 Forza su una spira percorsa da corrente

Consideriamo una spira di conduttore percorsa da una corrente I, immersa in un
campo magnetico, come schematizzato in Fig.9.4. La forza magnetica che agisce
su una porzione di cavo dl, percorsa dalla corrente I, ¢ data dalla 9.7, quindi é
ortogonale a B e a dl. Nei tratti L1 e L3 della spira in cui il cavo é parallelo
al campo, F' = 0, mentre negli altri due tratti, ortogonali a B, le forze saranno
uguali in modulo — |F| = IBL — e di verso opposto, applicate ad una distanza
L fra di loro. Si creera, dunque, un momento meccanico M = L x F = IBL?
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Figura 9.4: Spira percorsa da una corrente immersa in un campo magnetico

proporzionale all’area della spira e al campo magnetico. Possiamo definire il
momento di dipolo magnetico m in modo che il momento meccanico sia:

M=mxB =
m = IL%% /L x Jd3x (9.28)
diretto lungo ’asse z, ortogonale al piano della spira, la quale si comporta come
un ago magnetico.

L’energia potenziale della spira, o dell’ago, & legata alla forza: FF = —VU. 1l
lavoro compiuto dal campo per ruotare la spira di un angolo df é :

dL = Mdf = mBsin0df = —mBdcos0

Quindi
Ul)=L=-m-B (9.29)

ha un minimo per # = 0, quindi la spira magnetica tende a portarsi parallela al
campo. Possiamo ricavare la 9.29 in maniera pit generale dalla 9.10:

Fl‘ = Eijk/JjBk dT, (930)

Introduciamo il vettore posizione x e riscriviamo l'integrale usando l'identita
Om(xkJ;) = Jj0mi + Tk O J;. Possiamo quindi riscrivere F; come:

Fi = —€ijk /kam amJj dr.

Portiamo €;;;, all’interno della derivata e otteniamo:

Fi :/am(GijkkamJj)dT—/eiijj 8m(kam) dr. (931)

Ora analizziamo i due termini separatamente. Consideriamo il primo termi-
ne:

/3m(eijkkamJj) dT.
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Definendi il momento magnetico m:

1

m= / (r x 3)dV 9.32)

otteniamo:

/am(EijkithmJj)dT = —Q/Bm(miBm) dr.
Possiamo riscriverlo come:

—20,(miBy). (9.33)

Consideriamo ora il secondo termine della 9.31:

_/Eiijj Om (2B ) dr.
Espandiamo 0y, (xyB,y,):

am(l‘kBm) = By + 1 0B,

Poiché il campo magnetico ¢ solenoidale (V - B = 0 = 9,,B,, = 0), ottenia-
mo:

8m(kam) = Bk.

Quindi il secondo termine diventa:

—/qijjBde: —Fi.

e la 9.31 diventa:

quindi:

ma Op, (M; B) = BmOmmi € Opmm; = 0imyy,, quindi Op, (m; By,) = B Oimay,

F=-VU=-V(m-B) (9.35)

9.1.4 Campo prodotto da una spira circolare

Per calcolare il campo generato dull’asse passante per il centro di una spira
circolare di raggio R as una distanza x dal piano della spira come illustrato in
fig.9.5, partiamo dall’equazione del campo di induzione magnetica:

Ho dl x r
B="—I [ —+
4 / |r|3

e scriviamo per esteso i vettori in gioco:
r = (x, Rcos o, Rsin ¢)
¢ = (0, Rcos o, Rsin ¢)
= dl =(0, —Rsin¢ do, Rcos¢ do)
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P(x)

Figura 9.5: Campo generato sull’asse di una spira circolare percorsa da corrente

Quindi troviamo le componenti del vettore integrando, tramite il determinante:

i j i
dlxr=| 0 —Rsingdp Rcos¢dd (9.36)
x Rcos¢ Rsin¢

e il campo sull’asse ¢

;LOI/% —R?%1 + Rz cos ¢] + Ra sin ¢k
A7 Jo (R2 + x2)3/2

dé (9.37)

I termini lungo y e z si integrano a 0 e rimane (come ci si aspetta dalla simmetria
del problema) il campo solo lungo x:

Ho I7TR2

B(z) = T 27 (R2 4 22)3/2

(9.38)

Che ¢é proporzionale alla corrente ed all’area della spira, quindi al momento
magnetico.

9.1.5 Campo generato da una distribuzione localizzata di
correnti

Consideriamo ora una distribuzione di correnti localizzata in una zona di spazio
piccola rispetto alla scala di interesse dell’osservatore, cioé, nelle espressioni in
cui appare la distanza, sia |x| > |2/|. Allora, ponendoci in un’opportuna origine
all’interno della distribuzione, possiamo sviluppare in serie:

1 1 x-x

x—x|  x xP
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quindi, il potenziale vettore:

/
dr | |x — x|

|m/ d+—P/ﬂﬂﬂM (9.39)

Possiamo risolvere questi integrali per una corrente localizzata, non necessaria-
mente a divergenza nulla, grazie alla relazione:

[ H@36)Vg(a) + o) ICT @) + £ )g(a) I dPral =0
(9.40)
dove f(x) e g(x) sono due funzioni arbitrarie continue e derivabili. La 9.40
puod essere verificata integrando per parti il secondo addendo e poi sviluppando
fV'(gJ), infine annullando gli integrali di superficie:

/ o(e NIV f ()i = / o(") f(2') 3 (x') mdS — / F@V ()3 (<)) e

L’espansione del IT termine annulla il primo e il terzo della 9.40.
Per la componente i, presi: f =1e g = a}, la 9.40 diventa:

/Ji(x’) d3x'+/V-J(x’) 32z’ =0

che, per V- Ji(x') = 0, da [J(x) d®z = 0. Quindi il primo termine dello
sviluppo 9.40 (monopolo) ¢ nullo.
Sef=z;g=12;eV -J=0

/x;Jj +aliJ; d’x' =0 (9.41)

Quindi nel secondo termine dello sviluppo 9.40 si pud scrivere:

Zx; /achZ- A3 =
J
LY ) i =
—% Zj,k €ijkTj f (X/ X J)k d3z’ (942)

che, con la definizione 9.32 del momento magnetico, da:
Lo M X X

dr fafP
L’integrando della 9.42 (e della 9.32) ¢ la densita di momento magnetico o
magnetizzazione:

A(z) = (9.43)

M= %[x < 3] (9.44)

Se la corrente é confinata in un piano e in un circuito chiuso qualsiasi, il momento

magnetico diventa:
1
m= — j{ x x db
2

ma 1/2(x x df) & area del triangolo di base d¢ e lato x, quindi, l'integrale &
l’area S del circuito e ci si ritrova con m = IS, qualunque sia la forma del
circuito.
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Figura 9.6: Schema per il calcolo del campo interno al solenoide mediante inte-
grazione

——h—

B=O d — U
1

i
_/[I'I'I'I'I'I'I'I'I'I'I-I'I'I'IOI-[-I-\-M-Mi-\-\-l
] —
a - b {—
i |

A\ \_
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=

=

.7
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1

=

Figura 9.7: Schema per il calcolo del campo in un solenoide indefinito

Campo di un solenoide indefinito

Un solenoide ideale ¢ composto da un numero N — oo di spire con una densita
per unita di lunghezza n, percorse da una corrente I. In pratica, quando la
lunghezza del solenoide ¢ molto maggiore del suo raggio, possiamo calcolare il
campo al suo interno, integrando la 9.38 con l’aiuto della Fig. 9.6.

Il campo sull’asse del solenoide é parallelo all’asse ed é nullo al di fuori del
solenoide. In un punto P qualsiasi interno al solenoide, il campo & generato
dalle spire poste alla distanza x ed al raggio R. Quindi, detta d la distanza della
generica spira dal punto P: d = R/sinf, x = dcos = dz = —Rdf/ sin® .

ol [ R? ~ poln /” R?sin®@ RdO  poln /’f

—ndx = =
2 ) . dd 2 R3  sin?6 2 ).

B = sin0df = pln

—T
Il problema si puo risolvere anche applicando la legge della circuitazione per
N spire:

fB-dL:MNI

Prendiamo un percorso rettangolare ABCD in cui BC e AD sono ortogonali
al solenoide e AB e CD paralleli (fig.9.7). Sia CD interno al solenoide ed AB
all’esterno.

Dunque:

f B-dL = Buuy(AB) — Biny(CD)

Il campo all’esterno del solenoide indefnito ¢ nullo, quindi, se n = N/CD ¢ il
numero di spire per unita di lunghezza:

I
— =uln

Ja{ B-dL = ~Bin(CD) =l = Bint = 5
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9.2 Magnetismo nella materia

9.2.1 Campo microscopico generato da atomi vicini

Consideriamo un volume AV abbastanza piccolo da poter passare dalle somme
agli integrali e abbastanza grande da contenere un gran numero di atomi. E
noto che in un volume macroscopico V - B = 0, quindi possiamo scrivere B, che
sard la media del campo microscopico B,;., in termini del potenziale vettore
A. Consideriamo la manetizzazione media:

M:ZNi<mi>

dove N; é la desita di molecole di tipo i con momento magnetico medio < m; >.
Nel volume dV, possiamo scrivere:

a=to U ;(x/),' LM =X (9.45)

x |l — /|3

come nel caso elettrostatico, il IT addendo é:

MX(X*X/)*—MXV' 1

|z —a']? |z — 2|

che intgrato per parti da:

/MdeS’f/ LRV Y
|z — 2| |z — |

L’integrale sulla frontiera del volume si annulla a grandi distanze, e rimane:

o [J@) +V x M(2)
C 4n |z — x|

dv (9.46)

che si comporta come se ci fosse una densitd di corrente efficace: Je.pr =
J(@') + V' x M(2') che genera il potenziale, in cui la magnetizzazione della
materia contribuisce con un termine Jy; = V X M che é la densitd di corrente
di magnetizzazione.

L’equazione macroscopica é:

V x B = pug(J+V x M) (9.47)
e, raggruppando i rotori:
B
V X ( — /\/l) =J (9.48)
Ho

che ci permette di definire il campo magnetico:
B
H=—-M (9.49)
Ho

tale che la corrispondente equazione di Maxwell é

VxH=J (9.50)
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in modo totalmente analogo all’introduzione di D rispetto a E.
Quindi possiamo definire una permeabilitd magnetica p = pgp,, tale che: B =
nwH.

Prendiamo un solenoide e inseriamo un materiale all’interno, Il campo ge-
nerato nel solenoide cambiera secondo per la magnetizzazione del materiale in-
serito: B = uln, rispetto a quello nel vuoto By = poln. Quindi, la differenza
B— By = (p-—1)poIn & equivalente al campo generato da un numero n’ di spire
per unita di lunghezza, percorse dalla corrente (di polarizzazione) I’ = (u, — 1)
che si va ad aggiungere al campo nel vuoto.

Come nel caso elettrostatico, definiamo una suscettivitd magnetica:

X=pr—1 (9.51)

che tiene conto della polarizzabilita magnetica del materiale. Sulla base della
suscettivitd possiamo dividere le sostanze in:

e Diamagnetiche: per x < 0 cioé p, <1
e Paramagnetiche: x > 0 (pr > 1)

e Ferromagnetiche: x = f(B)

9.2.2 Momento magnetico di atomi idrogenoidi

Se prendiamo in considerazione il modello dell’atomo di idrogeno del Cap 8.2.4,
il bilancio tra la forza elettrica tra il nucleo e Delettrone e la forza centrifuga,
permette di calcolare la velocita angolare dell’elettrone:

1 e? - 9
47eg r2 Mel@o

da cui
1 e2

indica che 'orbita puo essere percorsa in ambo i sensi. Se agiungiamo un campo
dove il segno di induzione magnetica B, il bilancio delle forze diventa:

1 €2
- - evB = myrw?
dmeg T

scrivendo v = rw, e detta
eB/2m, = wy, [gmit =217t -m ™Y = [t7Y] (9.53)
la precessione di Larmor, risulta:

1 e?
W —2wiw+ —— 3
Ameg MeT

=0

vista la 9.52, possiamo scrivere:

w=w £ /W + wd (9.54)
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che, considerata wg > wy, viene:
w=wy, + wp (9.55)

Per vedere che la condizione che la frequenza di precessione sia molto mino-
re di quella orbitale, calcoliamo il campo che sarebbe necessario per renderle
confrontabili. T dati sono

e=1.602-10"1°C

ro =0.5-10"%m

me =0.9-10"3%kg

€ =8.85-10712

1 e

3

=wp =4[] —
4dmeg g

=4.14-10'%giri/s

mentre

eB B 2mewy,

wr, =102 kg s 07wy,

- 2m,
Ponendo wy, = 4.1 - 27 - 10'% s viene: B =4.5- 10°T.

D’altra parte la corrente corrispondente all’elettrone in orbita & I = ew/27 =
1.06 - 1073 A e, il momento magnetico della spira composta dall’elettrone in or-
bita & m = gl S = 12.56 - 10771.06 - 10~37(0.91 - 10730)2 = 1.17- 107294 - m2.
Le sostanze diamagnetiche sono quelle per cui 'unica polarizzazione presente
é quella di Larmor, per cui la magnetizzazione, come si & visto, € molto picco-
la. Detto B* il campo generato sull’atomo in osservazione da tutti gli atomi
adiacenti, allora, per una sostanza diamagnetica:

M = —na;B*

dove «y, & la polarizzabilita my/B*. Come per i dielettrici, a meno di un
segno,in assenza di campo esterno, per una sfera uniformemente magnetizzata:

H* = —M/3 quindi, possiamo trovare che per il campo interno (vedi 8.38) é:
M
H =H- -
3

D’altra parte, il momento magnetico per un atomo di numero atomico Z,lo
possiamo scrivere come:

poZe*B*
4me,

m=m(p*) I = (%)
dove (p?) = (22) + (y?) ¢ la distanza quadratica media dall’asse di rotazione.
Considerato che il raggio quadratico medio (r?) ¢ la somma delle tre coordinate

q.m., risulta {p?) = 2/2(r?). Quindi:

_ Lo Ze?B*

Hose D, o
mr, . {ro)

e il calcolo della polarizzabilita magnetica ay, = my,/B* si riduce al calcolo del
raggio quadratico medio, che si puod trovare in meccanica quantisitca.
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Ad ogni modo, possiamo trovare un’espressione per la suscettivita a partire dalle
equazioni microscopiche precedenti:

* M
B"=B -2
M = —naB*

risolvo per trovare:

M = —nay, (B—Z';M)

e , poertando tutte le magnetizzazioni nello stesso membro:

(1 — Q'M) M= —na;B

3
infine: no
le_%Bsz (9.56)
Considerato che
= po(1+ x)

la 9.56 diventa analoga all’equazione di Clausius-Mossotti:

3na 3nar + 3 — 2na
MZMO(X+1)=M0(L+1>=M0( = L)=

3 — 2noy, 3 — 2noy,
noyp + 3
———— (9.57
Ho 3 — 2nay, ( )
quindi:
(3 —2nay) = po(nayg + 3)
e raccogliendo i termini:
AL _HE /e (9.58)

3 po—2p
che é ’analogo della relazione di Clausius-Mossotti dell’elettrostatica dei dielet-
trici.

9.2.3 Paramagnetismo

Il momento di Larmor é completamente mascherato nel caso in cui le molecole
possiedano un momento magnetico proprio, indipendentemente dal campo ap-
plicato, come nel caso delle sostanze paramagnetiche. In questo caso vale la
magnetizzazione & la Langevin:

m - H*

M =nL(a)m a=—0

dove L(a) ¢ la funzione di Langevin (8.37). Possiamo scrivere (almeno al primo
ordine):

H*"=H-NM
dove N ¢ la costante di Weiss. Dunque:
H*-H
M= —— (9.59)

N
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0.8 L(a)
M(H*=0)
M(H_)

M(T=T , H=0)

0.6

-0.2 -

-04 -

-0.6 -

-0.8

Figura 9.8: Curva di Langevin e retta di magnetizzazione a T=300K per H = 0,
H = H. (Campo coercitivo) eper H=0e T =T,

Per le sostanze paramagnetiche N < 1, quindi H* ~ H, e siccome a temperature
ordinarie a & piccolo, possiamo sviluppare la L(a) ~ a/3, sicché:

nm?H
= = H
3ET HoX

quindi
nm?

= 3uokT

X (9.60)

9.2.4 Ferromagnetismo

Le sostanze ferromagnetiche sono quelle per cui la costante di Weiss N non é piu
trascurabile rispetto ad 1 e le cui molecole presentano un momento magnetico
proprio. Per queste sostanze,

H*"=H+ NM
Dunque:
H"-H T H

Questa espressione rappresenta una retta nel piano [a, M] che, messa a si-
stema con la curva di Langevin, la interseca in almeno un punto , identificando,
per ogni valore di H un valore della magnetizzazione (Fig. 9.8). Quando H = 0,
c’é una magnetizzazione residua Mp = % La retta interseca la curva di
Langevin in due punti a meno che non sia tangente nell’origine oppure oltre
il punto di tangenza per H # 0. Quando la retta & tangente nell’origine, al
variare di H, incontrera la curva di Langevin sempre in un solo punto e non ci

sard una magnetizzazione residua. Questo identifica una temperatura (di Curie)



9.2. MAGNETISMO NELLA MATERIA 125

T, per cui le proprieta ferromagnetiche del materiale svaniscono. Per calcolare

KT.a _ mga : _ Nmj . . .
T, basta porre vy il da cui T, = —5;* Come si vede in Fig. 9.8, per

—H, < H < H_.,per ogni valore di H, si hanno due valori della magnetizzazione,
quindi la curva della magnetizzazione in funzione del campo non é biunivoca
(isteresi della magnetizzazione). La curva della magnetizzazione in funzione del
campo, € mostrata in Fig.9.9 Il valore asintotico per campo infinito & la magne-

=H, q ., H

/‘HR
- -k,

Figura 9.9: Curva di isteresi ella magnetizzazione in funzione del campo

tizzazione di saturazione M e il campo per cui retta é tangente alla curva, e
dove la magnetizzazione cambia segno, ¢ il campo coercitivo (o forza coercitiva)
H.. Quest’ultimo valore, & positivo proveniendo da magnetizzazioni negative
e negativo proveniendo da magnetizzazioni positive (grazie al II termine della
9.61).

Avvicinandosi alla temperatura di Curie, la curva di isteresi si stringe e, al
di sopra, diventa una funizone univoca, ed il materiale si comporta come un se
fosse paramagnetico. Quindi

MsmoH* - Msmo

M=—7 = =1

(H+ NM)

. . . . . Nm2
da cui possiamo calcolare la magnetizzazione ricordando che T, = =512:
MTc/N

M= T-T,

H=xH

9.2.5 Paramagnetismo in un sistema quantizzato a due
livelli

In meccanica quantistica il momento angolare pud assumere solo valori interi.
Come in meccanica classica, (Teorema di Ko6nig), il momento angolare totale
si separa nella somma del momento orbitale e lo spin: J = L 4+ S, entrambi
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quantizzati. Gli orbitali su cui possono essere posti gli elettroni sono caratte-
rizzati da un numero intero n, e per ogni n sono possibili n — 1 valori di L.
Per esempio, per I’atomo di idrogeno, lo stato fondamentale ha n=1, quindi L
pud solo essere 0; per un atomo di elio, sono possibili L=0, 1 (Orbitali S e P,
rispettivamente). Gli stati con L piu alto hanno energia maggiore di quelli ad
L inferiore, quindi gli elettroni si pongono preferibilmente negli stati di energia
inferiore, Per esempio, pur esistendo un possibile orbitale L=1, nell’atomo di
He, entrambi gli elettroni si dispongono nell’orbitale L=0. Gli orbitali con un
momento angolare L possono avere 2LL.+1 stati con la stessa energia, corrispon-
centi alle proiezioni del momento angolare rispetto all’asse "z" di rotazione, e
cosi anche per lo spin S. Tuttavia, gli elettroni, rispondono al principio di esclu-
sione di Pauli, secondo cui, i fermioni che occupano lo stesso stato energerico
non possono avere tutti i numeri quantici uguali. Pertanto, Gli elettroni, cha
hanno spin s=1/2 in un orbitale S (L=0) posono essere al massimo 2, corrispon-
denti agli stati degeneri con s, = +1/2. Un orbitale P (L=1) ha 2L+1=3 stati
degeneri dovuti ad L, = —1,0, 1, ciascuno dei quali pud ospitare fino a 2 elet-
troni, per un totale di 6. Le shell completamente riempite, non contribuisocno
al momento totale dell’atomo perché ciascun orbitale ha una coppia di elettroni
con spin contrapposti. Supponiamo di avere un sistema di atomi che abbiano
tutte le shell interne piene e un solo elettrone in una shell S (alcalini). Come per
Patomo di idrogeno, l’elettrone puo essere con s, = —1/2;1/2, e , in assenza di
campo questi stati hanno la stessa energia. In presenza si un campo magnetico
B, tuttavia, I’accoppiamento del momento con il campo, rimuove la degenera-
zione perché £ = —m - B e c¢’¢ una relazione che lega il momento meccanico J
con quello magnetico: m = —gupJ, dove ug = ehi/2m.c é il magnetone di Bohr
e g il rapporto giromagnetico che per gli elettroni vale circa 2. Quindi avrd due
stati ad energia differente: £ = —pup(0+2(+1/2))B = +upB.

In un tale sistema a due livelli, detti N il numero di atomi con spin pa-
rallelo ed N_ il numero di atomi con spin antiparallelo, all’equilibrio termico le
popolazioni sono definite dalla statistica di Boltzmann, quindi:

*upB
N:t € kT
AT upB upB
N e kT —+ e kT

La magnetizzazione media del materiale sara la differenza tra N, e N_ molti-
plicata per la magnetizzazione del singolo atomo:

e% — e~ H}?TB B
M=Nup——5 5 = Npptanh e (9.62)
e kT + e kT kJT

A temperatura ambiente, kT > ug B per campi anche forti, quindi possiamo

sviluppare tanh a = a, sicché: M = Nup (",fTB).

Per atomi con L # 0 = J = L + S si hanno 2J + 1 livelli energetici
equispaziati. In questo caso il calcolo & molto pitt complesso e porta ad una
magnetizzazione media :

gJupB
=N 9/HBD
M JupfBs ( T )
in cui () & la funzione di Brillouin:
2 1 2 1 1
By(x) = 2L o BT E DT th =

27 27 27 %Moy
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di cui la 9.62 ¢ il caso particolare per J=1/2. Anche in questo caso, sviluppando
la cothz = 1/2 + z/3... otteniamo una suscettivita:

2+ V)P
M/B = 3kT

9.2.6 Correnti indotte e legge di Faraday-Neumann

Se ad un circuito elettrico si avvicina un magnete, nel circuito si innesca un
passaggio di corrente la cui intensitd ¢ non nulla solo finché il magnete é in
moto rispetto al circuito. Tale é detta corrente indotta dal magnete. Si deve
a Neumann ’aver dedotto una legge generale. Per indurre una corrente in un
circuito, & necessario far variare il flusso del vettore B concatenato col circuito
e, sperimentalmete, 'intensita di corrente & data da:

 149(B)
R dt

in cui, la derivata al II membro ¢é la forza elettromotrice indotta, f ed il
segno indica che la questa é sempre tale da opporsi alla variazione di flusso che
la genera. Quindi la corrente che circola nel circuito genera un campo magnetico
che si sottrae a quello inducente. La presenza di una corrente indotta indica la
presenza di un campo elettrico indotto F; non conservativo che mette in moto
le cariche anche in assenza di una differenza di potenziale ai capi del circuito
tale che in un tratto d¢ di circuito si scrive:

f:/&ﬂ

se il percorso é una linea chiusa, allora:

_d®(B) _
fffoj{Edf

dove £ = E; + E, e la circuitazione del campo elettrico conservativo E. si
annulla.

Se vogliamo un’espressione integrale della legge di Faraday Neumann, par-
tiamo dal flusso:

I= (9.63)

@(B):/B-ndS

Quindi:
d2(B) _ @.ndsz—j{ECM:—/vXE-nds
dt dt
quindi, uguagliando gli integrali di superficie:
dB
V X pr (9.64)
Ricordando, poi B =V x A:
dA

quindi, il vettore E + ‘Z—? ¢, nullo a meno del gradiente di un potenziale scalare:

E -_— = — E = - — .
+ 7 Vo = 7 Vo (9.66)
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9.2.7 Flusso tagliato e flusso concatenato

Per far variare il flusso abbiamo due alternative, o facciamo variare I’area con-
tornata dal circuito (o ’area efficace rispetto alla direzione del campo), nel qual
caso si parla di flusso tagliato dal circuito, oppure si fa variare I'intensita del
campo, mantenendo fermo il circuito, e allora si parla di flusso concatenato.

Flusso tagliato

dL

/

/

L LN

/
[

Figura 9.10: Flusso tagliato dalla superficie racchiusa dal circuito in movimento
rispetto al campo

Quando ¢é il circuito a muoversi in un campo statico, sulle cariche che
circolano agisce la forza di Lorentz, che ¢ la forza elettromotrice:

f:—eva:—ed—XxB:—eE
dt

[dx d _ d9(B)
/Edéf/ExB'déff%/Bxxdﬁff o

essendo B x dx-dl = B-dl x dx = B - ndS. In figura 9.10 il flusso tagliato
dalla proiezione della superficie in direzione del campo x¢sinf(t) di una spira
quadrata in rotazione.

quindi:
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Flusso concatenato

Si tratta del flusso prodotto da una corrente variabile in un circuito indeforma-
to. In questo caso, la corrente variabile produce un campo magnetico variabile
che, a sua volta, priduce una corrente indotta che si oppone a quella generatri-
ce. Supponiamo che in un mezzo di permeabilitd p la corrente che circola sia
variabile nel tempo e a divergenza nulla, siccome questa corrente ne genera una
che si oppone ad essa (autoinduzione), proporzionale alla variazione del flusso,
ci sard una sorta di resistenza — il coefliciente di autoinduzione o induttanza L
— che lega la differenza di potenziale e la variazione della corrente:

I
V= L% & ®(B) = LI (9.67)

Le dimensioni dell’induttanza sono:
(L] = [@B)I] " = (Vm 'sm 'm*)A™' = Qs = Henry

Se ad un circuito chiuso su una resistenza applichiamo una d.d.p. variabile nel
tempo V = Vye™!, allora, avremo

dI .
V:RI—&—LE = Vo = (R+iwL)ly
Come si vede, 'induttanza si comporta come una resistenza che aumenta linear-
mente con la pulsazione della corrente e che si aggiunge alla resistenza statica,
coerentemente con il fatto che la corrente indotta si oppone a quella che genera
il campo.

9.2.8 Energia del campo magnetico e induzione mutua

La variazione di energia di una particella di velocita v sotto una forza F &

d&€

_ = F -V
dt

se la forza ¢ quella elettrica allora & = gE - v. Questo ¢ il lavoro che deve essere

fatto dalle sorgenti del campo elettrico per unitd di tempo e per portatore di

carica per mantenere le correnti; sommando su tutti i portatori, si ottiene:

ac =—fI=1- ae

dt dt
quindi il lavoro d£ compiuto dalle sorgenti per ottenere una variazione di flusso
6P con una corrente I & 6L = I§P.
Stabiliamo ora qual é il lavoro necessario a mantenere una distribuzione di cor-
renti stazionaria e a divergenza nulla. Come mostrato in fig. 9.11, possiamo
pensare la distribuzione di correnti, come generata da una rete di circuiti ele-
mentari,ciascuno contornante una superficie AS con un filo di sezione Ag. L’in-
cremento del lavoro eseguito contro la forza elettromotrice indotta, in termini
della variazione del flusso é:

5L = (JAo) / B -ndS = (JAo) / (V x SA) - ndS
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Figura 9.11: Distribuzione localizzata di correnti

ovvero

0L = (JAo) ]{JA -dL
portando nell’integrale JAo, e osservando che AcdL = d3z, si ottiene:
55:/J~5Ad%:/5A-(VxH) 3z (9.68)
Applicando all’integrando la regola V- (A x B) = B-(Vx A) — A-(V x B),
otteniamo: 6A - (Vx H) =V - (H x 6A) + H - (V x §A). 1l primo addendo

svanisce nell’integrazione se la distribuzione é localizzata, e il secondo termine
& H-6B=1/26(H - B). In definitiva:

= %/H ‘B dx (9.69)

che é equivalente alla 9.68, che possiamo riscrivere esplictando la forma del

potenziale vettore:
dS ( )dS /
T8 / / |z — /|

Per un insieme di N circuiti indipendenti, possiamo scrivere 'integrale come la
somma su tutti i circuiti

N N
_r 3 Ji(x) - J5(@") 15
£_8W§/dx/; P Bz (9.70)

Nel caso in cui 7 = j, otteniamo:

Z/d3 /Ix—J:E’(I)dS "= LI? (9.71)
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che definisce il coefficiente di autoinduzione come :

=t gy [T g
L747r12/d$/ = d’x (9.72)

Analogamente, nel caso ¢ # j, definiamo il coefficiente di induzione mutua M;;
del circuito j su quello i (e viceversa):

Iz s [ Jix) - J5(@") 5,
M;; = d —————=d 9.73
J IZIJ / :I;/ |.T — ZL'/| t ( )

4

Tenendo conto dell’espressione del potenziale vettore, possiamo riscrivere la
9.73, come:
1

Mi=7T1
ilj

/ Ji(x) - Ay () dz

dove Ajj(z) ¢ il potenziale vettore prodotto dal circuito i su quello j. Trascu-
rando lo spessore del filo: J;(x)d3x ~ J;(x) - dLdS = I;dL, quindi, sostituendo:
®i;(x)

1 1
M;; = T %Aij(l‘) -dL = I—/V X Ai_j(.’E) = - (9.74)
j J J

Il trasformatore a bobine

Consideriamo due solenoidi, uno con n; spire per unitd di lunghezza e I’altro
con ny, che condividano lo stesso flusso del campo magnetico, o perché sono
concentrici o perché sono avvolti sui due lati opposti di un traferro (9.12).

¢

I

Figura 9.12: Schema di un trasformatore a bobina

1l primo ¢ alimentato da una tensione variabile F; (t) che genera un flusso di
campo magnetico tale che F; = —% = —,unl%DS, dove n1D = N; é il
numero di spire totali dell’avvolgimento 1 e S la sezione del solenoide. 1l flusso
del campo é condiviso interamente dal secondo avvolgimento. Dunque, la forza
elettromotrice ai capi del secondo avvolgimento sara:

dI
Ey =N, (MNldtls) (9.75)
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quindi, in questo caso: Mz = uN1N2S. Considerato che il campo generato
da un solenoide & (cfr. pag.119), B = punyI e per una spira ®(B) = —LI =

BS = ,unJS, per ni spire per unitd di lunghezza é: L% = ,un%%S, quindi
L = un3S. Sostituendo nella 9.75
dr
By = MlQCTl = Mo/ L1 E;
t
quindi, viste le espressioni per L e M,
E
E—Q =nina/n} = ng/ny (9.76)
1

che dice che, per un trasformatore ideale, il rapporto di trasformazione é pari
al rapporto tra la densita di spire del secondario rispetto a quella del primario.

Un modello un po’ pitt accurato, tiene conto anche della resistenza del
conduttore (fig.9.13) Se V1 = Vet

Figura 9.13: Schema del trasformatore con le resistenze dei conduttori

{V = lel + LliWIl - inlgfg (9 77)

V2 = —’iOJMlzfl + (R2 + ing)IQ

se il secondario & un circuito aperto, I = 0 e quindi:

V= (Rl + iWL]_)I]_
Vo = —twMi21y

e, sostituendo:
—iWMlg

(R1 + ile)

Quindi, perché si comporti come un trasformatore ideale, deve essere trascura-
bile wy = R/L rispetto alla frequenza del primario.

Per avere un’idea di che frequenze stiamo parlando, mettiamo qualche numero
realistico. Diciamo che il traferro ha una sezione di S = lem? = 10~*m?, il filo
uno spessore di 1 mm (quindi una sezione a = 7-(0.5-1072)2m? ~ 7.8-10""m?,
la resistivita del rame ¢ p = 1.68 - 10~8Q m, la permeabilita magnetica del ferro
é i = 4m - 107%. Allora, per un traferro di sezione quadrata:

o Ry =pl/a=17-10"8-4-10"2N,/(7.8-10"7) ~ 8.7- 107N, Q

‘/2:

o [ = N2S=1.25-10""N2
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quindi: wy ~ 6.9 - 10*/Nyrad/s = 1.1/N1kHz. Dunque, posta ad esempio la
frequenza della tensione in ingresso a 50 Hz, a partire da circa 100 spire/m,
quanto maggiore ¢ il numero di spire, tanto pit € trascurabile la frequenza (di
taglio) wo del trasformatore rispetto alla frequenza di ingresso.

9.2.9 Campi variabili lentamente

Date le equazioni del campo indotto e la definizione della densitd di corrente:

VxB=puJ
VxE=-4 (9.78)
J=0E

e tenuto conto che B =V x A, risulta che V x (E + %) = 0 ovvero:

dA
E=—-V®
dt

Ponenndo & =0, E = —%.
Per mezzi in cui p € indipendente dalla frequenza ed uniforme, si ha anche:V-
E =0eV-A =0. Dalla terza e la prima delle 9.78, Vx B = VxV x A = ucE,
sviluppando il prodotto triplo e sfruttando I’espressione di E in termini di A:
dA
V(V-A) - VA = —no—-

Dunque: A
2
VA = po 7 (9.79)
che é un’equazione di diffusione valida per o variabile nello spazio ma indipen-
dente dalla frequenza; un’espressione analoga la possiamo ricavare per il campo
E. Se la conducibilitad ¢ anche uniforme nello spazio, ’equazione ¢ valida anche
per B e J.
Come abbiamo visto per ’equazione del calore, I’equazione di diffusione puo
essere risolta per separazione delle variabili: A = X (2)T(t), che immessa nell’e-

quazione, ci da un’equazione per la parte spaziale ed una per quella temporale:
X"T = —puoXT quindi, dividendo per XT: X" /X = uoT /T = —K?

X" = —K2X
T = —pok?T
Queste equazioni permettono di definire una lunghezza (skin depth) e un tem-

po di attenuazione. Per esempio, se A = Age!@*=5%) Pequazione per A da:
—K? = iwpo ovvero w = iK?/uo e/o K +Viwpo. Sostltuendo all’esponen-

te: A= Age'l (5 t—ha) _ = Age e K , dove possiamo definire un tempo di
penetrazione 7 = £5. Oppure:

A= Aoei(wt—\/iw,uo‘:c) — Aoei(wt)efo“’“”iS/z

Sviluppando i*/? = (i — 1)/v/2, A = Age@+2/9)e=2/3  dove abbiamo preso il

segno - e
[ 2
0=4/— .
oW (9.80)
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é la lunghezza di penetrazione o skin depth.

Pit in concreto, in presenza di un campo variabile, V x H = ¢J, supponendo
che il campo H sia (H,,0,0),allora, V x H = 68[1;“” = oF), é I'unica componente
che sopravvive. Se H,(z,t) = Hoe'W!=F2) = Hye=2/9¢i(2/0=w1) rigulta:

i+l
é

Hoefz/ﬁei(z/éfwt) _ Jy

definisce una corrente che scorre sulla superficie ortogonale al campo e decade
con la profondita, tanto piu velocemente quanto maggiore é la frequenza.

9.3 Elettromagnetismo

9.3.1 La corrente di spostamento

Nelle equazioni di Maxwell fin qui trovate, c’é un’inconsistenza: la IV equazione
V x B = uJ, se ne prendiamo il gradiente, si annulla sempre al primo membro,
mentre il secondo, si annulla solo per correnti stazionarie, per le quali vale
I’equazione di continuitd V -J = 0. Nel caso generale, invece, ’equazione di
continuitd ¢ = V -J = —9p/0t. Questo ci dice che per campi variabili nel
tempo, la legge di Ampere non ¢ piu valida nella forma con cui la abbiamo
trovata per i campi statici.

Per renderci conto di questa inconsistenza, consideriamo la forma integrale

della legge di Ampere:
-7{ B-dl =ul

applicata ad un percorso chiuso attraversato da un filo, nelle vicinanze di un
condensatore, come in fig. 9.14. Questo percorso racchiude oltre alla superfi-

Amperian loo
e P

t —— Vi
Capacitor

Battery

Figura 9.14: La linea chiusa attorno al filo della legge di Ampere, ¢ il bordo di
una superficie che passa attraverso le armature del condensatore
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cie piana attraversata dal filo, da cui ricaviamo la legge, anche le superfici che
passano attraverso le armature del condensatore senza essere attraversate dal
filo, e i non passa alcuna corrente! Il problema, dunque, ¢ nell’equazione di
continuitd, che contiene il termine di variazione della densita di carica. Utiliz-
zando ’equazione della divergenza del campo elettrico (i.e. teorema di Gauss
V- E = p/e, risulta:

ap oD
VI ==% ="V %
Quindi possiamo scrivere:
OE
. —_— = . 1
\Y <J+68t) 0 (9.81)

che definisce una corrente di spostamento Jq = %—? che si aggiunge alla corrente
quando consideriamo campi variabili nel tempo.
Quindi la IV equazione di Maxwell diventa:

E
VxB=uJ+ ueaa—t (9.82)

9.3.2 Equazioni di Maxwell complete e onde elettroma-
gnetiche

Riassumendo, le equazioni di Maxwell, rese omogenee rispetto a E e B, sono:

V-E="2 I
VxE=-28 II

R T (9.83)
V-B=0 171

_ o))
VxB=uJ+uez; IV
Nella II, sostituiamo B = V x A e otteniamo che:

0A 0A

dove ® é un potenziale scalare.
Dalla IV equazione:

E
VXVXA:,uJ—&—ueaa—t

Sviluppando il prodotto vettore triplo e sostituendo la 9.84:

A)-VEA— g L (0% TA
V(V-A) = VA =l = 5 (50 + 55

L’equazione la possiamo riaggiustare come

2
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Possiamo sfruttare ’arbitrarieta della scelta di un potenziale scalare nella defi-
nizione del potenziale vettore 9.13, per annullare il termine fra parentesi (gauge
di Lorenz — Ludwig Lorenz):

_OA’ A O

/—_7_ /_ -
ot Ve = ot Ve vat

A=A 4+Vy=FE =

Siccome il campo elettrico non deve cambiare per la scelta di gauge:

OA  OA o
- (#+5)

Dunque la scelta di gauge di Lorenz ¢ legittima purché:

o oY
— / —_ — /: - —
V((D (I>+8t> 0P (i) 5

e con tale scelta, ’equazione per il potenziale vettore diventa:
OA =ud (9.86)

con la condizione che [0y = 0 (si puod verificare annullando il termine fra
parentesi nella 9.85 )

Analogamente, per il potenziale ®, partendo dalla T equazione di Maxwell e
da F=-Vo— A, con successivi passaggi, abbiamo:

V-E:V~(—V<I>—A>

V-E:V-(—V@—A):—(v2q>+av-A>

ot
ma
v-E=".
€
‘ 0%
V-A= —HESS
quindi:
0%® P
25 _ , 9% _ P
VI — e : (9.87)

Dalla I e dalla IV possiamo ricavare ’equazione di continuita:
0]
VO(VXB):uV-J+ue§(V~E)

ma V- (V x B) =0 quindi V-J = -2 (V-E) e, visto che V- E = 2,

op
V-J—i—a—o

Per quel che riguarda la produzione e propagazione degli altri campi: Prendendo
il rotore della III

VX(VXE):%VXB
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ovvero, sfruttando la IV:

0 OE
. _ 2 — -
V(V-E)—-V°E oy (,u.]—i—ue 8t>

Raccogliendo le derivate da un lato e sfruttando I’equazione di continuita V(V -
E) =Vp/e

10°E 1 10J
P - .
v 2 ot? 2 Ot (9.88)
Analogamente, per il campo B:
1 0°B
2 -

Nel caso di isolante isotropo ed omogeneo, sia il flusso di corrente, sia il gradiente
di densita di carica sono nulli, per cui le equazioni si riconducono entrambe alla
ben nota equazione delle onde.

9.3.3 Risoluzione delle equazioni disomogenee con le fun-
zioni di Green

Le equazioni del tipo

1 .
V2o — 0= f(z,t)

Si possono risolvere mediante 1’uso delle funzioni di Green.
Se le @ e le f (x,t) ammettono la trasformata di Fourier:

1 [ ;
D(x,t) = %/ Oz, w)e” “dw

— 00

1 R ;
flz,t) = o /_OO fz,w)e”“dw
Le funzioni trasformate, soddisfano ’equazione disomogenea di Helmoltz:
(V2 + K?)®(z,w) = —4n f(z,w)

La funzione di Green associata a questa equazione é la funzione G(z,x’) che
soddisfa I’equazione:

(V2 + K Gk (x,2') = —4nd(z — 2') (9.90)

dove §(z — z') ¢ la funzione di Dirac, che vale co quando z — 2’ = 0 e 0 altrove
e [T 0(x—a')dx = 1.

La funzione di Green &, dunque, la funzione che definisce la "risposta all’im-
pulso" dell’equazione differenziale, e dunque, il potenziale che soddisfa 1’equa-
zione disomogenea € la convoluzione di questa funzione con la funzione sorgente.
In altri termini, se O, & un operatore differenziale che agisce su una funzione
#(r), I'equazione di partenza ¢ O.¢(r) = f(r), la funzione di Green G(r,r’)
¢ quella per cui f(r) = §(r —r'). Se tale funzione esiste, allora la generica
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f flr ) dr’. Infatti, applicando O, ad ambo i membri, e supposto
che 1 operatore sia hneare

= [oct s = [ (066
ma O,G(r,1") = §(r — ") per ipotesi, allora
_ / S — ) f()dr = f(r)  cwd.
Quindi, posso scrivere che f(x) = [ 8(x — ') f(2')da’; quindi
(V24 K2)d (2, w) = —47r/f 5z — ')da' = /(v2 + K2 ()Gl — ')
ed, in fine:

(2, w) — f(a',w)G(z—2') =0

Se non ci sono superfici di discontinuita, G(x — z’) é a simmetria sferica, quindi
possiamo usare il Laplaciano in coordinate sferiche nella 9.90:

10 ,0G
2 20GK
— _ 91
V,,GK -2 8T‘T or (99 )
Svolgendo la derivata del prodotto
192
2 — ——
ViGg = 92 (Gkr)
Quindi la 9.90 diventa (r=x-x’):
2
(Ggr) + K2(Gpr) =0Vr #0 (9.92)

82

che & un’equazione differenziale del II ordine in Gk, la cui soluzione generica
e:
GKT:AQZKT_’_BefzKT

ovvero:
iKr e—iKr

c 4B

Gr =A = AG*(r) + BG () (9.93)

per ' < 2’ , r ~ R. Per calcolare la normalizzazione,ricordiamo che: V2 (%) =
—4m§(R) dunque, nel limite per K2 = 0 I'equazione 9.90 diventa I’equazione di
Poisson:

V2G(R) = —4n5(R)

quindi:

lim GK (R) =
R—0

Per R — 0, vista 1la 9.93 G(R) = (A+ B)(K?—1)eper K =0¢ A+ B = 1.
Calcolando anche la parte dipendente dal tempo, la G(R, t) soddisfa ’equazione:

==

2
<V2 - 612;2) G (x,t, 2’ ') = —4nd(x — 2')5(t — t') (9.94)
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quindi, essendo:

+ _ 4t 1 > eiiKR — T
G*(R,T)=A o 7 dw
™ — 00

essendo 7 =t —t', 1a 9.94, da w = cK, che sostituita nell’espressione di G*, da:

1 00 efiw(‘r:FR/c) 1 R
+ _ = I -
G =g [ o= g (v )

Prendendo in considerazione solo la Gt, a questo punto ®, sard dato dalla
somma della funzione ®( soluzione dell’equazione omogenea e di quella della
disomogenea con Gt quando 7, R # 0, con la condizione T = R/c.

O(x,t) = Po(x,t) + // G (z,t, 2’ t) f(2', ¥ )dx' dt’ =

[’ 1)
- (= =
t'=t—|x—az'|/c

_ / V@ et 401 (9,95

|z — 2’|

dove, nella seconda linea abbiamo trascurato la soluzione dell’omogenea. A
rigore andrebbe considerata anche la soluzione anticipata, ma si trascura perché

viola la causalita.
sokokokokok ok ok kokokkok kR okt sk kok sk sk ok sk ook

9.3.4 Vettore e teorema di Poynting

Il campo elettromagnetico trasporta un campo elettrico ed un campo magnetico
ortogonali fra loro. La forza che agisce su una carica e in moto con una velocita
v che viene investita dall’onda é:

F=elE+evxB

che, per una distribuzione di correnti diventa:
F= /p(w)E +J(x) x B d®z (9.96)

Ricaviamo p dalla prima equazione di Maxwell e J dalla IV:

V.E=2
‘ - (9.97)
V x B = poJ + poco gy

quindi
p=¢€eE(V-E)

J:leB—ea—E
7 ot

. Sostituendo nella 9.96 diventa:

P 1 OF ;
_at_/{eOE(V E)— -Bx(VxB)+ay xB| v (9.99)
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dove P ¢é 'impulso meccanico e si € cambiato segno al triplo prodotto vettoriale

portando B alla sinistra.

Se vogliamo calcolare quale sia il lavoro prodotto dal campo per uno spo-
stamento dr = v dt, il secondo termine della 9.96 non contribuisce perché il

prodotto J(z) x B ¢ ortogonale a v. Quindi rimane:

d£ /J EdV = / [ VXB—GOBaI;] dv

Ma E - (V x B) lo possiamo ricavare dalla regola del prodotto:
V. (ExB)=B-(VxE)—FE-(VxB)
sicché, tenuto conto che V- E = —B:
1
W == [V (ExB)+ jeon g (EP + |BE) dv
Se il mezzo ¢ lineare, allora e = D e uB = H, quindi:

1
W——f/jt(D E+H-B)dV — /v (E x H) dV

(9.99)

Il primo termine é la variazione dell’energia U, il secondo ¢ il flusso del vettore

di Poynting S = E x H, attraverso la frontiera del volume.

Tornando alla 9.98, per il prodotto triplo, procediamo per coordinate:

[B X (V X B)]l = qjkBj(V X B)k =
= Bj(VXxB),—Bi(VxB); =
= BJ(&BJ — 8jBi) — Bk(asz — 8sz) =

= (B;0;Bj + By0;By) — (B;0;B; + B0y B;) =

1
= 5(3i|B|2) — (B;0; + By0y)B; =
= J(VIBP)-(B-V)B

o analogamente:

€ijxBj(V X B)r = €jBj(erim0Bm) =

= Gljkeklm(B (3'[ m)
(0:i10jm — 0im0;1)(B;O1Bm) =
= Bm0iBm — (B;0;)B

= S(VIBP): - (B-V)B,

quindi:
1
B x (VxB)= 5V|B|2 - (B-V)B
L’ultimo termine é:
OF J(E x B) 0B O(E x B)
xB=—"—+ -EX —=——2
ot at ot i

—(ExV xE)

(9.100)
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avendo utilizzato la IT equazione di Maxwell per la dervata di B. Dunque:

B
5 [P+ c(BxB)| =

/60 [E(V-E)— (ExV xE)-c*B x (VxB)-B(V-B))] dV (9.101)

dove si & aggiunto un termine B(V-B) = 0 per simmetrizzare. Il primo membro,
rappresenta la somma della variazione della quantitd di moto meccanica e la
forza esercitata del campo elettromagnetico. Al secondo membro troviamo una
quantita che possiamo scrivere come la divergenza di un tensore con ’aiuto della
9.100:

E(V-E) - (ExV xE) :E(V~E)+(E~V)E73V|E|2
Il primo termine, lo possiamo scirvere, per componenti:
E;0;E; + E;0;E; = 0;(E;E;)
in totale il secondo membro della 9.101 é:

1
VJ(T”) = Vjé |:E1E] — CQBZ‘BJ‘ — §5ZJ(|E|2 + CQ|B|2) (9102)

che definisce il tensore di (energia-impulso) Maxwell T;;.

La forza dunque é:
/VJT”TLZ dV = /TU’I’LJCZS

cioé il flusso del tensore di Maxwell.

9.3.5 Radiazione di dipolo

Consideriamo un sistema di cariche (fig.9.15), in moto relativo, osservate da
un punto esterno al sistema posto ad una distanza Ry molto maggiore della
dimensione caratteristica del sistema r. La distanza R di una carica generica,
sard: R = Rg — r ~ Ry, il potenziale vettore sara:

H Jret() M /
[ Frilav = e [aamay (9.103)

dove il J,; ¢ la densita ritardata di corrente: J (t — £). Visto che |[Ro| > |r|

, allora: R = \/R3+7r2—2r-n ~ Ry —r-n, essendo n il versore lungo la

direzione di propagazione, quindi:J (t — £) = J (t — £ — B Le ipotesi in cui

ci poniamo, sono che, se t ¢é il tempo caratteristico in cui la distribuzione di
cariche cambia significativamente, allora, il tempo *=* ¢ all’incirca uguale al
tempo che la luce impiega per attraversare 'intero sistema. Affinché in questo
tempo la distribuzione di cariche non cambi, deve essere: ¢ > r/c. Ma ct =
A, cioé la lunghezza d’onda della radiazione emessa, dunque: A\ > r, ovvero
le dimensioni del sistema devono essere molto inferiori della lunghezza d’onda
emessa. in altri termini, ¢ > r/t = v, la velocita delle cariche deve essere non

relativistica.
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r

Figura 9.15: Sistema di cariche visto da un punto P a distanza Ry molto mag-
giore delle sue dimensioni r

In un sistema di N cariche discrete:

al pod I
i = d
M&Z: M&ﬁzkr 47 Ry

dove d ¢ 1 dipolo elettrico totale.
Possiamo trovare dalle equazioni i campi emessi, tenendo conto che per il

potenziale ritardato ¢’ =t — R/c, quindi % = %g—é =—0y/c
E=-A=_2d
wh . 4 (9.104)
B—VxA:—fo—ﬁRA:‘

B=-nx A/c =n/c x E, quindi & anche: E =
Campi 67.6)

Comungque il campo emesso € proporzionale all’accelerazione delle cariche I1
vettore di Poynting per un’onda piana é:

prs o (d x n) x n (cfr Landau -

S=ExH-=
:ﬂﬁ%%ﬂHXManqame
= M%R%c(d x n)’n
avendo utilizzato lo sviluppo del triplo prodotto vettoriale con A = C' = dxne
B = n; l'itensita é il flusso del vettore di poynting attraverso la superficie sferica
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che circonda il sistema:

N .
I—/S~ndf—m7r2€R%/(d><n)2R2dQ—

[ 72 i 2 2 o "
— d 0 0)do do =
167212 /( sin“(0)) R* sin(0) /0 )
= 16'u2077/c.l'2 sin®(0)do =
m
L . 27

= 1671'Cd2/0 [1 — cos?(0)]dcos(6) (9.105)

L’ultimo integrale vale:
1
2/ 1= a2dz = 2(z — 28 /3)|L, = 4/3
-1

quindi 'intensita della radiazione emessa é:

M
127c
Se consideriamo una d = dpe®™?, é:
pddwt
I =
(@) 12mc

9.3.6 Soluzione delle equazioni della propagazione dei cam-
pi

Vediamo come si arriva alla propagazione dei campi nel caso generico. Per B,
partiamo del sistema di equazioni:

_ OE
\Y% XB—,qu+eu§
VxE=-2 (9.106)
J=0E

prendendo il rotore della I e sostituendo la III,

VXVXB:MUVXE—&-MEW
=V(V-B)-V’B

Il primo addendo dell’ultimo membro é nullo, e , sostituendo —B al rotore
di E, si ottiene

VB- - —— — —-— =0 (9.107)

Per il campo elettrico, partiamo da:

VXB:quLeu%—]?

VxE=-2 (9.108)

V-E=p/e
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e facciamo il rotore della II,

VXVXE:—QNJ+6;L%—?

ot

[y B
= P T
=V(V-E)-V’E

Il primo termine dell’ultimo membro & Vp/e, e uj = uaE, quindi, riorganizzan-
do i termini:

10°E o OE 1
2
VE-Gor Tw@a T VP (6.109)

Nel caso il mezzo in cui si propaga sia un conduttore, o # 0 e Vp = 0. Per
mezzi isolanti, 'inverso.

Consideriamo il campo E = Ege'“t=F2) e p = ,00%275, la 9.109 diventa
ow ik
—k2 +W2/C2 + g = —?po/EO

Per un conduttore, diventa una relazione di dispersione:
ow

kK =w?/c? + —

— (9.110)

in cui, se k = a+if, = k? = (a+if)(a+iB) = a® — B2 + 2iaB # |k|>.
Dunque anche k? =k - k é una variabile complessa e:

2 2 _ W 2
{a —B* =% =euw

208 = Z5 = pow

quindi: o? = w?pe + B2, sostituendo in a?B? = (uow/2)?,

(e + ) - (422

che é un’equazione di II grado in 3% , dunque:

wiue 1

5 == L 4 s\ wne)? + (o2 =
2

2 2
WHE | WoUE o
= + 1+ (—)
2 2 €w

ed in fine, scartando le soluzioni negative:

[, 8] :w\/? 1+ (%)2i1

La parte immaginaria, (3, risulta in un’attenuazione esponenziale dell’onda, che
porta a definire una skin depth § o< 1/,

1/2
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Nel caso di un materiale conduttore, o > ew, quindi
B = w(en/2)* (0 /ew) /2 = (ow/2)/2(ufe)
quindi la skin depth & § = /2/(owZ?), dove Z = \/u/e & 'impedenza del

mezzo. Sicché il campo penetra meno per alte frequenze e buone conducibilita.
Se E = (F(z,1),0,0), E(z,t) = Eye'(«wt=k2),

0B
VxE=-"—"
. ot
diventa:
B, = iwB, @tk — L Eyelwi—az)g=h2 (9.111)
e
gk . 10E 1
VxB=[8, 8, 0.|=-ikBji==" = —iwk,
c? ot c?
B,, By 0

da cui k|B|/(w/c?)|E| = |B| = ck/kc?|E|, quindi |B| = |E|/c, nel caso di mezzi
non dispersivi per cui w = ck, nel caso generico,

|| a? 4 B2 2|’ B
LY e (2)] =2
w w €w Ey

Per 0 > ew = B/E = \/uo/w cioé il campo magnetico prevale sul campo
elettrico quando w < po. Inoltre, se k = Ke', la 9.111 ci dice che B, =
Ke'? JwE,, ovvero, che il campo elettrico e quello magnetico sono sfasati e la

fase ¢ ¢ = arctan 1/83/a. Dunque:

1/2 ,
1 o\2 / id H €¢ o\2
1 (@] e (2
v2 ew E vu ew

dove vu = \/E = Z. Nel caso di un dielettrico, quindi,

1/4

H 1

E Z
essendo ¢ = 0 perché 8 — 0. Da notare cha anche il vuoto ha un’impedenza
caratteristica /22 = [47 - 107/8.85 - 10712]'/* = 3770)
Per un conduttore: o/ew > 1, quindi 8/a — 1 e ¢ = /4,
H €i7r/4 o eiﬂ'/4

E Z w Z\/Z(sa
9.3.7 Propagazione delle onde EM attraverso la superficie
di separazione fra due mezzi

Consideriamo un onda elettromagnetica che si propaga nel piano XZ ed in 0
incide sulla superficie di separazione fra mezzi differrenti, che giace nel piano
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X
kr
Or
ZONA 2
ZONA 1 kr
Ot
O z
O
ZONA 1 ZONA 2
ki

Figura 9.16: Coordinate ed angoli per la propagazione attraverso la separazione
fra due mezzi: l'indice i sta per "incidente", r per "riflesso" e t per "trasmesso"

XY. L’onda é polarizzata nel piano XY. Se con I'indice I identifichiamo le quan-
tita relative all’onda incidente, R quelle dell’onda riflessa e T quella trasmessa,
avremo per L e T:

{Ez(l"t) = Egsi@t-kim) {ET(r,t) = Egps'@i—kr) (9.112)

BI(r,t) = il;] X EI BT(I',t) = iRT X ET

dove le velocita di propagazione vy, = (epr)~1/2 sono diverse nei due mezzi.

L’equazione delle onde, applicata a questi campi, da le relazioni di dispersione:
w = vzk, quindi k; = kg = ;"—1 e kr = % Nel punto in cui incide, w ¢ la
stessa per le tre onde, quindi: v1k; = v1kg = vekr, per cui kr = kyvi/va. Nel

medesimo punto dovra essere:
Fopsi@ikim) | ppgi@t—knr) — po, gilwi—krr)
La dipendenza dalle coordinate é confinata negli esponenti, quindi dovra essere:
kr-r=k;y-r=kg-r
a z=0, questo equivale a:
kix + kYy = kjx + k%y = kja + ky

E cio puo avvenire solo se le tre componenti x e le tre compnenti y di k sono
uguali fra loro separatamente, per x=0 e y=0. , se come in figura 7?7, kst é
nel piano zx, allora anche kg e kr saranno nello stesso piano, inoltre, siccome
k¥ = kysinf,é:

krsinf; = krsinfgp = kr sin 01 (9.113)

che, tenuto conto che k; = kr = v% e kr = 1‘)"—2, ci porta a scrivere:

sinf; = sinfp = - sin Oy (9.114)
V2
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La prima uguaglianza esprime la legge della riflessione, ovvero che sono uguali
gli angoli di incidenza e riflessione, la seconda puo essere scritta come:

sin GT niy

= 9.115
sin 0 o ( )

dove n; = (epu/€eopo)'/? sono gli indici di rifrazione nei due mezzi.

Applicando la continuita dei campi sulla superficie di separazione possiamo
ricavare i coefficienti di riflessione e trasmissione. Ricordiamo che in tale caso il
campo elettrico parallelo ala superficie di separazione si conserva.

9.3.8 Teorema di Poynting nei mezzi dispersivi

Se vogliamo calcolare di quanto cambia I’energia di un corpo in presenza di un
campo elettromagnetico, nell’'unita di tempo e di volume, questa é data dalla
9.99 nel caso in cui il sistema sia in equilibrio con la radiazione incidente, allora

1 oD 0B

In un mezzo non dispersivo, il secondo membro ¢é la derivata di
U = 1/2(c[EP + u[BP?)

che ¢ la differenza di energia interna con e senza campo. Se il mezzo e dispersivo,
non si pud piu dare questa interpertazione perché parte dell’energia viene dissi-
pata. Per stimare la , quantita di energia dissipata, prendiamo campi oscillanti,
come: E = Epe'@!=F%) ¢ analogamente con B. La media su diversi periodi,
della 9.116 ¢ il flusso di energia che arriva sul sistema che mantiene ’equilibrio
con il campo e compensa la dissipazione, ovvero la quantita di calore @ per
unita di tempo e di volume. Siccome la 9.116 ¢ quadratica nei campi, dobbiamo
rendere tutte le quantita reali, quindi, ad E va sostituita 1/2(E* + E),

oD 1 (oD oD
ot 2\ ot ot
= [—iwe" E* 4 iweE)

e analogamente B e H... Quando si fanno i prodotti (E + E*)(D + D*), le
componenti ED e E*D* conterranno un fattore e*?** che & a media nulla su
un numero intero, o grande, di periodi. Quindi, rimangono solo i termini misti.
Se scriviamo € = € +i€” e p = p’ +ip”, allora, possiamo scrivere

1i

Q:—E (" —e)E"-E+ (" —p)H* - H dt

T 4

che, integrato su un periodo, e con €* — € = 2ie’’, da:
w
Q=% (")) + 1 (w) (H?))

Come si vede, la dissipazione dipende dalla parte immaginaria delle € e p. In
questa espressione si € implicitamente fatta I'ipotesi che ’onda sia monocroma-
tica, e quindi che € e g non cambino. Se consideriamo una radiazione la cui
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intensita varii nel tempo lentamente, possiamo scriverla come una funzione in
cui la frequenza ¢ modulata attorno ad un valor medio wq

E = (E()aeiat) iwot __ E()@ a < wy
e possiamo sviluppare D e la sua derivata in serie di Taylor
E = Epo(1 +ia)e@ 9t =Ey(1 + ia)e?

D = ¢E =¢(w)Epae™"

. d

D= p — (eFpqe™?)
Seguendo [Landau - Elettrodinamica di mezzi continui §80], definiamo un opera-
tore f, tale che 9;(¢E) = fE. Se Ey ¢ costante fE = 0;(eEpe’?) = iweEpe'! =
f(w)E, avendo definito f(w) = iwe. Quando sviluppiamo E come sopra, siccome
a < wp, allora:

A ) . d .
F(Ewe 1) = flot )B4 = | fw) + a2 | et

considerato che aEgy,e'* = zdft” e
E - = - = W0 dw
dw 8t o' ar €
oD . _ ., _ d(we) dEy
~ —_ fE wt _ E =V iwt
gr P Siweb = e

Sostituendo nella 9.116 e, trascurando la parte immaginaria, che comunque
andrebbe a 0 nella media:
E*. oD 1 d(we) dE* - E
ot 2\ dw  dt

e quindi

dw

Se non c’¢ dispersione, € e p non dipendono da w e le derivate 1i restitui-
scono intonsi, Se si interrompe il flusso di energia, la potenza non si annulla
immediatamente e continua finché non converte tutta U in calore.

Siccome la variazione di entropia & positiva, 6Q/T > 0, che implica U > 0,
allora anche le derivate di wu e we sono positive.

In modo sostanzialmente analogo si puo ricavare il tensore degli sforrzi elet-
tromagnetici, nel caso di mezzi dispersivi (cfr. Landau - teoria dei campi
§81).

U = % <d(WG)|E|2 + d(:;:}ﬂ) |H|2)



Capitolo 10

Relativita Ristretta

La velocita della luce nel vuoto é determinata dalle equazioni di Maxwell, e,
qualunque sia il sistema di riferimento, vale

1

Vv Ho€o

Secondo il principio di relativita, ¢ impossibile con esperimenti fisici eviden-
ziare differenze tre sistemi di riferimento inerziali. Dunque, se la velocita della
luce fosse diversa in un sistema in moto rettilineo uniforme rispetto ad un al-
tro, allora cadrebbe tale principio. Si deduce che, non cambiando ¢, devono
cambiare le coordinate.

Nel 1905 Albert Einstein stabili due postulati.

CcC =

1) Tutti i fenomeni fisici identici si manifestano allo stesso modo nei sistemi
di riferimento inerziali, a parita di condizioni.

2) La velocita della luce nel vuoto ¢ uguale in tutte le direzioni ed in ogni
regione di un dato sistema di riferimento, ed é la stessa in tutti i sistemi
di riferimento inerziali.

10.1 Sincronizzazione degli orologi

Per poter definire un “evento” in un sistema di riferimento é necessario avere a
disposizione un orologio in quiete nel sistema di riferimento inerziale nel punto
in cui accade. Se ci sono due sistemi di riferimento inerziali in moto relativo,
ciascuna avra i propri orologi in ciascun punto.

Come sincronizzare gli orologi in punti diversi dello stesso sistema di riferi-
mento inerziale? I passi sono i seguenti.

1) Le coordinate degli orologi sono note.

2) Ad un istante ¢;, un segnale luminoso parte dall’orologio di riferimento
verso quello da sincronizzare ed arriva al tempo t = t; + % (vedi figura
10.1).

3) Si mette il conteggio dell’orologio al tempo t.

149
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Figura 10.1: Sincronizzazione di due orologi

Figura 10.2: Sincronizzazione alternativa di due orologi.

Alternativamente ¢ possibile riflettere il segnale dal punto verso il riferimen-
to, dove tornera al tempo to, come si vede in figura 10.2.

Quindi il tempo impiegato sara 2At = t5 —t; e il tempo segnato dall’orologio
vicino allo specchio

to + 1t
2

t=1ty— At =

10.2 Sistemi di riferimento in moto relativo

Confrontiamo due righelli disposti perpendicolarmente alla direzione del moto.
Chiamiamo K e K rispettivamente un sistema di riferimento inerziale in moto
ed uno fisso, ipotizzando che il vettore velocita relativa tra i due sistemi sia
diretto lungo l'unica direzione comune z = ac/, come si evince dalla figura 10.3.

Quando gli assi y e y/ coincidono, viene emesso un segnale luminoso da B
e C' verso A . Nel sistema di riferimento fisso K, i due segnali arrivano in A’
contemporaneamente, per cui in tale riferimento i punti B' e C' attraversano
I’asse y' contemporaneamente. Lo stesso accade per i punti B e C lungo Iasse y.
Se, quindi, si trovasse che B'C’ # BC in un istante t, allora sarebbe possibile
trovare differenze tra i due sistemi di riferimento. Cid porta a concludere che le
lunghezze non cambiano in direzione ortogonale al moto.

Nella stessa configurazione, confrontiamo i ritmi tra i due orologi dei due
sistemi, servendoci della figura 10.4.
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V'a Ya

x) ®)

B' B

C' C

k J

O SN X

Figura 10.3: Confronto delle lunghezze in direzione parallela al moto relativo.

Ad un certo istante, viene mandato un segnale luminoso da O verso uno
. . / . ~ . . .
specchio distante z,. Tale segnale ritornerd all’origine dopo un tempo pari a

’
’ 22
At =29
c
s . . . . . . ’
Cio accade in quanto sorgente e specchio sono in quiete nel riferimento K

Cosa succede, invece, nel sistema in moto K? Il segnale in K viene ricevuto
nel punto x5 in seguito alla riflessione avvenuta in corrispondenza dell’ascissa
1. In particolare, si ha

Oxq = vAt = Ox1 = UTAt

Inoltre, per il postulato della relativita, si ha

—  cAt
Oz = =~

Poiché, inoltre, si forma un triangolo rettangolo nella medesima figura 4,
scriviamo

_ At\?
Oz0" = 25 + Oz = 25 + (1}2)

Sostituendo nella relazione precedente, si ottiene
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Ya Ya
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Figura 10.4: Confronto dei tempi in direzione parallela al moto relativo

2 2 2
a(5) =(5) = -Sre-n -

At = = — At (10.1)

E stato definito, quindi, il fattore per la dilatazione temporale v come

1 1
\/1—3—3 V1- 32

Come ultima situazione, consideriamo due righelli posti parallelamente alla di-
rezione del moto. Anche in questo caso usiamo uno specchio ad un’estremita del
righello ed una sorgente dall’altra estremita. Nel sistema di riferimento K "in
quiete, come si vede in 10.5, si pone, lungo la direzione del moto, uno specchio
che riflette il segnale inviato dall’origine O’

Detta Lo la distanza tra la sorgente del segnale e lo specchio, il segnale
ritorna all’origine dopo un tempo

v = (10.2)

Aty = —

Nel sistema di riferimento in moto K, invece, gli stessi eventi risultano diffe-
renti. In particolare, come si nota nella 10.6, chiamiamo I ed S rispettivamente
le estremita inferiore e superiore del righello con specchio posizionato in S.

o Allistante di emissione, I & nell’origine ed S in 5.
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Figura 10.5: 1l sistema di riferimento in quiete

o All’istante della riflessione, I si é spostato in I3 ed S in Ss.

e All’istante di ricezione, I si & spostato in I.

Si noti che ’emissione e la ricezione sono registrati in punti diversi nel sistema
K.

Nel propagarsi verso destra, la luce rincorre lo specchio con velocita relativa
¢ — v, mentre verso sinistra si allontana con velocita relativa ¢ + v. Indicando
con L la lunghezza incognita del righello in K, allora il tempo che impiega la
luce nel tratto da I verso S; vale

L

cC—v

t1 =
Viceversa, il tempo che impiega la luce nel tratto da Sy verso I; vale

L
c+wv
I tempo complessivo, dunque, ¢ la somma dei due tempi:

to =

-2 ¢ 1-p2 c

1 1 2L oL 1 oL
At:t1+t2:L( T ) ¢ 2

c—v c+wv
Ricordando che At = vAtq, dal confronto si ha
L, 2Ly 2L ,

2
’yAto = —7 = v = —v =
c c c

L=2= (10.3)
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Figura 10.6: Il sistema in moto con le posizioni del righello.

10.3 Trasformazioni di Lorentz come conseguen-
za dei postulati di Einstein

. . . . . . . /
Deriviamo le equazioni che definiscono le coordinate nel sistema K partendo
da quelle nel sistema K in modo che esse siano conformi ai postulati. In tale
ottica, vanno fatte alcune osservazioni.

1) Spazio e tempo devono crescere uniformemente in tutti i sistemi di ri-
ferimento inerziali, per cui le equazioni di trasformazione devono essere
lineari.

2) L’isotropia dello spazio impone che y = y' ez==z.
Detto cio, le equazioni della trasformazione di x e t sono del tipo

{ & = Apx + At + Agg
x = Agix + At + Ag

Ponendo le condizioni iniziali

r=0e t=0 = x =0
r=0et =0 = =0
Si ottiene
Ajg=A0 =0

Inoltre, all’istante t, la coordinata x dell’origine di K e pari a vt, per cui la
prima equazione si scrive:
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/ A
r =0= A vt + Apt = ﬁz—v
An
Analogamente la seconda equazione si scrive
/ / A
$:O:—A21’Ut +A22t = ﬁz’()
A

Sostituendo nel sistema iniziale, si ha

&' = Ay (z — vt)
{o: = Ay (xI + vt/>

E necessario determinare i due coefficiente adimensionali 411 e Asq, che, per
I'uniformita del tempo e 'isotropia dello spazio, dipenderanno solo dalla velocita
v.

A tal proposito, é facile verificare che tali due coefficienti sono uguali. Infatti,
se in K un righello ha lunghezza Ly, i suoi estremi avranno coordinate z; =0 e
r9 = Lo, per cui, dalla seconda equazione della trasformazione all’istante t = 0,

si ottiene
!
T, = 0 = L/ o LO
2, = Lo A
2= A, 21

Viceversa, prendiamo lo stesso righello e poniamolo in quiete nel sistema
K . Le coordinate degli estremi saranno z; = 0 e x5, = Lg, per cui, dalla prima
equazione della trasformazione all’istante ¢t = 0, si ottiene

.13120 :L_Lo
_ L = A1
IQ—TFI A11

Siccome i due sistemi sono equivalenti, la loro velocita relativa é la medesima,
per cui, non dovendo cambiare le due lunghezze, risulta:
’
L=1L = All = A21

Per trovare il valore esatto di tale costante comune alle due equazioni, sfrut-
tiamo l'invarianza della velocita della luce c. All’istante ¢ = 0, mandiamo un
segnale dall’origine. L’evento consiste nella ricezione di tale segnale in un punto
posizionato lungo ’asse x. Nel sistema di riferimento fermo K, tale coordinata
vale

xr =ct

. / . . .
Nel sistema K , per I'invarianza appena citata, essa vale

’ ’

xr =ct

Sostituendo nel sistema delle trasformazioni, si ha

SU, = All(x — Ut) Ct, = All(Ct — ’Ut) t/ = Allt(l — /6)
’ ’ = ’ ’ = ’
szu(m —i—vt) ct:Au(ct +vt) t= At (1+0)
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Moltiplicando membro a membro le ultime due equazioni, si ricava

1 2
T

In definitiva, le trasformazioni di Lorentz (Hendrik Lorentz) sono le seguenti:

tt=A2tt(1-p%) = A} =

= ~(z—ot)
{t, A (10.4)

con
1 1

VR ey

10.4 Composizione delle velocita

Consideriamo le trasformazioni di Lorentz appena ricavate in forma differenziale:

{d;v, = y(dz — vdt) (10.5)

dt’ =~ (dt — 5 dzx)

Facendo rapporto membro a membro, si ha

/ dx/ dr — vdt

YT T dt— Sda

In tale caso, v; rappresenta la componente lungo x della velocita di una
particella nel sistema di riferimento in moto K ', mentre v é la velocita relativa
tra i due sistemi di riferimento K e K.

Dividendo numeratore e denominatore per I'intervallo di tempo infinitesimo
dt, si ricava

dx
U/_ E_U _ Ve — U
T T v de — Yy
Tzt c2 7T

In tale espressione, v, rappresenta proprio la componente lungo x della ve-
locita della medesima particella nel sistema di riferimento in quiete K. Si noti
che per v < c¢ si ottengono le trasformazioni di Galileo

’

Vy = Vg —V

10.5 Intervalli

Un evento & descritto dalle coordinate del punto e dal tempo in cui é avvenuto.
Consideriamo i due seguenti eventi nel sistema K. L’emissione di un segnale
luminoso dal punto (x1,y1,21) al tempo ¢;. La ricezione del segnale nel punto
(z2,y2, 22) al tempo to. Detta c la velocita di propagazione del segnale, allora
il cammino percorso da quest’ultimo sara pari a ¢ (ta — t1). D’altra parte, tale
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distanza percorsa é proprio pari alla distanza euclidea tra i due punti. Nel
sistema K, dunque, possiamo scrivere

(2 —21)* + (g2 —1)° + (22 — 21) = 2 (t2 — 1)
Ata—t1)’ = (z2 —21)* — (g2 — )" — (22— 21)> =0

La stessa coppia di eventi puo essere osservata nel sistema K’. Siccome la velocita
della luce ¢é la stessa nei due sistemi di riferimento, allora

2 2 2 2
Aty —t)" — (zh — )" = (yy —y1)” — (2 —21)" =0

In generale, dati due eventi, é possibile definire la quantita

S12 = \/02 (t2—t1)" — (@2 —21)" = (2 — 1) — (22 — 21)° (10.6)

Tale quantita viene chiamata intervallo tra i due eventi. Segue dal principio di
invarianza della velocita della luce che se un intervallo é nullo in un sistema di
riferimento, esso é tale in tutti i sistemi di riferimento. Inoltre, scrivendo tale
intervallo in termini infinitesimi:

ds® = 2d? — dz® — dy® — dz?

Come appena accennato, se ds=0 in un sistema di riferimento inerziale, si
ha ds’ = 0 anche in un altro sistema. Essendo ds e ds’ infinitesimi dello stesso
ordine, allora, i due devono essere proporzionali: ds = a ds’. Il coefficiente deve
essere adimensionale e, al massimo, pud dipendere solo dal valore assoluto della
velocita relativa dei due sistemi inerziali. L’isotropia dello spazio, consente di
porre tale costante pari ad 1, per cui ds’ = ds. Cio dimostra che D'intervallo
appena definito ¢ un invariante. Per semplicita, scriviamo I'intervallo tra i due
eventi 1 e 2 in maniera sintetica nel sistema K: s?, = ¢*t?, — L%,. Nel sistema
K’ tale intervallo ¢ invariante, ovvero: si% = c*t/% — L%

E’ chiaro che, contrariamente alla distanza euclidea, il quadrato dell’inter-
vallo puo assumere anche valori negativi. A seconda del segno possiamo definire
diversi tipi di intervallo:

e Nel caso in cui in un sistema K’ per cui i due eventi abbiano luogo nello
stesso punto, allora: L}, = 0, quindi ds% = c¢*t/3 > 0. Quando ¢ stretta-
mente maggiore, 'intervallo si dice di tipo tempo, perché la componente
temporale non si pud annullare. Per questi eventi si puod stabilire una
relazione di causalita.

e Nel caso in cui nel sistema K’ si possa annullare la parte temporale ma
non quella spaziale, cioé per eventi che possono avvenire allo stesso tempo
ma in luoghi diversi, si parla di intervalli di tipo spazio: ds'?> = —L% < 0.

e [ casi in cui vale 'uguaglianza sono quelli in cui con una opportuna tra-
sformazione, gli eventi, nel sistema K’ possono avvenire nello stesso luogo
e tempo. Cid puod avvenire solo se il sistema K’ viaggia alla velocita della
luce rispetto a K e 'intervallo si dice di tipo luce.

Nel sistema di coordinate (ct, x), gli eventi di tipo luce identificano un cono con
vertice nello zero, detto cono luce. All’interno del cono gli eventi sono di tipo
tempo, perché li, x> > (ct)?, fuori dal cono, sono di tipo tempo (al contrario se
si prende il riferimento in cui ct é ’asse verticale).
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10.6 Quadrivettori

L’insieme delle coordinate (ct, z,y, z) di un evento puo essere considerato come
la n-upla delle componenti di un raggio vettore quadridimensionale. Indichiamo
con z* le sue componenti in cui 'indice u assume i valori da 0 a 3:

o = (20,21, 22, 2®)
dove abbiamo chiamato 20 = ct. ) ) ) )
Il quadrato dell'intervallo ¢ la somma s* = (2°)” — (z!)” — (2%)” — (2®)".
In generale, possiamo definire un vettore a 4 componenti (quadri-vettore) A* le
cui componenti si trasformano come le coordinate del 4-raggio vettore.

0 y 1
Ay
-2
1 A/l—‘r%A/O
Al =T (10.7)
2

c

A0 =

A2 = A2
A3 = A3

Il modulo quadro del quadrivettore A* é definito in analogia con l’intervallo:
AP = (A4%)? — (A1)? - (42)" - (4"

Pin formalmente, possiamo definire due tipi di quadrivettori a partire dalle
trasformazioni di coordinate. Il quadrivettore controvariante A*, quando ef-
fettuiamo il cambio di coordinate da un sistema K(z*) a K'(z'*), pud essere
scritto come (si adotta la convenzione di Einstein, somma sugli indici ripetuti):

oz’

A/M — AV
Oxv

(10.8)

. . ‘T . . . .
in cui A% = ‘?fx - sono le trasformazioni di Lorentz delle coordinate da K a

K.

Possiamo vedere che, presa una grandezza scalare ¢, il suo quadi-gradiente
% si trasforma come: A} 5~ 99 cioé come il duale di un vettore come 10.8, e
quindi possiamo scrivere:

9¢
Qur

che definisce il quadrivettore covariante. O meglio, un vettore covariante si
trasforma come il quadrigradiente di uno scalare. Il prodotto A" A, si trasforma
come

ox'* Oz
D AV%—/MAD = AJAL A A,
Le trasformazioni di coordinate sono 'una 'inverso dell’altra, quindi il prodotto
¢ invariante di Lorentz, come 'intervallo.

Dunque abbiamo due tipi di quadrivettore — controvariante e covariante — il
cui prodotto "scalare" & un invariante. Per analogia con il raggio vettore con cui
costuriamo l'invariante intervallo, definiamo il modulo del quadrivettore questo

prodotto:

AAL =

ds® = dz,da" = (dz")? — (dz')? — (do?)? — (dz®)? (10.9)
= |A]? = A, A" = (Ag)? — (A1)? — (A2)? — (43)? (10.10)
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questo porta a dire che: A% = Ay Al = — A, A% =—A, A3 = — A
La 10.9, ci porta a definire una "metrica dello spazio in cui sono definiti i
quadrivettori 7,, — metrica di Minkowski— tale che si possa scrivere:

ds?® = datds” = n"dz,dx, (10.11)

Si puo facilmente verificare che:

1 0 0 0
w |0 -1 0 0

e =1"=10 0 -1 o (10.12)
0 0 0 -1

Le equazioni delle trasformazioni di Lorentz per un vettore controvariante,
si possono scrivere in forma matriciale (per un boost lungo x):

A0 v +v8 0 0 A0
Al B 0 of [Aan
A2 |~ 70 g 1 0f A4z (10.13)
A3 0 0 0 1 A3

Per i vettori covarianti cambia il segno dei 0.

La componente A® di un quadrivettore si chiama temporale, mentre le componentiA!, A2
e A3 sono spaziali. Spesso, per indicare le componenti di un quadrivettore, si

separa la componente temporale da quelle spaziali e, quindi, si utilizzano anche

le seguenti notazioni

A = (A% A) (10.14)
A, = (A -A) (10.15)

Infine, secondo tale notazione, il modulo quadro del quadrivettore si scrive

A = (A0)7 - AP

10.6.1 Tensori

Abbiamo visto che il prodotto scalare di un quadrivettore con il suo duale ¢
invariante; in generale il prodotto di due quadrivettori, sard un oggetto a 16
componenti che si trasforma come il prodotto delle trasformazioni:

AR = VIRV = AVIALVP = ABAY AP

Queste grandezze, prendono il nome di tensori (in questo caso di rango 2).
Possono esistere nelle forme:

e totalmente controvariante A*";
e totalmente covariante AW

e misto A#
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La traccia del tensore ¢ la somma degli elementi diagonali Tr(A) = Af, = Jf A*Y
che, si vede facilmente, € invariante di Lorentz. La traccia del tensore identita
é: Tr(d) = 4. Abbassando o alzando gli indici di § otteniamo il tensore
metrico di Minkowski, anche esso invariante. La sua traccia & Tr(n) = 2, il suo
determinante & det(n,,) = —1, in qualsiasi sistema di riferimento. Nel seguito,
indicheremo la metrica con la g"” perché, quanto affermato vale per quaunque
metrica in relativita, se non quando specificato.

L’ultimo tensore invariante é il tensore completamente antisimmetrico di
Levi-Civita €,,0, di rango 4. Tutte le componenti di tale tensore che presen-
tano almeno due indici uguali sono nulle, mentre quelle non nulle sono uguali
a 1 e cambiano di segno per permutazioni dispari tra due indici (es. 1234=-
2134—-1324—-1243=-4123—=+1423...); in particolare, ¢*?3 = 1. Il numero di
componenti indipendenti & 4!= 24 e €,,,,,,€*"*? = —24. 1l tensore di Levi-Civita
& uno pseudo-tensore perché le componenti cambiano segno se si cambia segno
ad un numero dispari di coordinate.

Per un tensore antisimmetrico A*", si definisce uno pseudo-tensore duale

ATV = P74 5, di modo che il prodotto A}, A" ¢ uno pseudo-scalare.

10.6.2 Trasformazioni di Lorentz nello spazio 4-dimensionale

In forma matriciale, possiamo scrivere le 4 equazioni delle trasformazioni di
Lorentz:

't = Aa¥

Affinché la matrice di trasformazione A# conservi il prodotto scalare, deve essere
Gz’ = g,exPx? Sostituendo nelle equazioni delle trasformazioni di Lorentz,
si ha

GuApAZ2P 2 = gpoaPa? = (AT)ZgWAZx"x” = gpox’a’
Dal confronto, si scrive ’equazione:
(A")” 9wy = Gpo (10.16)

Proviamo a verificarlo esplicitamente per un boost lungo x:

Yy =B 00
A= 736 g (1) 8 = AT (10.17)
0 0 01
y =8 0 0
Gy = 70ﬂ 07 _01 8 (10.18)
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H v
ATpg#,,AU*
v =B 0 0 vy =B 0 0
- v 0 0| — 0 0]_
0 0 1 0 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 0 -1
7251 BZ) —vzb’+7225 0 0
| B +B (1 =p%) 0 0
= 0 0 1o (10.19)
0 0 0 -1

che, visto che 42 = (1 — 52)~!, dimostra la 10.16.
Visto che det(g) = det(ATgA) = —1 allora det(A)? = 1, ergo, detA = +1.
La trasformazione di Lorentz é detta propria nel caso positivo.

10.7 Operatori differenziali

Come si comporta ’operatore di derivazione rispetto alle trasformazioni di Lo-
rentz? In generale, gli operatori di derivazione rispetto alle coordinate z® vanno
considerati come componenti covarianti di un operatore quadrivettoriale:

d 0 Oxj

g :%:axgaxa

_ 9B ' _ 9B
=070% 3 =07 AG
D’altra parte, si ha

AL’ = AJAGa? = a7
Differenziando l'ultima uguaglianza, si ha

oz B )
ATda'™ = da™ = Ag:axi,a = =M = A=A,

Quindi anche 'operatore derivata si comporta come un quadrivettore. Inoltre,
se V & un generico vettore, allora la quantita d,V* ¢ uno scalare:

0
DV = g, 0"V = % —VV (10.20)

avendo definito:

Ot
L= c
ot = (—V) (10.21)
10)
0, = (Ct,v) (10.22)
Allora, il 4-Laplaciano coincide con il D’alambertiano:

9,0 = %af -VvZ=0 (10.23)
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10.8 Meccanica relativistica e principio di mini-
ma azione

Per studiare il moto delle particelle materiali, partiamo dal principio di minima
azione. Secondo tale principio, per ogni sistema meccanico esiste un integrale S,
detto azione, che & minimo per il moto effettivo, e la cui variazione 4S5 é conse-
guentemente nulla. Definiamo l'integrale d’azione per una particella materiale
libera, non soggetta, cioé, all’azione di forze esterne. E opportuno notare che
tale integrale non deve dipendere dalla scelta del sistema di riferimento, ovvero
deve essere invariante rispetto alle trasformazioni di Lorentz. Dunque, esso non
pud che essere che l'integrale di uno scalare, con funzione integranda differen-
ziale del primo ordine. Il solo scalare di questo tipo che si pud formare per una
particella materiale libera é proporzionale all’intervallo ds, per cui ’azione per
una particella libera & data da:

b
S = —a/ ds (10.24)

esteso ad una linea d’universo compresa stra a e b. L’integrale ha un massimo
quando la linea d’universo é dritta, infatti deve valere 0 quando é lungo una
linea chiusa, che é curva per definizione, mentre un orologio in quiete ha segna
un tempo ¢t = 1/c¢ f ds sempre maggiore di uno in moto. Se non ci fosse il segno
- davanti alla costante positiva «, I’azione non potrebbe avere un minimo. Si
ricordi, inoltre, che ’azione puo esprimersi anche come integrale nel tempo della

lagrangiana
ta
S = / Ldt
ty

Sostituendo nella 10.24 ds = cdt’ = cdt /7,

b ta
S:—oz/ ds=—acx/1—62/ dt
a t

1

da cui troviamo la lagrangiana per la particella libera £ = —acy/1 — 32 =
—av/c2 —v2. Per determinare la costante a calcoliamo il limite classico per
8 — 0 sviluppando in serie:

V2 U2 1 UQ
L= QCH —ac (1 - 202) = —ac+ ia?

Il primo termine della lagrangiana non dipende dalla velocita della particella, per
cui & una costante arbitraria. Uguagliando il termine dipendente dalla velocita
con 'espressione della lagrangiana classica di particella libera p?/2m, si ottiene
a = mc e:

L=-mc*\/1- = (10.25)
L’impulso lo ricaviamo dall’azione derivandola rispetto alla velocita:

oL

—2% mv
p = 87 = —mc2 (’2 =
2 2
voyfies iz

= myv (10.26)
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La forza agente sulla particella si ottiene come derivata temporale dell’impulso:

Per forze centrali, in cui F' L v, il modulo di v & costante, quindi il IT termine é
nullo e

F:m’ya

1l caso generale é pitt complicato:
Nel caso di forza parallela alla velocita:

m dv

(da verificare) L’energia si ricava dalla relazione Hamiltoniana:

. mc? 2, ¢ 2, 2 2 2
E=pg—L=myw-v+—=ym|v"+ :’ym(v +c —v):m*yc
Y v

(10.27)
Dalle 10.26 e 10.27, possiamo derivare una importante relazione:

o™

p=myv b
= — =
{5 = myc? &

Inoltre, la 10.27 ci dice che anche per v = 0, la una particella dotata di massa

ha un energia a riposo Eq = mc?.

Definiamo ora il quadrivettore:

o= (i,p) (10.28)

detto quadri-impulso; il modulo quadro di questo quadrivettore é:

v 52
P'pu = guptp” = ol m?y?v? = m2c?y%(1 — %) = m?c? (10.29)

Per una particella o un sistema in moto, nel sistema di riferimento solidale con il
centro di massa, siccome il modulo del quadrivettore ¢ invariante, (p°)? = m?c?
e quindi p°/c ¢ la massa invariante del sistema.

Infine, dalla 10.29:

52 2 2 2 2 2
2 =P + [p|® =m"c” + |p|

quindi, 'energia, o meglio I’Hamiltoniana é:

H = cy/m2c? + |p|? (10.30)
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10.9 Rappresentazione covariante delle equazioni
di Maxwell

Scriviamo la prima e la quarta equazione di Maxwell in forma locale Ricordando
che E=—-V® — A eche B=V x A si ha:

V-E=p/e
VXB:uJ—i—C%%—]f
sostituendo le espressioni per E e B:
oA
v (Vo i) = -
VXxVxA=V(V-A)-V?A=pJ - 19 (V<I>+%—’;‘)

c? ot
Nella prima equazione aggiungiamo e sottraiamo la quantita c%%%
10%9 2 OV -A 10%0 _
T - VP~ T —ﬁ
O2A ove
Che possiamo scrivere come:
o) 198\ _
00 -5 (V-A+552) =2 (10.31)
OA+V(V-A+ 592) = ped

che, se definiamo un quadrivettore:

AF = (i) (10.32)

possiamo scrivere in modo compatto, ricordando gli operatori di quadri-derivazione
10.22 e dividendo la prima equazione per ¢* = (eguo)~t: O®/c* —1/cdy/c(...) =
p/(c*€) = ppo che posso scrivere come : 9,0"A°/c — 1/cd° (D, A") = poJ°/c e
dunque, sommando le due equazioni:

8,0" A" — 918, A” = g J" (10.33)

dove abbiamo definito la quadricorrente:

JH = (?) (10.34)

L’espressione fra parentesi 10.31, ovvero 0, A", é nulla se ci si mette nel-
la gauge di Lorenz, sfruttando l'arbitratietd della scelta di A a meno di un
potenziale (vedi sez.9.3.2). Con questa scelta, la 10.33 diventa:

A" = pigJ" (10.35)

Ad ogni modo, se lasciamo nell’equazione 10.33, il termine nullo della condizione
di Lorentz, possiamo raccogliere una derivazione e scrivere:

0y (0" A¥ — M AY) = poJ" & 0, FH = poJ* (10.36)
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che definisce il tensore antisimmetrico campo elettromagnetico
FHY = 9V A¥ — 9F A (10.37)

Possiamo verificare che:

8t + 8:171

FO— "4 — ' A° =1/c (aA 8‘1)) -

c

e, analogamente:
FI=0lA"—9'Al = —(V x A = —By,

In definitiva:

0 E./c E,/c E./c
—E./c 0 -B, B,
-E,/c B, 0 —B,
-E./¢c -B, B, 0

PR = (10.38)

Si puo verificare che la II e la III equazioni di Maxwell (paragrafo 9.3.2), si
possono raccogliere nell’espressione:

8O¢F/37 + 3/3F»Ya + 87Faﬁ =0 (10.39)

10.10 Particella carica in moto in un campo EM

L’azione di una particella in moto in un campo elettromagnetico é composta di
due termini: l'azione della particella libera, descritta nel paragrafo 10.8, e un
termine che descrive l'interazione della particella con il campo. Quest’ultimo
deve contenere sia le grandezze che caratterizzano la particella, sia quelle che
caratterizzano il campo. Le proprieta della particella sono definite, per quanto
concerne la sua interazione con il campo elettromagnetico, da un solo parametro,
ovvero dalla carica e della particella. Le proprietd del campo sono, invece,
caratterizzate dal quadripotenziale A,, le cui componenti sono funzioni delle
coordinate e del tempo. Queste grandezze compaiono nell’azione tramite un
termine di interazione che deve essere invariante. Classicamente: L;,; = T —e®,
quindi affinché £;,,;dt sia invariante, visto che dt’ = vdt, dovra essere invariante
Linty- Ora, v = £/(mc?) quindi, —e®E/(mc?) = —ep®Ag/m (usando la 10.28 e
la 10.32); generalizzando, possiamo scrivere: L,y = —SplA, = yul4,

b
Sint = —e/ A, dxt (10.40)
quindi, I'azione complessiva per una particella in moto nel C.E.M.é:
b
S = / (—me ds — eA,dx)

Tenuto conto che ds = \/(cdt)? — (dr)? = cdt\/1 —u?/c? = mc/vye A, dat =

Agda® — Aydr' = Ledt — A2 dt

to 2
S:—/ (—m—eq)—i—eA-u)dt
t Y
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quindi la Lagrangiana di una particella in moto in un campo elettromagnetico
e:

L=—-mc*\/1—-u2/c® —ed+ecA u (10.41)

L’impulso generalizzato P si ottiene derivando la lagrangiana rispetto alla

velocita. or
P:—:&—i—eA:p—i—eA (10.42)

Ou u?
Vi-o
L’Hamiltoniana, dalla relazione H =P -u — L:

2
H=(p+eA) u-— (—mvc—e(1>+eA~u) =Hp +ed

dove Hy, é la lagrangiana di particella libera 10.27, quindi:

2
H=——— +cd (10.43)

_ u?
C2

Allora, se la relazione tra H e P deve essere la stessa che nel caso di particella
libera lega H e p

Hi = cy/p2 + m2c? = H*G@:C\/|P*6A|2+m202

Per velocita piccole rispetto a c, la 10.41 si pud scrivere

2
Ez%feQWLeAWf (10.44)

e, con le medesime approssimazioni, I’Hamiltoniana:
1 2
H~ed+ —|P—ecAl
2m

Inoltre, applicando '’equazione di Eulero — Lagrange, a partire dalla scrittura
della funzione hamiltoniana, si puo ricavare ’espressione della forza di Lorentz.
Infatti I’equazione di Eulero — Lagrange, come noto, &

doc_oc
dtov  0Ox
tenuto conto della 10.44, e dell’identita:
V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+BxVxA+AxV xB

calcoliamo le derivate della lagrangiana:

g—i = —eVP+eV(Av) = —eVP+e[(A-VIv+ (v-V)A+ v X VX A+ AxV X
Se v & costante, le sue derivate sono nulle:
oL

a—:—evfb+e[(v'V)A+vXVxA}:76V<I>+e(v~V)A+ev><B
X
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In cui riconosciamo la forza di Lorenz: ev x B. Il primo termine é

doL d
Hov  di (pL +€A)
Uguagliando i due membri:
dpL o 0A
palaialay e —eVP +e(v-V)A+evx B

e scrivendo la derivata totale temporale come: 22 = 2& 4 (v - V) A otteniamo:

Fz—e(ci;?—i—V(I))—i—eva:—eE—i—eva

Che ¢ la forza totale che agisce su una particella carica in moto con velocita
costante in presenza di campi elettrici e magnetici.
Alla stessa conclusione si giunge dal principio di minima azione:

b b
0S8 = 5/ (—meds — eA,dat) = —/ (mc dds + eA,, ddzt + edA,dx") =0
visto che ds = (dz,,dz")/? allora § ds = 1/2ds™! - 2z+5dxH:

b H
55 = — / <mcdxquf + eA,ddat + edAde“> =0
u ds

dz™u
ds ?

Definita la velocita u# =
b
08 = / (mecu,ddat + eA,ddz" + edA,dxt) =0

Ora possiamo integrare per parti i primi due termini, tenendo conto che ddz,, =
doz,,:

b b b
08 = —mcu,dz" —|—/ medxt du, — eA, oz —|—/ edztdA, —/ edA,dzt =0

Raccogliendo i termini integrali e quelli integrati:

b
58 = / (mcdztdu, + edz'dA,, — edA,dz") — (meuy, + eA,) 02t|) =0
a

Il secondo termine di quest’ultima espressione é nullo, perché la variazione é
fatta cpn le coordinate fisse agli estremi, quindi dz*|% = 0, quindi:

b
5S = / (mcdatdu, + edatdA, — ed A, dxt)

Tenuto conto che:

= P g, Oy
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b
04, 0A, N B
55:/{1 [mcdu#—l—e(axy - 8x“>d$ ]6:5“_0

dove, nella somma fra parentesi, abbiamo potuto scambiare gli indici y e v,
perché sono saturati, e riconosciamo il tensore campo elettromagnetico: F,, .

Infine, espandendo du, = ‘%“ds e dz* = utds e tenendo conto dell’arbitrarieta
degli estremi di integrazione:

mcdu“—e<aAu—aA“>u”=0

ds ox+  OxV
OVVero: J
mc% =eF,u” (10.45)

che ¢é ’equazione del moto di una particella di massa m e carica e in un campo
E.M., in forma 4-dimensionale.

10.11 Trasformazioni di Lorentz del campo EM

11 tensore campo E.M.; si trasforma con la regola generale per i tensori come:
= ACAZE??

Specializziamo la trasformazione per un esempio pratico, come un boost lungo
r3. Quindi, per esteso:

¥y 00 —pB
0 1.0 0

A=l 0 01 o (10.46)
-8 0 0 v

Prendiamo gli indici 0 e 1, dalla 10.38: F°' = E, /c, allora, la trasformazione é:
F' = Bl Je = AJALF??
Dobbiamo esplicitare la somma con p e o che vanno da 0 a 3:
ElJc= AN FP? = AJATF™' + ASATF?! =~ (B, /c — BBy) (10.47)
Analogamente per le altre due componenti, si ottiene:
E,/c=ANZF” = AJASF? + AJASF? =y (B, /c+ BB,)  (10.48)
ElJc=AIASFP? = AJASF® = AGASF® + ASAJF? = E./c  (10.49)

In generale, si puo dimostrare che, scomponendo i vettori dei due campi lungo
la direzione parallela a quella della velocita v ed ortogonale a quest’ultima, si
ha

E,=E, E, =+(E,+vxB) (10.50)
B,=B, B, =7(B.+%xE) (10.51)

dove risulta chiaro che il campo magnetico trasverso puo essere prodotto da una
particella carica (che genera il campo) in moto anche in assenza di un campo
magnetico iniziale.



Capitolo 11

Teoria della Relativita
Generale

La Teoria della Relativita Generale fu formulata da Einstein nel 1916. Essa si
basa sul principio di equivalenza della gravitazione e quello di inerzia (nella rela-
zione tra campo gravitazionale e geometria dello spazio — tempo) e sul principio
di covarianza generale.

Il linguaggio della Teoria della Relativita é quello dell’analisi tensoriale e
della geometria differenziale.

I punti cardine di tale teoria sono i seguenti.

1. La teoria Newtoniana non é piu adatta a descrivere il campo gravitazio-
nale.

2. Abbiamo necessita dei tensori per descrivere il campo gravitazionale. Inol-
tre & necessario introdurre i concetti di varietd, metrica, connessioni affini
e altri enti geometrici.

3. Definire il ruolo del principio di equivalenza in tale trattazione.

11.1 Campo gravitazionale in meccanica non re-
lativistica

La teoria newtoniana della gravita venne pubblicata nel 1685. I capisaldi di tale
teoria, come noto, sono:

1. La legge di Newton

F = mra
dove my rappresenta la massa inerziale.

2. La legge di gravita di Newton

Fg =mgg

169



170 CAPITOLO 11. TEORIA DELLA RELATIVITA GENERALE

In tale relazione, m¢ rappresenta la massa gravitazionale, mentre ’accele-
razione gravitazionale & data dalla legge di gravitazione universale

g GriMai gr_ri) (11.1)
|r—r;|

Se la forza cui é soggetto il corpo € la stessa, allora possiamo scrivere

(mG>
mra=mgg = a= g
my

I campi gravitazionali sono caratterizzati dal fatto che tutti i corpi, indipenden-
temente dalla massa, si muovono allo stesso modo, a parita di condizioni iniziali.
La forza di gravita, dunque, si distingue da tutte le altre forze, ad esempio quella
elettromagnetica, che pud agire o meno su una particella in funzione del suo rap-
porto carica/massa. Tale proprieta esclusiva dei campi gravitazionali permette
di stabilire un’analogia tra il moto dei corpi in un campo gravitazionale e il moto
dei corpi che non si trovano in un campo esterno, ma che sono riferiti ad un
sistema di riferimento non inerziale. In altri termini, un sistema di riferimento
non inerziale é equivalente ad un campo gravitazionale. Tale affermazione porta
al cosiddetto principio di equivalenza. Tale principio esiste in due forme:

e forma forte afferma che, in un campo gravitazionale qualsiasi, & sempre
possibile scegliere un sistema di riferimento, nell’intorno di ogni punto,
dove gli effetti dell’accelerazione dovuti al campo gravitazionale sono nulli;

e forma debole afferma solo ’equivalenza della massa inerziale e la massa
gravitazionale, ovvero si riferisce solo ai corpi in moto libero

Di fatto, tutti gli esperimenti condotti sinora confermano tale principio di
equivalenza tra massa inerziale e gravitazionale.

Consideriamo, per esempio, il moto di una particella non relativistica che
procede di moto rettilineo uniformemente accelerato, ad esempio in caduta libe-
ra. Per il principio di equivalenza, tale particella pud essere immaginata in un
sistema, di riferimento uniformemente accelerato, per cui le equazioni del moto
si scrivono

d*x
mr—5 = Feot = mag + »_ Fi
dt k

Lo stesso sistema, ora, lo guardiamo da un ascensore in caduta libera nello
stesso campo gravitazionale, per cui il cambio di coordinate da effettuarsi & il
seguente:

x/:xf%th
t =t

La nuova equazione del moto & la seguente:

d?x’
mr| a8 =mag+ » Fu
K
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Nell’ipotesi in cui massa inerziale e gravitazionale coincidano, allora:
’
d*x
m; =mg = mi—s = E Fyx
dt .

Come ci si aspettava, 1’osservatore nell’ascensore in caduta libera nel campo
non risente degli effetti del campo stesso.

Tuttavia, mentre il principio di equivalenza va bene localmente, nel caso
di sistemi non inerziali vi é una sostanziale differenza per quanto riguarda il
comportamento all’infinito. Infatti, ad una distanza infinita dai corpi che lo
generano, il campo gravitazionale reale tende a zero, mentre i campi equivalenti
ai sistemi non inerziali crescono illimitatamente all’infinito o, al piu, tendono ad
un valore asintotico finito non necessariamente nullo. Si pensi, ad esempio, al
caso delle forze centrifughe che nascono da un sistema di riferimento rotante, e
che tendono all’infinito al crescere della distanza dall’asse di rotazione.

11.2 Campo gravitazionale in meccanica relativi-
stica

La proprieta fondamentale dei campi gravitazionali, e cioé che tutti i corpi si
muovono in essi nello stesso modo, resta valida anche in meccanica relativistica.
Rimane, di conseguenza, anche ’analogia tra i campi gravitazionali e i sistemi
di riferimento non inerziali In un sistema di riferimento inerziale di coordinate
cartesiane, l'intervallo infinitesimo é determinato dalla solita relazione

ds* = Adt* — da® — dy? — dz?
Nel passaggio ad un sistema di riferimento non inerziale, ds® non & piu
esprimibile tramite i quadrati dei differenziali delle coordinate. Per esempio, se

si passa ad un sistema di coordinate in rotazione uniforme, detta €2 la velocita
angolare di rotazione diretta lungo ’asse z, si ha:

t 1 0 0 0 t/
x| |0 cost —sinQ2t O x!
y|l |0 sinQt cosQt 0 y
z 0 0 0 1 2!

considerando i differenziali per dx e dy:

dr = dz’ cos Qt — x'Qsin Qtdt — dy’ sin Qt — Qy’ cos Qtdt
dy = dx’ sin Qt + 2'Q cos Qt + dy’ cos Qt — ¢/ QU sin Qtdt
per t piccoli, sin Qt = Qt Qtdt = O(2) = 0, cos Qt = 1 quindi,

dr = da' — dy'Qt — Qy'dt
dy = dz'Qt + 2'Qdt + dy/’

sicché, detta € la matrice di rotazione differenziale e 1) la metrica di Minkowski:
3
ds* = > nuf Y, datda™ =

m
iklm=0

= [? — Q%(2"? + y/*)]dt? — d2"* + Qy/da’dt — Qx'dy' dt
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che, come si vede, qualunque sia la trasformazione del tempo, contiene termini
non diagonali, e dunque suggeisce una metrica generica g,, che, in questo caso
e QTnQ.

Dato il principio di equivalenza, risulta logico affermare che 'informazione sul-
I’accelerazione, o sul campo gravitazionale € tutta contenuta nel tensore metrico
guv- Osserviamo, ancora, che un campo gravitazionale reale non puo essere eli-
minato ovunque con alcuna trasformazione delle coordinate. In altri termini,
non esiste alcuna trasformazione di coordinate che, in presenza del campo gra-
vitazionale reale, possa rendere il tensore metrico g,, di forma galileiana 7,
contemporaneamente in tutto lo spazio-tempo.

E attribuito ad Einstein un esperimento mentale (Gedankenexperiment): vo-
gliamo misurare il rapporto tra la circonferenza C ed il raggio R di una giostra
in rotazione molto veloce con un righello lungo ¢y. Il raggio é sempre perpen-
dicolare al moto, quindi non risente di effetti relativistici e la sua lunghezza
risulta la stessa che in quiete. Per misurare la circonferenza, il righello é sempre
parallelo alla velocita, quindi subird una contrazione tale che ¢ = £g/1 — 32.
Dunque, la lunghezza della circonferenzam misurata con il righello, sard mag-
giore che nella giostra in quiete e dunque il rapporto C'/R # 2, sicché lo spazio
é curvo (¢ iperbolico in questo caso).

11.3 Moto libero in un sistema di riferimento qual-
siasi

Per una particella di massa m in moto libero: F = 0 = ma, quindi, in 4

dimensioni:
dzt

a2

trasformiamo le coordinate in un sistema z'# dipendente da z*:

dz? B i ox' 02| 2a'* dxH . dz'®  d2zt dz'P _0
dt2  dt |9z’ ot | dt2 Ox'@ dt dx'edz’ dt
Moltiplicando tutto per 9,z
A2z’ Ozt Oz’ dx'® Oz’ Ozt 2z’ . ox’ 9%zt dx'™ da'P

A2 90 9o T dt 9wk 9zt a2 o Pur 9wedn® dt dt

oxz* oz’ _ 9z’ __ . . .. .
essendo B Hen = fam = 07. Dunque, raccogliendo i termini con le derivate

prime rispetto a t:

2 .1 Iy 2 .10 lo 18
d*x |:({9$ 0“x }dx dx _o (11.2)

dt? Ozt Ox'*0x'8 | dt dt

che descrve il moto libero in uno spazio curvo, ovvero lungo una geodetica
dello spazio considerato. L’espressione fra parentesi quadre, prende il nome di
connessione affine e viene indicata con il simbolo di Christoffel I'7 5- Va notato
che, il ragionamento svolto fin qui con le derivate temporali, puo essere effettuato
minimizzando ’azione di particella libera S = % J ds lungo una curva nello
spazio-tempo caratterizzata da un parametro o, dunque la generica geodetica
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che ¢ la curva che minimizza ’azione in uno spazio curvo é:
d?z" dz'® dz'P
- 4+ o= "
do? B do do
Le I') 5> rappresentano il campo gravitazionale e la 11.2 é ’equivalente di a +
GM/R? = 0 di Newton.

(11.3)

11.4 Intervalli temporali e distanze

Vogliamo determinare, a partire da valori misurati delle grandezze in un sistema
di riferimento 2%, !, 22, 23, le distanze e gli intervalli di tempo reali. Sia 7 il
tempo reale e consideriamo due eventi infinitamente vicini, ma che avvengono
nello stesso punto dello spazio. L’intervallo tra questi due eventi sicuramente

puod essere espresso come:
ds® = ?dr? = g, dx"dx”

Ponendo nell’ultima espressione dx! = dx? = dx® = 0, allora si ricava il tempo
proprio come:

1

1
ds? = 2dr? = goo (dXO)2 = dr = E./goodxo = 7= p / ,/goodxo

Questa ¢& l’espressione del tempo reale (o proprio) in funzione della coordinata
2. Si osservi che, dovendo essere sempre positivo e reale il tempo proprio, si ha:
goo > 0. Tale condizione é strettamente necessaria, quindi, per la corrispondenza
tra un campo gravitazionale reale al tensore metrico g,,, di uno spazio — tempo
reale. A tale scopo, gioca un ruolo decisivo, inoltre, anche la scelta della giusta
segnatura.

Per quanto riguarda, invece, ’elemento dL di distanza spaziale, ricordiamo
che in relativita ristretta é possibile definire tale lunghezza come l'intervallo tra
due eventi infinitamente vicini che si verifichino nello stesso istante. In relativita
generale, non é possibile porre banalmente dz® = 0 nell’espressione del ds, in
quanto, come visto, il tempo proprio in un campo é legato alla coordinata stessa
da una relazione che cambia punto per punto. Allora, per determinare dL, si
procede come segue. Supponiamo che un segnale luminoso venga emesso da un
punto B dello spazio (di coordinate z* + dx®)mverso un punto infinitamente
vicino A (di coordinate 2®) e riflesso immediatamente lungo lo stesso cammino,
cosi come si vede nella Fig. 11.1

1l tempo (misurato nel punto B) necessario perché avvenga 'intero processo
é evidentemente il doppio del rapporto tra la distanza tra i due punti e ¢, ovvero
%. Scriviamo, ora, I'intervallo mettendo in evidenza le coordinate spaziali e la
coordinata temporale:

d82 = gmndxmdx" + 290de0de + 900 (dXO)2

In tale scrittura, gli indici assumono valori da 1, 2 e 3 (in tal modo é stata
esplicitata la coordinata temporale z°. L’intervallo tra due eventi corrispondenti
alla partenza e all’arrivo del segnale da un punto all’altro é nullo, per cui

ds’ =0 = grmpdx™dx" + 2¢0mdx’dx™ + goo (dxo)2 =0
900 (dxo)2 + 200mdx™dx? 4 grndx™dx" =0
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Figura 11.1: Schema della misura della distanza

quindi:

A0 —gomdx"™ £ \/(gomYon — gmngoo) dx"dx"
goo
Le due soluzioni temporali corrispondono alla propagazione del segnale nelle due
direzioni. Se x° é Iistante d’arrivo del segnale in A, allora gli istanti della sua
partenza in B e del suo ritorno in B saranno rispettivamente quelli col segno
negativo e positivo. Quindi Uintervallo di tempo totale tra ’emissione ed il
ritorno vale la differenza dei tempi, ovvero:

(11.4)

2\/(90mgOn - gmngOO) dean
goo

dx%® — gx%M =

(11.5)

L’intervallo di tempo reale, ovvero il tempo proprio, si ottiene, come visto,
v/ 900
c

moltiplicando per il fattore ¥==:
1 0
dr = —\/goodx =
c

_1 24/(90m gon—gmngoo)
= <V goo 900 =

_ %\/ (90mg\0/%9mn900) (11.6)

Siccome L = cdr/2, sostituendo la 11.6, otteniamo:

cdr \/(QOmQOn - ganOO) dean

dL = — = =
2 V900
_ \/(gOmQOn . gmn) dean
goo
e quindi:
L’ = <gOmgon - gm#) dx™dx" = ypndxdx" (11.7)
goo

in cui v, € il tensore metrico tridimensionale che definisce la metrica, ovvero
le proprieta geometriche dello spazio. Bisogna, pero, tenere presente che, in
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generale, le g,,, dipendono da z°, per cui anche la metrica spaziale varia nel
tempo. Per tale ragione, ha senso integrare ’espressione di dL solo in caso di
indipendenza dei tensori dal tempo, ovvero per campi statici.

Passiamo, ora, alla definizione della nozione di simultaneita in relativita ge-
nerale. Vediamo, quindi, se é possibile sincronizzare gli orologi che si trovano
in punti differenti dello spazio. Una tale sincronizzazione deve evidentemente
essere realizzata con uno scambio di segnali luminosi tra due punti. Consideria-
mo nuovamente la propagazione, come appena visto, di un segnale da un punto
A ad un punto B infinitamente vicini. Consideriamo simultaneo con A 'indica-
zione dell’orologio in B tra l'istante di partenza e quello di ritorno del segnale,
ovvero

2+ da® =20 + —dXO(Q) + = 20 — o gyom
2 900

Tale relazione permette di sincronizzare gli orologi in qualsiasi volume infini-
tesimo dello spazio. E possibile, dunque, sincronizzare gli orologi lungo una
qualsiasi linea non chiusa. Lungo un contorno chiuso, invece, tale sincronizza-
zione é impossibile, in quanto, nel descrivere il contorno e ritornando al punto
di partenza, si ottiene per Az? un valore diverso da zero. Si noti che, mentre in
relativita ristretta lo scorrere del tempo é diverso per gli orologi in moto relativo
tra loro, in relativita generale il tempo scorre diversamente anche nei punti dello
spazio di uno stesso sistema di riferimento.

11.5 Moto di una particella in un campo gravi-
tazionale

Nel caso limite di velocita piccole, le equazioni relativistiche del moto di una

particella in un campo gravitazionale devono ridursi alle rispettive equazioni

non relativistiche. Bisogna, inoltre, tener presente che, se le velocita si sup-

pongono piccole, segue anche la condizione di campo gravitazionale debole. In

caso contrario, infatti, la particella che in esso si trova acquisirebbe una grande
velocita. Scriviamo, in tali ipotesi, la lagrangiana nella forma

1
L=—-mc*+ gmv2 —mep

Tale espressione assicura che la lagrangiana non relativistica in assenza di campo

1
L=—mc+ 5mv2

sia esattamente quella alla quale si riduce la lagrangiana relativistica nel caso

di piccole velocita:
2 v?
L=-mc\1-—
c

L’azione non relativistica S per una particella in un campo gravitazionale assu-
me, dunque, la forma

2
S:/Edt:—mc/(c—v+¢)dt:—mc/ds
2c ¢

Dal confronto si ricava:
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C

2
ds = (chr(p)dt = ds’ = <02+v+¢v2w+2¢)dt2
2c c c c
e, trascurando i termini in 1/c%:
ds® ~ (02 —v? 4 2@) dt* = (02 + 2@) dt* — dr?

D’altra parte ds? = ggo (dxo)2 + Grrndx™dx™ + 2¢0mdx’dx™, che, con la stessa

. . . . 2
approssimazione possiamo scrivere come ds?ggg (dxo) — dr?. Confrontato con

quanto scritto sopra, da:
2¢
goo = |1+ 2

="
r

Il potenziale Newtoniano é:

quindi, per campi deboli e velocita non relativistiche:

goo = (1 + 2GM> (11.8)

2 2

11.5.1 Campo gravitazionale costante: il problema del GPS

Un campo gravitazionale é detto costante se € possibile scegliere un sistema di
riferimento tale che tutte le componenti del tensore metrico non dipendano dal-
la coordinata temporale z°, che viene, quindi, chiamata tempo universale. La
scelta del tempo universale non é univoca. Ad esempio, quando si aggiunge ad
2% una funzione arbitraria delle coordinate spaziali, anche in tal caso tutte le
componenti del tensore metrico non contengono la coordinata x°. Inoltre é an-
che evidente che il tempo universale puo essere definito a meno di una costante
moltiplicativa arbitraria, rendendo altrettanto arbitraria la sua scelta dell’u-
nita di misura. E necessaria, per generare un campo gravitazionale costante,
la presenza di un solo corpo, in quanto la mutua attrazione gravitazionale tra
pill corpi genera un moto, incompatibile con 'ipotesi di campo costante. Se il
corpo che crea il campo é immobile, tale campo ¢ detto statico, poiché tutte
le componenti go, del tensore metrico sono nulle e le due direzioni del tempo
sono equivalenti. La condizione di immobilita del corpo é sufficiente, ma non
necessaria per la costanza del campo. Di fatto sono tali anche i campi generati
da un corpo a simmetria assiale che ruoti uniformemente attorno al proprio asse
di simmetria. In tal caso, perd, i due sensi del tempo non son pitl equivalenti,
in quanto, invertendo il tempo, cambia anche il segno della velocita angolare
di rotazione del corpo. Tale proprietd é caratteristica dei campo stazionari. Il
significato del tempo universale in un campo gravitazionale costante é che I'in-
tervallo di tale tempo tra due eventi in un punto coincide con quello tra qualsiasi
altri due eventi in ogni altro punto dello spazio, rispettivamente simultanei con
i primi due aventi. Detto cid, é possibile integrare analiticamente 1’espressione
del tempo proprio in funzione del tempo universale:

1 1
T = E/\/goodxo = T = ; gool'o (119)
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Per campi deboli e velocitd non relativistiche, dove vale la 11.8, possiamo
sviluppare la radice in termini di ¢/c?:

/ 20 ¥ 1 PN ,.0

Quindi il tempo proprio trascorre pitl lentamente quanto pit € piccolo il poten-
ziale gravitazionale nel punto dello spazio, ovvero quanto piu € grande il suo
valore assoluto (il potenziale in questione é negativo). Per avere un’idea del-
lordine di grandezza delle correzioni da applicare agli orologi sui satelliti GPS,
che orbitano a 20000 km dalla superficie, a causa della diversa intensita del
potenziale rispetto a terra La differenza di tempo proprio &

M

rc?

AT =-G

quindi l'orologio a terra segnera un tempo

nei(ie e
r1c€

mentre, quello su satellite:

M
= 1— _—
2 ”‘( G(n+R)62)

In conclusione
to—t1 GM < 1 1 > M R

- c=(— ===
t A \(ri+R) n cry (r; + R)

I valori da usare sono:

G=6.67-10" kg tm™3s72
M =5.97-10%*kg c=3-10%n-s7"!
r = 6.3-105m; R=2-107

Risulta to — t; = 5.34. - 10710 s/s, che moltiplicati per 86400 s/giorno, porte-
rebbero ad un errore di +464s ogni giorno degli orologi sui satelliti rispetto a
quelli, identici, a terra.

D’altra parte, il satellite viaggia a 11400 km /h rispetto al suolo. Dunque, se

I’orologio sul satellite segna to =t , ’orologio al suolo segna t; = \/L = 7t

1-82

ove
B = % = (11400 km/h /3600 s/h) /3 - 10° km/s = 1.33 - 107°

Quindi:

1
- =-89-107"" 5/s
t V1-(133-107)°

Questi, moltiplicati per 86400 s/giorno, danno: —7us al giorno. L’errore totale
degli orologi si satellite rispetto a quelli a terra &: At = 46 — 7 = 399i(’)‘fn0,
che corrisponderebbero ad un errore cumulato sulla misura della posizione di

11.7km
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11.6 Derivata covariante

Se consideriamo un vettore V espresso in termini di componenti V¢ per i rispet-
tivi versori €(o): V¥€(q), la sua derivata rispetto ad una coordinata ¢ ancora un
vettore? R

av BV"‘ Lo 0¢(a)

daP ~ 918 © b
Il primo pezzo é un vettore perché é una combinazione lineare di vettori della
base; il secondo vediamo come si trasforma. Possiamo sempre trovare un sistema

locale in cui le coordinate €,/ siano costanti, dunque:

é(a) = Aa é(a/) =
9éy [ OAY
oxP  \ 0z Ca

Dunque anche il secondo membro é una combinazione lineare di versori della
base, pertanto € un vettore. Se chiamiamo

%x(g) =T3¢0 (11.10)
allora; .
% = [E;VB €y + 1% seuV*" } (11.11)
scambiando gli indici saturati al II addendo:
definisce una derivazione covariante:
DgV® = (95V* +T};5VH) (11.12)

Un altro modo per arrivare alla derivazione covariante é il seguente.
Consideriamo lo scalare ¢; la sua derivata rispetto ad un parametro s é
anch’essa uno scalare:

_d¢ _ 0¢ Oz

v= ds — Ozt 9s
cioé un invariante per tutte le curve di parametro s passanti per un punto del
continuo x#. Il primo termine si trasforma come un tensore covariante 5 ‘ﬁ =V,
Se 1) é uno scalare, anche la sua derivata rispetto al parametro lo sara:

dy 0%¢p Oxt Oz  O¢ 0%zt

~ ds  Ozrdx” Os Os + Ozt Os2

Se assumiamo che il trasporto sia lungo la geodetica, vale la 11.3 quindi:

A2z B , dr'® dz'8

ds2 9P ds ds

ed infine, sostituendo e rinominando gli indici saturati:

2 a JpB

0x*dxP Pz ) ds ds

1o} v dz® dxP
L —— 11.1
(6 O‘Vﬂ O"gvl> ds ds ( 3)
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11.6.1 Relazione tra simboli di Christoffel e tensore me-
trico

Mostriamo ora che la derivata covariante del tensore metrico & nulla. In-
fatti DA* = g,,(DA") ma anche A" = g¢,, A" quindi DA* = Dg,, A" =
D(guv)A” + g DAY che ¢ compatibile con la precedente solo se D(g,,) = 0
c.v.d. Sviluppiamo la derivata covariante di un tensore, ricordando che un
tensore si comorta come il prodotto di due vettori:

D, AM™ & DyAPBY = (Dy A*)BY + A*(D,B")

dunque per un tensore covariante in cui la T ha un segno — (vedi 11.13)::

Ereale Ul Ay =T Aur

Se A, = gu,la derivata covariante ¢ nulla. Quindi, permutando gli indici,
possiamo scrivere

Gy

- 7 g, 11.14
Ox° + volu ( )
OGvs -7
Ot - Fuugﬂf + (1115)
aga’l" T T
o L ogrn+ T gor (11.16)

Facendo (11.14) - (11.15) +(11.16), otteniamo:

6guu agya agau
_ =217 g,
0x° oxH + oxY voJu

Ed, infine:

1 O R
. ==g"" £ - b 11.1
ve = 39 (63&‘7 oxt i oxv (11.17)

Come ci si aspettava, le connessioni affini sono funzioni delle derivate prime del
tensore metrico.

11.7 Curvatura e tensore di Riemann

Ricordiamo che, se z# = z* (s) é I’equazione parametrica di una curva (s ¢ la
lunghezza dell’arco misurata a partire da un punto dato), allora u# = % ¢
il vettore tangente alla curva. Se la curva considerata & una geodetica, allo-
ra lungo tale curva si ha Du* = 0. E fondamentale intuire che, in uno spazio
curvo, il trasporto parallelo da un punto ad un altro porta a risultati differenti
se viene effettuato lungo percorsi differenti. In particolare, trasportando il vet-
tore parallelamente a sé stesso lungo un contorno chiuso, il vettore finale non
coincide con quello iniziale. Per spiegare tale circostanza, consideriamo la figu-
ra 11.2. In essa é rappresentato uno spazio curvo bidimensionale, ovvero una
qualsiasi superficie curva. Tale superficie é delimitata dalle 3 linee geodetiche.
Trasportiamo parallelamente il vettore 1 lungo il contorno formato da queste
curve. Dopo il trasporto lungo la curva AB, il vettore 1, mantenendo sempre
costante l'angolo rispetto alla curva stessa, diventa 2 in B. Allo stesso modo
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3

[ ——

Figura 11.2: Trasporto parallelo lungo un percorso chiuso

trasportiamo il vettore 2 da B a C, trasformandosi in 3. Infine lo stesso da C
ritornando al punto di partenza A, diventando il vettore 1’, non coincidente col
vettore 1. Stabiliamo, ora, la formula che determini la variazione di un vettore
nel suo trasporto parallelo lungo una curva infinitesima chiusa. Tale variazione
pud esprimersi come:

AA, = j{ dA,
dove, seguendo [Landau teoria dei campi| DA, = dA, — dA4, = A" = (0, —
D,)Audz” = T, A,dx” prendendolo lungo la linea chiusa formata dai tre

segmenti.
0A, =17, Asdz” = AA, = %FZVAUda:”
Tenendo presente che la superficie delimitata dalla linea chiusa Af € consi-
derata una grandezza infinitesima, applicandoil teorema di Stokes generalizzato,

secondo cui (visto che la superficie racchiusa dalla curva df*” & antisimmetrica,
come si pud vedere percorrendola in senso inverso)

%Audx“ = %dfﬁw = %/ (8‘4” - %) dftv (11.18)

ox? oxH ox?

possiamo scrivere:

o v 1 9 (FZVAU) 0 (FZAAU) Av
AA, = ]{ If Andx” = 2 | =5 | Af
1 [arg are, 9A 9A
— VA o M A e a o a A Av
2 {8:1:)‘ 7 Qxv 7 T ggh A 81:”] /
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Per semplificare tale scrittura, si puo fare un’approssimazione. In partico-
lare, si pud considerare che le componenti del vettore A, nei punti interni al
contorno infinitesimo siano determinate unicamente dai loro valori sul contorno
infinitesimo. Cio vuol dire considerare solo termini del primo ordine (ipotesi di
linearita), per cui vale la relazione:

04y
E

Sostituendo nelle relazioni precedenti, si ottiene

8FZV
oz

GFZA

e

1
AAH = § AO’ AO‘ + FZVFSAAO[ - FZ/\FgVAOC Afk’/ =

(11.19)

La quantita fra parentesi — R}, \ — prende il nome di Tensore di Riemann
o tensore di curvatura, perché, si pud mostrare che in 3 dimensioni & proporzio-
nale alla curvatura della superficie.

. . . _ A
Se passiamo dal tensore misto R}, al tensore covariante Ry p0 = gurR7,,

é possibile scrivere un’espressione per quest’ultimo in funzione delle connessioni
e delle loro espressioni in termini del tensore metrico:

Ruvpe = (000p9uo + 000 9up — 0005 9up — 0u0pguo) + QEW(FIE/;JFZO - FSUFZP)

(11.20)
Poniamoci in un sistema di riferimento localmente inerziale; Ii le vale I'equa-
zione geodetica 11.3 e D'accelerazione é nulla, il che implica che sono nulle le
connessioni affini. Dunque la 11.20 diventa:

Ruvpe = (0b0s9u0 + 0105 9vp — 0005 9up — 040pGuo) (11.21)

11.7.1 Proprieta del tensore di Riemann

Evidentemente, ¢ un tensore antisimmetrico per lo scambio di indici dispari:

R;LIJPO' = Rp(rp,l/ = (1122)
=—Ryupc = —Ruvop (11.23)

da cui si ricava la proprieta ciclica per lo scambio di tre posti:
R/J,Vpo’ + Ruo'yp + Rupo'y =0 (1124)

Dalla proprieta di antisimmetria rispetto allo scambio di indici attigui, deriva
che la contrazione di indici attigui da risultato nullo. Infatti

1
9" (Rul/po + Rvupa) =0

gMV R,uz/pcr = 9

quindi ha senso contrarre indici alternati.
Infine, si possono dimostrare le identitd di Bianchi:

R)\,u,yp;a' + R)\/_Lgy;p + R)\#pg;y =0 (1125)
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Infatti, in un sistema localmente inerziale, derivando la 11.21, otteniamo:
R)\;wp,a = ach)\,uup = (aaauapgAp - aoapa,ug)\u + aaapa)\g;w - 5'031/3/\9#;;)

Lo schema degli indici & Ry234,5 = g[(14, 235) — (13, 245) + (23, 145) — (24, 135)]
dunque, per i tre termini della 11.25:

[Auvp, o =] = (Av, ppo) + (pv, Apo) — (pp, Ave) +
[Auov,p =] (Av,pop) — (Ao, pvp) + — (uv, Aop) +
[Aupo,v =] (Ao, ppr) — + (up, Aov) — =0

Per contrazione, possiamo costruire un tensore di rango 2 — il tensore di Ricci
— ma solo contraendo gli indici pari o dispari, perché il tensore di Riemann &
antisimmetrico per lo scambio di indici adiacenti:

Ry = 9" Rppov = R}, (11.26)
Con la definizione 11.20:
R =0\T), =0, T+ T, TS, — 0T, (11.27)

simmetrico per lo scambio di indici. Lo scalare di Ricci corrispondente si ottiene
effettuando una nuova contrazione.

R=g"R,, (11.28)

11.8 1l tensore Energia-impulso

11.8.1 Variazioni dell’azione ed equazioni di Eulero-Lagrange

L’azione del campo ¢é definita dall’integrale sul 4-volume di una funzione L, tale
che

5= %/E(q, 0,q) d'

La funzione L é la densita di Lagrangiana. Il principio di minima azione impone
che la variazione di S sia nulla. Dunque, nell’ipotesi realistica in cui la variazione
commuti con l'integrale:

1
08 = f/éﬁ (q,0,q) d*r =
c

1 [(oc oL ’
=2 f (5 oo (g 0w

Il secondo termine dell’integrando pud essere scritto come:

oL oL
On (aauqéq ) 04 O (8(%(])
sostituendo:

1 [[oc oL oL .
5= [ (G = 2 (o) oo (gt ) o =0
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Il secondo termine dell’integrando, ¢ la divergenza di un quadri-vettore, che,
dopo "applicazione del teorema di Gauss, svanisce nell’integrazione su tutto lo
spazio. Il termine rimanente, ci fornisce le equazioni di Eulero-Lagrange

oL oL
9, (m) ~ 55 = (11.29)

11.8.2 1l tensore energia-impulso dal teorema di Noether

Consideriamo la variazone indotta da un cambiamento di coordinate: z'* =
zH + dx*, dunque:

_0L(q,0,9), [OL Bq | OL 9duq

oL oz, T {&]axu 99,4 836“] T

(11.30)

Sostituiamo nel primo termine la 11.29

oL oL 9% oL
oL = [a" (38,@) * 90, 35@&%} 02y = Oy (aayqa“q> oz

d’altra parte

oL
= —_— = lu‘
oL o, dx, = (680, L)ox,
sottraendo membro a membro le ultime due equazioni:
oL y
d, (8ayqa“q - 5M£> =0 (11.31)

Quindi c’é una quantita conservata

v oL v
TH = m@uq — 6H£ (1132)

che, vedremo, ¢é il tensore energia-impulso. Infatti, consideriamo l’integrale
sull’ipersuperficie a 20 costante di T}, (quindi fissato uno degli indici a 0)

0
/ T0ds"

Dalla conservazione del tensore deriva che, separando la parte spaziale e tem-
porale:

) /Tg av = /angn av = /T(’)” dSpm (11.33)
Ora,
oL
0 _ _— — 0 = Y — =
T, = aaoq(?oq WL=pj—L=E

Quindi, la 11.33 ci dice che la variazione dell’energia nel volume é pari al flusso di
Ty attraverso la superficie che racchiude il volume. Analogamente all’equazione
di continuita d;q = —0;J*, possiamo associare a q, T9 e a J > Ti e dunque

Pl = /Tg dv (11.34)
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Le altre combinazioni, possono essere scritte, sempre a partire da 9, T"" = 0,
che puo essere (anti-)simmetrizzata come

, (zT"P — 2" TH?) (11.35)

infatti: O,(zHT"°) = 04T P + 20, TH?, il secondo termine (e il IV) ¢ 0 per la
conservazione del tensore energia-impulso, il primo si annulla con il terzo. La
11.35, definisce un’altra quantitd conservata, che é il momento generalizzato:

M = [ (TP — g?Tre)dS, = [ (z"P¥ — 2V P")dV =
= [emrog, P, dV (11.36)

11.9 Le equazioni del campo gravitazionale

Consideriamo una particella in moto non relativistico (%f Lc=z i« ;EO) in
un campo debole e stazionario (i.e. d;z' = 0). Le equazioni geodetiche

02z . Oz dxP

BrF = TG oy

Pt _ o (00)°

or? 0\ or
Dall’espressione che definisce le FZB come funzione delle derivate del tensore
metrico:

si riducono a

1 TV al/G' oT
F‘Jg—zgw(ag _ %o % )

2 ox® ox™ oxv

troviamo che

1 HT (8970 agOO ago"') 1 T <2ag7’0 agOO)

oxY ox™ OxV

e, vista la stazionarieta del campo, dyg-o = 0, dunque:

29

]_—‘M = = —
00 9 0x0 ox™

L 79900
Y, = ——g" —=—— 11.37
00 29 0T ( )
L’approssimazione di campo debole si ottiene ponendo g, = My +huw; |hu| K
1. Per trovare il duale di h,,, ricordiamo che g,,,,g* = 07, e che gli indici di A,
si muovono con le 7, dunque: (nw + hyu) (M7 — hH7) = 69 + O(h?), sicché:
g"? = ("% — k7). In quest’approssimazione:

1 Ohgo
It = ——prr 2 11.38
00 9 orT ( )
e quindi ’equazione geodetica diventa:
2t 1 Bhgo (020
= ZphT - 11.39
7> 2T Bt ( or > ( )
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La geodetica puo essere scomposta nella parte spaziale e temporale:

8%zt 1 h 9z 2
or = —3Vhoo (W)

i 4 (11.40)
25 = Looheo (%)

Assumendo che il campo sia stazionario, dphgy = 0, quindi la seconda equazione

é nulla (e pud essere scritta come v/c = 0, che & una delle ipotesi). Nella prima

. 0 . .
possiamo assumere: aa% =1 quindi

2.1 1
%T”Z = —3Vho (11.41)

Ricordando che per un potenziale Newtoniano ¢ vale I’equazione di Poisson:

V20 = 4nGp

i

= —V, assieme alla 11.41:

e che ' = -VU = B;tﬁ

1 022’ ®
2V 0= o5 = hoo =23

e quindi
29
goo =1+ 5
c
sicché: 5
2 A2
\Y% goo = sz (0]
e, considerato che Tyy = pc?, assieme all’equazione di Poisson, troviamo:

V2900 = —a Too (11.42)

Quindi, per le equazioni di campo ci si aspetta qualcosa del tipo

G

G =~ Ty

Dobbiamo fare qualche ipotesi sul tensore G,
1. Deve trasformarsi come un tensore

2. deve essere lineare nelle derivate seconde e nei prodotti di due derivate
prime della metrica

3. deve essere simmetrico come T},
4. Deve conservare T}, i.e.T,,,, =0
5. Si deve ridurre a Goo = V2ggg in approssimazione di campo debole

Dobbiamo dunque costruire un tensore di rango 2, che leghi il tensore energia-
impulso alla curvatura e la cui divergenza covariante sia nulla. Per fare cio,
abbiamo a disposizione due tensori: il tensore di Ricci R, e lo scalare di Ricci
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moltiplicato per la metrica g, R. In generale potremo scirvere una combinazione

lineare dei due:
G/,Ll/ = ClR/,LV + CQgMVR

in cui le costanti possono essere determinate dalle 5 ipotesi di cui sopra. Ap-
plichiamo la conservazione dell’energia (ipotesi 4) D, G, = 0 tenendo conto
dell’identita di Bianchi:

R)\yup;a' + R)\pg-y;p + R)\lupg;y =0 (].].4:3)

Contraiamo la 11.43 sul primo e III indice del primo termine, ricordando le
simmetrie del tensore di Riemann:

A
v (RA/W/);J + R)\,ual/;p + R)\/chr;u
Av (

~— ~—

g
=g =

RMVP;U - R)\;wa;p + R)\#PUW
17
= Rupio — Ruoyp + R =

upo;v

o

contraendo anche gli altri due indici:

gHP (RNP?U - RP«U?P + R ) = RW - Rg;p - RZ’;V =0

uposv

dove il segno - all’ultimo termine viene dall’aver scambiato p con o per non
contrarre indici attigui del tensore di Riemann (che fa 0). In definitiva, siccome
RZ = guoR'Lw € R;o = R;VQZ = g'uyguoR;Ua :

R, =2R;, & (R’W - ;g’“’R> =0 (11.44)

Vv

che ci dice che ¢; = 1/2 ¢; e dunque:
v v 1 174
GM =¢; (R” — ig“ R) (11.45)

Rimane da determinare la costante c¢; che possiamo determinare imponendo
la condizione 5 in campo debole, ovvero quando |T;;| < |[Too| = |Gij| < |Gool-
Se poniamo quindi |G;;| = 0, cio implica R;; ~ %gin. Siccome

R = guR" = gooR” + gi; RY (11.46)

essendo in regime di campo debole g;; = n;; = R;; = in;;R. D’altra parte
dalla 11.46:

R = nooR™ + 1 (;77”3)
ora: 1;;n” = 3, quindi: R(1 —3/2) = R% ed in fine:
R= —2R" (11.47)
e ’equazione di campo per la componente 00 diventa:
G = 2¢; R" (11.48)
Cominciamo con lo scrivere Rog = g"” R,0,0 € riscriviamo la 11.21:

R)\;wa = auaug)\a - aua)\gua - acraug)\u + a)\acrg;w
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In un campo stazionario, in cui le derivate temporali si annullano, ponendo
p = o =0, rimane:
Rxovo = =010, 900

e quindi:
9" Ruov0 = Roo = —0" 0,900

o, anche, al primo ordine:
Roo = (&\ 50 — do Fé/\)

di nuovo, siccome Jy = 0 nel caso stazionario, rimane:

ROO = 8)\ FSO
Nel limite di campo debole:
1 .- 9900
TH — __ppm 222
00 2" ox™

quindi:
1 1
Rop = —0» 577’\737900 = —53,\3>‘goo

espandendo la quadridivergenza: 9\0* = 92 — V2, risulta:
1o
Roo = §V 900
Quindi, dalla 11.45 per u = v = 0 si ha:

1 1
GOO =C (ROO - 2900R> = 201R00 = 201 §V2g00
avendo tenuto conto della 11.48. Quindi perché la condizione 5 sia soddisfat-
ta deve essere ¢; = 1 ed in definitiva, ’equazione del campo gravitazionale
(equazioni di Einstein) é:

1 8rG
(R,u,u - QQ;WR> - C4 Tl“, (1149)

La forma alternativa, pud essere scritta moltiplicando a sinistra per g+”:

1 .. 8rG .,
R— 59“ g[l,l/R = C4 gN Tlll/
Ma g""g,,, = 4 dunque: —R = B’CTET e, sostituendo nelle equazioni di Einstein,
871G 1
p (T/_w - QQ;U/T) - Ruy (1150)

Le equazioni di Einstein NON sono lineari, quindi non vale il principio di so-
vrapposizione per i campi gravitazionali, che puo essere invocato solo per campi
deboli in una teoria linearizzata. Nel vuoto 7, = 0 quindi R,, = 0. Questo
non vuol dire in alcun modo che lo spazio-tempo nel vuoto sia piatto, perché

sia piatto c¢’é bisogno della condizione piu forte: Rf;l,p =0.
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11.10 Equazioni linearizzate
Consideriamo il caso in cui il tensore metrico differisca poco dal tensore piatto:
Juv = Ny + h;w (11.51)

con |h,,| < 1. Il tensore metrico & invariante per trasformazioni generiche del
tipo z# — 2'#(x) e la sua trasformazione &

P Oxf 0z°
Guw = Gy ) = G g 9o

Se specializziamo la trasformazione in z'# = a# 4+ ¢H(z), i.e. ot = 2/ — H(x),
allora:

g/ll,y = (55 - aﬂgp)(ag - avgg)gpﬂ =
= (607 — 070, + 6,087 ) (Npo + hipo) = (M + Ny,
Quindi,
Ry = hyw — (Oués — 00€,) (11.52)

nv

Possiamo calcolare il tensore di Ricci al primo odrine in h date le relazioni:
RZUA = (aA]‘—‘ZV - aVFZ)\) + (ng)\]'—‘zu - FZa S)\)

R#P = RZpa

ela 11.17

1 dg dg dg
[T — it pv _ OYvo op
ve = 99 ((’M" Ox# + ox”

che al primo ordine diventa:

R <8hw Ohyy 8hw)

2

o0x° oxH oxv

E evidente che i termini prodotti delle T, sono all’ordine O(h?), quindi rimane

solo:
R = (0\T, — 0,T) (11.53)

Sviluppiamo le derivate:
A L
NI, = Ox Py ?(Ouhwp + Ovhyp — Ophyn) | =

(aﬂa)\hﬁ + 3,,8)\}12 — Dhl“,) .

DO | =

similmente: I‘I/))\ = %n*p(aufup + Oahyup — Ophun)
0,1 = S (0,002 + 0,0 — By, 7
1/#)\—5(1/)\#"_ vUplt — up#>~
e, sostituendo: il tensore di Ricci al primo ordine &

1
R(O) == 5 [(%(%hf; + 8“3)\}13 - Dh/}.l/ - ap.ayh] (1154)

nv
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Possiamo usare la liberta di scegliere un sistema di coordinate per semplificare
I’ultima espressione. La scelta piti conveniente, ¢ la cosiddetta gauge di Lorentz
che realizza la condizione:
LT
g, =0 (11.55)

che é I’analogo della condizione di Lorentz per il potenziale vettore nel campo
elettromagnetico (9, A" = 0) La 11.55, al primo ordine diventa:

1
nl“j |:2(8#th - al/hplt - aﬁhﬂ”)n)\p] =
Lo
= (0" + 0" hy — *h)

I primi due termini sono uguali, dunque, la condizione di Lorentz é equivalente
all’espressione:

1 1
0"hyy — 5 0*hiy = 0" (hg - 2njh) =0 (11.56)
che annulla i termini oltre il d’Alambertiano nella 11.54. Dunque, la 11.50,
diventa: 160G
_ TG —
Ohy = _CTTW (11.57)
dove T/W =Ty — %gWT e l_z,w =hu — %g,wh é la perturbazione alla metrica

che realizza la condizione di Lorentz. L’eq 11.57, é I’analoga della 9.86 per il
campo elettromagnetico e si puo risolvere con la tecnica della funzione di Green
(cap. 9 ); il risultato & un potenziale ritardato:

Py (2,1) = g/T“”(X/’t_(X_Xl)/c) &z (11.58)

[x — x|

La conservazione dell’energia, ovvero del tensore energia-impulso, 9,7+ = 0
implica QLT# = %&,T, conseguentemente, per una sorgente contenuta in un
volume finito, 'integrale 11.58 soddisfa le condizioni armoniche di Lorentz. Alla
11.58, si pud aggiungere una qualsiasi soluzione dell’equazione omogenea:

Ohp =0
che rappresenta la propagazione del campo prodotto dalla sorgente nello spazio

con velocita pari a quella della luce.

11.10.1 Onde gravitazionali - approssimazione di onda pia-
na

Se consideriamo la trasformata di Fourier di h,,,:

hul/(x) = /Auyeikaxadx

in cui A,, é un tensore di polarizzazione simmetrico; l’equazione delle onde
diventa:
v ikax® __ v ikox® _
N 00" Ae = —nuk'k Aue =0

che ci dice che k, k" = 0 (che é la nota relazione di dispersione w = ck).



190 CAPITOLO 11. TEORIA DELLA RELATIVITA GENERALE

La condizione di Lorentz 9,,h*" = 0, si traduce in:
kadpht” =0 & k, A" =0

Ci dice che il vettore numero d’onda é ortogonale al piano di polarizzazione (tra-
verso) corrisponde a 4 condizioni (quindi, il numero di paramtri indipendenti,
da 10 passa a 6). Per un’onda progressiva che si propaga lungo x, hj,(t — z/c).
Per esteso possiamo scrivere:

Dbt = Bohl + B,h% = 0

, ma per un potenziale ritardato d,/c = —0;, quindi: 9;(h!, — h%) = 0, che puo
essere integrata e si possono porre a 0 le costanti di integrazione.

hi =hf hi =h2
hi, =hi Rt =hi (11.59)

Possiamo ancora sfruttare la possibilita di cambiare il riferimento: z'# = z#+&*
purché 7, 040"z’ = Oa* = 0 per imporre un’altra condizione. Sfruttiamo le
4 £ per porre: hl, = hl = ht = h¥ + hZ = 0 che, insieme alle 11.59 danno:

hi=hi =0  hf=hi=h=0

ed infine: h! + hZ + hY + hZ = 0. Queste condizioni implicano che in questa
gauge (Traceless-Transverse — TT ) hfj = nf(h}, —1/2n}h) = h — 4/2h = —h
Quindi h# = h¥ nella gauge TT.

Alla fine, gli unici due parametri che rimangono liberi sono i_zz e hY che, con
la condizione di traccia nulla, forniscono I’espressione di

00 0 o0

. 00 0 o0

h: 11.60

v=10 0 ny Y (11.60)
0 0 hY —hY

11.10.2 Effetto delle onde gravitazionali

Consideriamo un onda incidente su un anello circolare di masse nel piano yz
(Fig.11.3):

h,. = _hzz — A iw(t—xz/c)
{ vy e (11.61)

hyz —_ _hzy — Axeiw(t—z/c)
la distanza fra due punti posti a y=0 e y = ¢ sull’asse y é:
¢ ¢
- / (G V2dy = / 114 hyy|2dy ~ €+ 121,
0 0
cioé AL/l = hyy/2 0 0 = L(1 + hy, /2
Se consideriamo le particelle sugli assiy e z, e Ax =0 A, € R, then, if at

t=0 w(t — z/c) = /2 = hy, = 0, dopo un tempo t>0, con l'aiuto della 11.60:

{ y(t) = y(0)(1 + LA, eiwlt=e/e))
AT) = 2(0)(1 — S A, ei(t=n/0)
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o
n/2 (‘:}0
= 3O

Figura 11.3: Effetto di un onda gravitazionale trasversa du un anello di particelle
poste nel piano ortogonale alla direzione di propagazione

quindi I'anello si espande lungo y e si contrae lungo z.
Nel caso in cui la polarizzazione ¢ A, = 0; Ax # 0:

y(t) = y(0) + 1/2h,.2(0) = y(0) + 1/2A, =2/ 2(0)
z(t) = y(0) — 1/2h,.2(0)

cioé, quando ’esponente & 7/2:

che & equivalente al caso precedente ruotato di /4.

11.11 Cenni sulla produzione di onde gravitazio-

nali
Partiamo dall’equazione di campo linearizzata:
(0,0") W7 = — =17 (11.62)
e la conservazione dell’energia-impulso:

1 .
8,T" =0= =,T% +9,T7°" =0
C

In primis,

/ AT Px = — / ;T dzx = / T"dS,;
S
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L’integrale sulla superficie va a 0 e quindi:
Ao /Toydgx =0= /To”d?’x = const. (11.63)

Che rappresenta la conservazione del 4-impulso: P = 0 e corrisponde alla
conservazione della massa/energia (componente 0) e della quantitd di moto.
Poiché ci interessa solo la variazione temporale, possiamo porre la costante a 0

e ottenere:
/ Td3z =0

d’altra parte, per la 11.58::

7 0v 4G 0v
R = CT/TO >z (11.64)
quindi: ~
r% = 0; (11.65)
Ora prendiamo la parte spaziale della legge di conservazione, moltiplicata per
k
T

8t/Tijkd3m = —/@-T”xkdgx
Riscriviamo il IT membro come:

- </ 0; (Tijxk) dBr — /Tij(?izkd3x)

Il primo addendo va a 0 nell’integrazione, quindi:
8t/Tijkd3x = —/Tijaixkd?’ac
Ovvero, per la componente 0:
d* = /TOkd% =0 (11.66)

dove

d" = /Tooxkdgx

¢ il momento di dipolo . Prendendo la componente 0 della conservazione di T,

moltiplicata per x’z*:

-0 /Toooﬂxkd‘sz = 7/8,;Tlozjxkd3:c =— {/ (T2 a*YdPx — /Tzoai(:cjxk) 3
c
Ancora, il termine di divergenza svanisce e rimane:
A . .
/Tzoi((ggmk —1—55953) dPx = /Tjoxk Bz

dove si & simmetrizzato sulla derivata di 27z*. Infine, derivando ancora ambo i
membri rispetto al tempo:

1 . , ;
fﬁtat/Tooxjmkdg’x = 28t/T0-79ckd3x = 2/T’”d3x (11.67)
c
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Quindi, definendo il momento di quadrupolo:

. 1 .
¢PrF == /Tooxjxkdga: (11.68)
¢

possiamo riscrivere dall’equazione 11.67
ik 13 Lo
T%d°r = §q

E l'equazione d’onda diventa:

ArG ..

DhTO' — 1

; (11.69)

La soluzione é la stessa trovata per le onde elettromagnetiche con le funzioni di

Green: G [T ( N Je)
T _ 4G Yi—-(x—2")/c) 5,
WY (z,t) 04 / o= d’x (11.70)

Se guardiamo la radiazione da lontano rispetto alle dimensioni del radiatore
(|l — 2’| < z), allora:

- 4G
B (2,t) = —— | T* (t — d*a’
@) =5 [T (= a/e)ds
e, quindi per la parte spaziale:

o 2G ..
B () = S (11.71)

Dunque, il dipolo non entra nella produzione di onde gravitazionali, che,
invece sono causate dall’accelerazione del quadrupolo di massa, con un fattore
di accoppiamento che vale:

2G 2-6.67-10"

_ —44

Dunque, la produzione ¢é altamente inefficiente per oggetti poco massicci e/o
poco accelerati.

11.11.1 Esempi di produzione di GW

In generale, nella 11.71 dobbiamo tener conto che per la gauge TT, la variazione
della metrica & a traccia nulla, quindi possiamo scrivere

gt = /p(x —t/e)[z'a" — as®q)dx
affinché la traccia sia nulla
Siph™* o (jf = 0k [xi:vk — a§ikq] =0

80" = 3 quindi 0 = ¢ = ¢! — 3aq! ovvero o = 1/3 Quindi possiamo
scrivere:

gk = /p(z —t/c) {:pxk - ééikq} dx (11.72)
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Consideriamo due sfere compatte di ugual massa che ruotano attorno al co-
mune centro di massa con velocita angolare w,,; attorno all’asse x3, le coordinate
di una sfera a distanza rg dal c.d.m. z1 e x5 sono:

{xl = 1o cos(Worpt)

xo = ro sin(werpt)
Dunque, considerato che le sfere sono identiche,per I’emissione di GW possiamo

scrivere:
QM = 2Mrd (cos?(2worpt) — 3)
Q%2 = 2M’r‘0 (Sln (2worpt) — %)
Q% = Q2 = Mrg cos(2werpt) si
Q¥ = (e’

L’ultimo termine non varia nel tempo, quindi scompare con la derivata e non c’é

emissione di onde gravitazionali. L’ampiezza dell’onda in un punto a distanza
R dall’osservatore sull’asse 7z é:

(QWOTbt)

Bwy — _Byz —

Rc4 Mroworb sin (2worpt)

{E” = —hYY = RC4 M?"Ow b COS(2wWorpt)
Se troviamo la frequenza di orbitale con la gravitda Newtoniana e usiamo i dati

di una tipica tella di neutroni:
GM?Jr2 = Mw?.,ro

con rg = 20km, M = 1.4M = 3-103°kg, introducendo il raggio di Schwarzschild
della sfera ry = 2GM /02 = 4.5km otteniamo una frequenza orbitale f,., =
317Hz e,a meno di qualche fattore 4, ad una distanza di R = 15Mpc = 15 -
3.26 - 1091y = 15-3.26 - 10° - 3.15- 107 - 3- 10% = 4.5 - 10%*m

|h| _ T's1Ts2

~ 1072
R’I’O m/m

Prendiamo come riferimento il raggio classico del protone ~ 1fm = 10~**m, lo
spostamento indotto su una distanza di 1 km ¢ 1072 volte il raggio del protone!
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