
TEORIA RNLATIYTSTIOA DI PARTICEILE
CON I\{OMENTO INTRII{SECO AR,BITRARIO

Nota di Etronn Ma,loreue

sunto. ' Ltautore stabil,isce equaaioruí, ilorzir,a rinqari nerlte*ergio e relati-
oi,stícamente ónuari.anti per particel,la auenti momento angohíe intrinseco
cornúnque prefissato.

La teoria di Drnec creil'erettrone fa uso, come è noto, di una
funzione d'onda a quattro componenti delle quari, quand.o si consi-

'derino movimenti lenti, due hanno valori trascurabili mentre le
altre due o,bbediscono in p'ima approssimazione all,equazione rìi
Scnnónrncnn.

rn modo analogo una particelra con momento angorare intrin-
hl  ^ I  _ 3 \seeo srr, 

[t: U, Z, I, 2,...) è deseritta nel]a nreccanica quantistica
mediante un complesso di 2s f 1 funzioni d,onda che soddisfano
separatamente al1'equazione d.i scnnóowaun. Tale rappresentazione
è naturalmente valida finchè si trascurano gli effetti relativistici.
e ciò è lecito per particelle mobili con velocità piccola di fro'te a
quella della luce. un altro caso in eui la teoria elementare è ancora
utilizzabile è owiamente quello in cui la velocità della particella
pur essendo comparabile con c rimane quasi costante in direzione
e grandezza, poichè allora è possibile ricondursi allo studio di movi-
rnenti lenti scegliendo opportunamente il sistema di riferimento.

Il caso invece in cui la velocità delle particelle pur essendo quasi
costante entro regioni sufficientemente estese del continuo spazio-
tempo va.ria da una regione all'altra lentamente ma fra valori
estremi lontani, sotto l'azione di eampi esterni deboli, non si lascia
trattare immediatamente'con l'equazione non relativistica di scrnÒ-
DINGER.

una generalizzazione relativistica della teoria preced.ente d.eve
soddisfare successivamente alle condizioni segueuti al crescere del
suo grado di accuratezza:

(a) La tcoria permette lo studio di particelle aventi velocit:ì
quasi cleterminata 'in grand,ez,za. e direzione, dando risultati equi-
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valenti alla teoria non relativistiea, senza tuttavia la necessità di
scegliere un sistema particolare di riferimento.

cui la velo-
comunque

(D) I-ia teoria permettc inoltre di studiare processi in
cità delle particelle varia lentament€, ma entro limiti
estesi, per I'azione di campi esterni deboti.

(c) r.ra teoria è valida in generare comunque indetermi'ata sia
la velocità delle particelle.

È probabile che una teoria rigorosa soddisfacentc allà condi-
zione (c) sia incompatibile con il mantenimento dell'attuale schema
quantistieo. La teoria di Drnac dell'elettrone che pure ha dimostrato
la sua fecondità nello studio di fenomeni schiettamente relativistici
come la diffusione di raggi 1 duri, soddisfa certo imperfettamente
alla (c), com€ prova la nota difficoltà delle transizioni a stati di
energia negativa. al contrario è verosimile che una teoria soddisfa-
eente a (b) e solo parzialmente a (c) non *rti in difficoltà sostan-
ziali, il suo contrenuto fisico potendo ess€r€ €ssenzialmente quello
stesso che giustifica I'equazione di Scrrnóonvapn. I_r'esempio pirì no-
tevole di tali generalizzazioni'relativistiche ci è dato appunto dalla
teoria di Dmac, ma poichè questa è applicabile soltanto a particerte

;on momento intrinseco ,: ;, h.o cercato equazioni analoghe nella

forma a quelle di Drn^l.c, sebbene alquanto più complicate, le quali
permettono la considerazione di particelle con momento ansolare
arbitrario, e in paÉieolare nullo.

L'èquazione d'onda, in assenza di campo, di una particella rna-
teriale, deve avere secondo Drna,c la forma:

( l ) [+ * @, p) - F*,f+ -0.
Equazioni di questo tipo presentano una difficoltà di principio. L'ope-
ratore p-t deve infatti trasformarsi come la componente temporalo
di un quadrivettore e così p non può essere semplicemente muttiplo
della matriee unità ma deve avere almeno due autovalori diferenti,
supponiamo 9, e 9r; ma da ciò segue che I'energia di riposo della
particella, che si ottiene da (1) ponendo. p:0 dsve avere alrneno
due valori differeuti, cioe p, mcz e $, nacz. Secondo le equazioni di
Dmec i valori po.ssibili della massa di riposo sono, come è noto,
*m e -m d.al che segue per l'invarianza rclaLivistica che I'ener-
gia può aVere due valori differenti pel il segno per ogni valore di
p:W:-r \  m%t -+ czpr.

I-r'indeterminazione nel segno dell'energia può essere in realtà
superata, usando equazioni del tipo fondamentale (1), solo se la
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funzione d'onda ha infinite componenti che non si lasciano spez-
zare in tensori o spinori finiti.

1' L'equazione (1) può essere rledotta dar principio variazionare

(2) af , i tw 
I

J ,LT -+ (a, Pt - P*"1'l,dvdt - o.

una delle condizioni dell'invaria nza rerativistica è ovviameute che
sia invariante la forma 09ú.

se ora vogliamo che I'energia d.i riposo risulti sempre positiva,
gli autovalori di B devono essere tutti positivi e ta forma ,!p{ sarà
definita positiva. È a,llora po.ssibile mediante una trasformazione
non naitaria t|l*g ridurre cletta forma alla forma unità.:

0F+ =;*.
a tf la sua esprèssione mediante g si avrà
wl
"  

+Í ,ù-rnclpd,Vdt-0,

equazioni equivalenti alla (1):

lr,Y * (r, p) - *,fe:0.
Dobbiamo ora determinare la legge di trasformazione di c di

f ronte una rotazione di Lonaurz e I'espressione delle matrici 10,
T,', Ts, T" in modo che sia rispettata I'invaúanza relativistica del
principio variazionale (4) e quindi che sia ivi invariante la fun-
zione integranda.

Cominciamo con lo stabilire Ia' legge di trasformazione di g
osse,rvando anzitutto che I'invarianza di lgg significa che dobbiamo
considerare solo trasformazioni unitarie. Per evitare complicazioni
esagerate diamo inoltre la legge di trasformazione solo. per trasfor-
mazioui di Lonexrz infinitamente piccole, una trasormazione finita
potendo ottenersi per integrazione di quelle. Introduciamo le tra-
sformazioni infinitesime nelle variabili ct, r, g, z:

S,: s-

(2)
r r

9l To
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0
0
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0

000
000
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001

010
100
000
000
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t ,  _
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00 00
0 0 -1 0
01 00
00 00
0001
0000
0000
1000

0 000
0 001
0 000
0 -1 0 0

0010
0000
1000
0000
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e poniamo

Gli operatori a e b devono essere Hermitiani in una rappreseu-
tazione unitaria, e viceversa; inoltre perchè le trasformazioni infi-
nitesime siano integrabili devono soddisfare a certe relazioni di
seambio che .gi deducono da (6) e (7):

(an, au\: ' i 'a,o

(a, ,  b,) :0
(a*,  bu):ú"
(a,rb")--ùt

(b.,  bù_- - iao

e le altre che si ottcngono per permutazione cireolare di n, y, z.
La più sempliee soluzione delle (8)'mediante operatori llermi-

tiani è data dalle seguenti matrici ipfnite in cui gli elementi dia-
gonali sono nunrerati con due indici i e m e bisogna distinguere

due possibi l i tà,  seeondo che si  facci  u i : ! , ,2,2,. . . ;  m: i ,  i -1, . . ' ,

- j ,  oppure j :0,  1,2r. . . )  m: i ,  i  -7," , - i :

( j ,  mla* - iool j ,  m -+ l l  :  !6 + mlTtl- ml

(8)

( j ,  mt,a*-r ' inul  j ,  m- l ) -
( j ,  mla" l  j ,  m):nt

( j, mlb.- ibul j -+ 1, m -r 1) : - trl;;;A;afV;a;q

;___-
U,mlb.- ibol  j  - I ,  m -r  1) :  ;yU -rn)(  i  - rn.- I )

( i ,mlb,-+- ibul i  - r1,m-l) :  !16

(i, mlb, +- ibul i - L, m- 1) : -1, VA=Wfn^ - n
ì , -

Q, mlb, l l  +-  1,  m):ày ( i  -+- m +- 7)( i  -  m -+ l )
r  

- -
( i ,  mlb" l  i  - l ,  nx) :  

t \ '  (  i  + m){ i  -  ml.

m-+1\

(e)

Se assumiamo che per riflessione nell'origine le qi, m restano
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inalterate o eambiano segno alt€rnativamente al variare di j, b ri-
sulta un vettore polarc, mentr€ o è un valore assiale.

Chiamereno le grand.ezze su cui operano o € b tensori o spinori
infiniti rli indice zero secondo che X è intero o mezzo. I-,la denomina-
zione << di indice z€ro >> signiffca che è nullo I'invariante :

(10) Z :g."[n -F a'bs +- o,,b".

Spinori o tensori infiniti più generali possono definirsi per qua-
lunque valorne di 2.. Gli spinori possono €ss€re ottenuti semplice-
mente nel modo seguente. Si consideri una soluzione generica.l,(S, t)
delle equazioni.di Drzu.c senza campo e la si assoggetti à una tra-
sformazione lelativistica :

339

(11)

(12t

Q@, t) * *'@., t).

Allora ìa trasformazione nello spàzio:

Wo o) ; t|l'(q, o)

è unitaria, e se invece di funzioni arbitrarie g fu, o) eonsideriamo
solo quelle che appartengono a un determinato autovalore ao del-
I'operatore (10), che ha uno spottro continuo che si estende cla
- ctc a -+- o", noi troviamo funzioni che si trasformano modiante
(12) come spinori infiniti, ognuno di questi oùtenendosi esattamente
due volte.

Gli operatori a, ebn hanno nella rappresentazione (12) la forma:

2r.1
an:-h lap,-zPì -+2o,

.  ZrH i
o, :  h * î*zo"

e analogamente ayt a", bu, bn.

2. Dobbiamo ora determinare gli operatori yo, Tnt Tyt T" in
modo clre (4) sia invariante. Poichè consideriamo solo trasformazioni
unitarie, detti operatori si trasformano e,om€ le forme Hermitiane
ad essi collegate ed è quindi necessario per I'invarianza della fun-
zione integranda in (4) che essi costituiseano un vettore covariante
(To, yr ,  " {v,  T,  @ct,  - f r ,  - -Ut -z) .

È owia I'interpretazione di 6fop . -rpyV come densità di carica
e di conente. Gli opera,tori 1 devono soddisfare alle relazioni di
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scambio:

e alle altre che si ottengono per permutazione circolare di r, y, z.
rre relazioni di scambio (13) determinano, come è facile dimostrare,
'(0, ̂ {nr'(yt Tz & meno di un fatríore costante. Si trova

Yo:J-Fl

Q, mlT, - iyrl j -+ 1, m -+1): - klf lW

U, *l^r, 
- 

xyo! i - 7, m +1) : - !rttff=66 *a

(i: m1y. +- iyrl i  s- l, m- 1) : lryq

( i. mly, ! xT,l i - r, rn - \ :;! ú=6G -+ tn 4

( i ,  mlT, l j  +-1,  m)- 22ttAq

( i ,  mlT" l  j  -  r ,  m):  -  !2 l f  l ;q;6

I-c eomponenti non indicate difnrTor y. essendo nulle. Si noti
che la forma r{ermitiana gTog è definita positiva come richiede l'in-
terpretazione ffsica.

Vogliamo ora passar€ dalle equazioni soritte nella forma (b)
alle equazioni (1). Basta per eiò porre

(15) (pi .m: Ù,t l : '
t l .  1

l tJn2

poichè allora la forma collegata a 1o si riduce alla forma unità.
Otteniamo eosì equazioni della forma desiderata

(10) 
lY * *, p1- pmc]q -o

(13)

(r4)
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1
in cui 13:. tmentre le componenti diverse da z,ero di d.,, d11t at

J*z
sono date da

( j .  mlq, --  i rul j ,  1, m -r 7) :  -  ; l  lW'v T4(,4-
(  j ,  mla,  -  fuul j  - l ,  m-F. 1) - -

(j, mla, -* izulj -rL, m- 1): ;l lryv \,;40;-il-
(t7t

( j ,mlq*-+ iuolj  - L, ff i- 1) : t l  
lry^v \,-tF4)-

(  j ,  mla" l  j  -+ I ,  m) -

( j ,mla, t i  -7,m=.

Quando si cercano le soluzioni di (16) corrispondenti a onde
piane con massa positiva si trovano tutte quelle che derivano per
trasformazione relativistica dalle onde di momento nullo. Per que-
ste l'energia è data da

(18r w _ rmc'
"  0-  .  1

J*z

Àbbiamo così per valori mezzi di X stati corrispond.enti a valori
rn nt, ^ 2m 2m

del la nas.Sa: l tL,Z, l3r . , . ,  e per J rntero:  21t1, ,  
B r  - l  , . . .

È da notare ehe particelle con massa differente hanno momento
angolare intrinseco differente, il momento angolare intrinseeo aven-
do un valore detenminato solo nel sistema in eui le partieelle sono
in riposo.

Se si considera il complasso degli stati appartenenti al valore

i r /w,VW
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massa rl i r iposo eornp realizzato jrr na,tura. trrtt j sl i altri

s tat i  non avendo signìf icato,  ot tenianro una t , ror . i i r  i r r 'ar . iarr tu r l i
paftieelle con mornento argolare s che i' assenza di c.'r1rrr ;'ròriguardarsi come socldisface'te. 'si verifica senza trifficort;ì ch<r per
nrovinrenti le't i  e particerle <ri mome'to i ' tr in.seeo s sri. r,, ù.,,sorro sensibilme'te rl iverse da zero e obbe.lisco'o ari 'eqrr.ziorrrr ri i
scrrRóorNcnn con il 'r 'aiolc nI : 

+<reria rnassa, ruortre [e *,r-,, ,,t*z

e ù.*r,,,, ,sono tlell 'ortl ine A; f , te Q,._r, ,, e ,1"_2,,,, t lcl l,ortl irre ,l i  
, 'r,

e così via.
otte'iar'o così solo due equazioni tl'orcla tti cui I'u'a è acraftlr

per la descrizione di particelle con rromento a'gola.re rrorr i'tern
e I 'alt 'ra per particeile senza momento angorare o con momerrrrr
intero.

oltre agli stati appartenenti a valori positivi creria nrassa, ve'e
sono altri in cui I'energia è legata al morne'to da una relazioncr
del t ipo

r19) 7V: t_ 1/Cp, _44

e ne esistono per tutti i  valori posìtivi t l i  É rna solo per ,ytlt,c.
Quest'i stati possono riguardarsi come appartenenti ar valorrr

imrnaginario ik della massa.
Le funzioni di <sltin > appartenenti a onde piane corr p+U

hanno un'espressione particolarmente semprice nel easo di narti-
celle senza nomento intrinseco $c p": py:0, ,p"- p.

Per q'este si trova a m€no di un fattore di 
'or.r'al 

izzaziorrc

siz

0ot

csserxlo

(21t

I  
ldel lat*z

t  l i - - t ,  t

I  +, , : l l ( i **)( , i l : -1) '
i  t  \  z / \  .  /  ( j , - ( ) ,1,2, . . . )
\ '1 j . " , :0 per nrf0

-  
p \Xlac2-t-112

a: 
nh,,  

, , :  -  - l l IC-:

e llI - 2nr la massa di riposo.

iì. vogliamo ora considerate brevenrente I ' i lrtr.ocluzioue r.lel {: iì lnl)o
elettlomagnetico nell 'equazione (1ti).
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l l  p;rss.gui, rl, l ic cil.r:rzioni seìlza canrlio alle erlnazio'i c0, cilrrrp{)
.slr 'r 'rr. a'vi.rrrl 

'el 
rrrodo pirì se,rplice sostit 'entlo a w e p, rrr _eq

c
t: r) - c 

11, srÌ r '  tì l . c^r' ica dc[a |a.ticelìa e g c ;l i  potenziali sca-
lare e 

'ctto'e. 
l\la alt'e lro.s"sibilitit so'o alre.tc'. possiarno ad es. .s-

gi*'g1ere dei termini i'rrariarrti, analoghi a quelli i't'oclotti cla
l),tur,i (t) nella teo'r ' ia rleil ne.rrr.o'c magnetico, che portano a farmrt
le fo'ze <lel carupo irr luogo dei potenziali erettromagnetici così tra
non tLrrbare I ' invarianza deìle equazioni di f lonte all ' irrrleterrni_
tiazione rlei potenziali.

Tale artificio permet,te cli attribui'e a particelle con r'or'ento
,ngolan: non nullo un momento rnagnetico comunque prefissato.
Ncl caso dell'elettro'e pe'r es. si trova mecliante la senrplice sosti-

tuzione W,p-W-ev,r* t"A un rnourento magnet ico*o1 1, .  ln
lrrogo cli - 1r,n.

se si 
'*ole 

sirecializza'e la 
'ostra 

teoria i '  u'a teoria dell 'eret-
trone ehe si acco'di fi' dove è possibile con i rlati ,spe'ime'tali clob-
bia'ro rluindi nrorlificar'<, il rnome'to rnagnetico con termi'i ag-
giunti. nla la teoria tlcl l 'elettrone così otitennta è un doppione i 'u_
tiìe della teolia di l)rn,rr-r che r.esta assolutamente da pret'erilc in
grazia della sua semplicità e deÌ largo s'ffragio clell'esperienza. Ir

'antaggio 
della p'esente teo'ia è per contro la s'a appricabilità. a

palticclle con ;lornento angolale clifferente da |.
Le cquazio'i co' il campo e termini aggiunti per motrificar.e ir

rnornento magnetico intrinseco harrno la forma

-  ;  4- P, lc + ), tu' ,  I r ' t+- l (ó' ,  r , l+: o

irr cui a' sta 1.rt:r (u,', Ltr ' , tt, ' t e Ò, per (Ò_, , br,, b",) mentre E e II
t'appresentatro il cuuipo elettrico e magnetico.

T;a nrirl t: iae rj, '- si rler.luce rl ir cr. {g, nrecliante la resola

Í / I l '  n \  /(22t l t+ - :  ,o l  , lu,  p
L\c ( ' /  \ .

r2í l t  (  j ,  miu* '

trnalogaurentc 0,,',

i" nr"1:rr+e+r 'i' nritt')i"ttt',

t . t . . ' ,  b, , ' .  b" ' .

(1) Citato da Or'r ' [uirr irrrr i t l ,  < I) lrys. ] ì .  > dl,  703, lgB2,
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l 'er  part ieel le con nrorncnto arrgolar.r '  i r r l r , inseco r : ]  * ;  t ler . r :  l r r r l r .
-).

^ : ;  l rse p.  è i l  monrcnto i i ragnct ico r :hc s i  vuole ; rgginngcrr :  a r1u: l lo

.h. '  , " .o.g" rraturalnrerr te c ia l l ' i r i t lo ' t luzione <k' i  l ro lenzial i  r ' l t ' t t rorna-
gnct ie i  nel l 'equazione r l 'orr i la.  (Jrrest 'u l t inro vale in ta l  t .aso, courr 's i

Ieha'  r let to,  -  2 4trmc. l ) " r .  l lar t , icel lc s,errz i r  r r rorrrctr to arrgolal t r  . intr . i r rscco

i, rrirtura.ìe yiorre i := ().

l '< ' r  < luarr to r iguarda la soluzionc l l rat ica <le l l 'cr luazionrr  r l 'orr t l r r
l icoldiarno che per rnor ' ìmerrt i  lerr t i  sorro f in i te e obìx ' t l iscorro al l ' t .qua-
zione di Scruriirrrxr;r.rr .soìr.r le*-,,, I,ot' i l  vaìrtrc tl i  j  clrt rnisrrra. i l  rrro-

tnento angolarc infr insr,co ì r r  r rn i tàr  i f ; .

Pcr particellc senza nonrento, oi ',,r. 
"i 

ha urra soìa conrpoìr(ìlìt(,

gren<le c c ioè Q,, , , ,  r r rentrel"  * , , ,  sono del l 'ordine di  l ,  se r . 'è la

veloei tà deì l r  l iar t ieel la.  le , | r , , ,  c le l l 'orr l ine, f i  
i ,  *  così  v ia.  Si  l iesc, ,

così a elirninai'€ per sueeessive appÌos.sinìazioni le componcnti piccokl
c in particolar.e si giunge a espr€ssiorìi nrolto semplici per il calcolo
della prima co'rr€zione re.lativistica.

Iì irrgrazio Jlalt icolarììì€trte i l Plol '. [t]. lr 'unvr per' la cliscttssiotrc
<ìeìl l 1:'r 'esente teoria.


