TEORIA RELATIVISTICA DI PARTICELLE
CON MOMENTO INTRINSECO ARBITRARIO

Nota di ETTORE MAJORANA

Sunto. - Lautore stabilisce equazions d’onda lineari nell’energia e relati-
visticamente invarianti per particelle aventi momento angolare intrinseco
comunque prefissato.

BN

La teoria di Dirac dell’elettrone fa uso, come € noto, di una
funzione d’onda a quattro componenti delle quali, quando si consi-
‘derino movimenti lenti, due hanno valori trascurabili mentre le
altre due obbediscono in prima approssimazione all’equazione di
SCHRODINGER. '

In modo analogo una particella con momento angolare intrin-

h I3 5 . . -
seco SQ-TE(S:O, 5 1, Q"“) e descritta nella meccanica quantistica
mediante un complesso di 2s -+ 1 funzioni d’onda che soddisfano
separatamente all’equazione di ScHRGDINGER. Tale rappresentazione
¢ naturalmente valida finché si traseurano gli effetti relativistiei,
e cid & lecito per particelle mobili con velocitd piceola di fronte a
quella della luce. Un altro caso in cui la teoria elementare & ancora
utilizzabile & ovviamente quello in cui la velocitd della particella
pur essendo comparabile con ¢ rimane quasi costante in direzione
e grandezza, poiché allora & possibile ricondursi allo studio di movi-
menti lenti scegliendo opportunamente il sistema di riferimento.

Il caso invece in cui la velocitd delle particelle pur essendo quasi
-costante entro regioni sufficientemente estese del continuo spazio-
tempo varia da una regione all’altra lentamente ma fra valori
estremi lontani, sotto 1’azione di campi esterni deboli, non si lascia
trattare immediatamente con 1’equazione non relativistica di ScuRO-
DINGER.

Una generalizzazione relativistica della teoria precedente deve
soddisfare successivamente alle condizioni seguenti al crescere del
suo grado di accuratezza: _ »

(a) La teoria permette lo studio di particelle aventi velocita
quasi determinata in grandezza e direzione, dando risultati equi-
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valenti alla teorla non relatlvmtlea senza tuttavia la necessitd di
scegliere un sistema particolare di riferimento.

(b) La teoria permette inoltre di studiare processi in cui la velo-
citd delle particelle varia lentamente, ma entro limiti comunque
estesi, per 1’azione di campi esterni deboli.

(c) La teoria & valida in generale comunque indeterminata sia
la velocitd delle particelle. .

E probabile che una teoria rigorosa soddisfacente alla condi-
zione (c) sia incompatibile con il mantenimento dell’attuale schema
quantistico. La teoria di Dirac dell’elettrone che pure ha dimostrato
la sua feconditd nello studio di fenomeni schiettamente relativistici
come la diffusione di raggi y duri, soddisfa certo imperfettamente
alla (c), come prova la nota difficoltd delle transizioni a stati di
energia negativa. Al contrario & verosimile che una teoria soddisfa-
cente a (b) e solo parzialmente a (¢) non urti in difficoltd sostan-
ziali, il suo contenuto fisico potendo essere essenzialmente quello
stesso che giustifica 1’equazione di ScHRODINGER. L’ esempio pill no-
tevole di tali generalizzazioni- relativistiche ci & dato appunto dalla
teoria di DirAc, ma p01ehe questa & applicabile soltanto a particelle

1
2on momento intrinseco $§=3, ho cercato equazioni analoghe nella

forma a quelle di Dirac, sebbene alquanto piu complicate, le quali
permettono la- considerazione di particelle con momento angolare
arbitrario, e in particolare nullo.

L’equazione d’onda, in assenza di campo, di una partlcella ma-
teriale, deve avere secondo Dirac la forma:

O %+ (o 7)— e p =0,

Equazioni di questo tipo presentano una difficoltd di principio. L’ope-
ratore =" deve infatti trasformarsi come la componente temporale
di un quadrivettore e cosi § non pud essere semplicemente multiplo
della matrice unitd ma deve avere almeno due autovalori differenti,
supponiamo $;, e $,; ma da cid segue che 1’energia di riposo della
particella, che si ottiene da (1) ponendo p =0 deve avere almeno
due valori differenti, ciod B, mc® e B, mc2. Secondo le equazioni di
Dirac i valori possibili della massa di riposo sono, come & noto,
+ m e —m dal che segue per l'invarianza relativistica che 1’ener-
gia puo avere due valori dltferentl per il segno per ogni valore di
p.W==xYVy mfc‘+c?p

L’indeterminazione nel segno dell’energia pud essere in realtd
superata, usando equazioni del tipo- fondamentale (1), solo se la



funzione d’onda ha infinite componenti che mom si lasciano spez-
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zare in tensori o spinori finiti.

1. L’equazione (1) pud essere dedotta dal principio variazionale

@)

Una delle condizioni dell’invarianza relativistica & ovviamente che

5!&[’%’ + (o, p) — Pmc| JdVdt = 0,

sia invariante la forma @ng

Se ora vogliamo che 1’energia di riposo risulti sempre positiva,
gli autovalori di B devono essere tutti positivi e la forma $BY sard
definita positiva. B allora possibile mediante una trasformazione
non unitaria $—¢ ridurre detta forma alla forma unit:

IBd =p9p.

Sostituendo in (2) a ¢ la sua espressione mediante 9 si avra

€)

(4

da cul seguono le equazioni equivalenti alla (1):

®)

Dobbiamo ora determinare la legge di trasformazione di 9 di
fronte una rotazione di LORENTZ e 1’espressione delle matrici Vi
Y«» Yy» Y. in modo che sia rispettata l'invarianza relativistica del
principio variazionale (4) e quindi che sia ivi invariante la fun-

W
aJ cp[yo — (1, p)— mc} pdVdt =0,

zione integranda.

Cominciamo con lo stabilire la legge di trasformazione di ?
osservando anzitutto che l’invarianza di chp significa che dobbiamo
considerare solo trasformazioni unitarie. Per evitare complicazioni
esagerate diamo inoltre la legge di trasformazione solo. per trasfor-
mazioni di LORENTz infinitamente piccole, una trasformazione finita
potendo ottenersi per integrazione di quelle. Introduciamo le tra-

W
ln -+ ) — 'ch'p =0.

sformazioni infinitesime nelle variabili ct, z, y, 2:
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€ poniamo

0 a, = in.: a, = ZTSy.; a, =18,

bp=—1T,; b,=—1T,; b,=—1T..
Gli operatori @ e b devono essere Hermitiani in una rappresen-
tazione unitaria, e viceversa; inoltre perché le trasformazioni infi-
nitesime siano integrabili devono soddisfare a certe relazioni di
scambio che si deducono da (6) e (7):

(ay, a,) =1a,

(@, by) =0

(8) (@, b,) =1,
(@r, b,) =—1b,
(bsrs b)) = —1a,

e le altre che si ottengono per permutazione circolare di z, y, 2.
La pit semplice soluzione delle (8) mediante operatori Hermi-
tiani & data dalle seguenti matrici infinite in cui gli elementi dia-

gonali sono numerati con due indici j e m e bisogna distinguere -

W : .. 1385 .
due possibilitd, secondo che si faccia J=25s 5> gri M=1J) i—1,..,

—J, oppure j=0,1,2,...; m=4j, j —1,...—j:

(4, mla, —1a,|j, m+1)= VG +m+1)j—m)
(jy ma,+ia,|j, m—1)= V{G+m(j—m+1)
(4, mla,|j, m)=m

1., :
(j, m|b, —1b,|j+1, m—+ 1):—5\/(.7'—4—71»—4— 1)(j+m+2)

1, ,~ ;
(j, m|b,—1b,|j—1,m+1)= QV(J—m)(J—m—l)
9)

1 :
(4, m|b, +1b,|j+1,m—1)= Q\/(j—m+1)(]—m+2)

1, ~ -
(j,m[b,-e—ib”j—l,m—l):——é V(j+m)(j+m—1)

e .
(im]b.|j+1,m)=5 V(j+m+1)(j—m=+1)

1 T TR
(4, m[b,1j—1,m) = 5 VI + m)j — m.

Se assumiamo che per riflessione nell’origine le ¢j, m restano
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inalterate o cambiano segno alternativamente al variare di j, b ri-
sulta un vettore polare, mentre ¢ & un valore assiale.

Chiameremo le grandezze su cui operano ¢ e b tensori o spinori
infiniti di indice zero secondo che j & intero o mezzo. La denomina-
zione «di indice zero » significa che & nullo 1’invariante:

- (10) L=uab,+ ab,+abd,.

Spinori o tensori infiniti pit generali possono definirsi per qua-
lunque valore di Z. Gli spinori possono essere ottenuti semplice-
mente nel modo seguente. Si consideri una soluzione generica ¢(q, t)
delle equazioni di Dirac senza campo e la si assoggetti & una tra-
sformazione relativistica:

(11) q)(q’ t) - q)’(% t)
Allora la trasformazione nello spazio:
(12) . $(g, 0) — ¢'(g, 0)

¢ unitaria, e se invece di funzioni arbitrarie ¢ (g, 0) consideriamo
solo quelle che appartengono a un determinato autovalore z, del-
I’operatore (10), che ha uno spettro continuo che si estende da
— o0 a -+ oc, noi troviamo funzioni che si trasformano mediante
(12) come spinori infiniti, ognuno di questi ottenendosi esattamente
due volte, )

Gli operatori @, e b, hanno nella rappresentazione (12) la forma :

2n 1
G = "; <ypz = Zpy) = Q T

p —2F H 1
“—hmc+2a”

e analogamente a,, a,, b,, b,.

2. Dobbiamo ora determinare gli operatori 7o, Yu» Yy, Y. iR
modo che (4) sia invariante. Poiché consideriamo solo trasformazioni
unitarie, detti operatori si trasformano come le forme Hermitiane
ad essi collegate ed & quindi necessario per l’invarianza della fun-
zione integranda in (4) che essi costituiscano un vettore covariante
(Yoy Yar Yyr Yz POl —T, — Y, 'Tz) .

B ovvia ’interpretazione di ¢y, € — ¢ye come densitd di carica
e di corrente. Gli operatori vy devono soddisfare alle relazioni di
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scambio :
(Y 0s Qo) = 0
(Yo ba) = e
(Ym.v @) = 0
a) a = i‘ z
(13) (Yor @) =1y

(Yac) az) = iYy
(Yo ba) = iy,
(Yas b)) =0

(Ym) bz) =0

e alle altre che si ottengono per permutazione circolare di z, y, 2.
Le relazioni di scambio (13) determinano, come & facile dimostrare,
Yo» Ya» Tys Y- @ meno di un fattore costante. Si trova

. . g
CYe=j+3
(GHm|ye —iy, i+, m+1)=— QV(j+nz+1)(J+m+2)
(J;m,Yw'—Wle'—lxm*“l);:‘_' V(J“'m)(J-m_l)

(14) (G mite+in[j+1m—)=sVi—m+I)j—m+9)

(J. ’mh'w+ W;,IJ—'Lm—l):Q V(i+m)j+m—1)

(j,m!Y:U'f‘l, m) = %\/(j+7n+l)(j—-m-+—1)

Le componenti non indicate di v,, Yys Y. essendo nulle. Si noti
che la forma Hermitiana ?y,¢ & definita positiva come richiede 1’in-
terpretazione fisica.

Vogliamo ora passare dalle equazioni scritte nella forma (5)
alle equazioni (1). Basta per cid porre '

(15) Pm = q’,’l_’f’l
- ]/_7 + 5

2

poiché allora la forma collegata a y, si riduce alla forma unita.
Otteniamo cosi equazioni della forma desiderata

' (16)‘ Pg’ + (o, p) — {1ch¢ =0
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. . 1

in cui j=——7 mentre le componenti diverse da zero di a,, a,, 2,
- ;
)

sono date da

(J+m+1)j+m+ 2

. > . i

(J.mlax-—wyu *‘1”"'*‘1)-‘2 o A 2
@+§Q+§

S —_ i/ =m—T)

(],mlaw mﬂ[] 1’m+1)~——2 . 1 . 1
i=3i+3)

(j,m|ax+izy|j+1,m'*1)=ﬁz (J—m+1){j—m+2)

BT

(j,M[am+iay§j—1,m~1)£% (]+m)(lj+m1——1)
b-2)i+3)

(jymla,|j+1,m)y= % u+m+?u—?+n
@*ﬁ@*ﬁ

v Gr:—m(j—ﬂ)

(j,m]a,5j~—1,n1,:-—-§ '—1—— 1\ -
]

Quando si cercano le soluzioni di (16) corrispondenti a onde
piane con massa positiva si trovano tutte quelle che derivano per
trasformazione relativistica dalle onde di momento nullo. Per que-
ste 1’energia ¢ data da ;
mc?

(18, . W=

J+3
Abbiamo cosi per valori mezzi di j stati corrispondenti a valori
m m .. 2m 2m
della massa: m, Gy Gy © Der intero: 2m, g H o
T da notare che particelle con massa differente hanno momento
angolare intrinseco differente, il momento angolare intrinseco aven-
do un valore determinato solo nel sistema in cui le particelle sono
in riposo.
Se si considera il complesso degli stati appartenenti al valore
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¥"1’del]a massa di riposo come realizzato in natura. tutti gli altri
2

stati non avendo significato, otteniamo ung teoria invariante dj
particelle con momento angolare s che in assenza di campo puo
riguardarsi come soddisfacente, ‘Si verifica senza difficolta che per
movimenti lenti ¢ particelle di momento intrinseco s soio le ¢,
sono sensibilmente diverse da zero e obbediscono all’equazione i

N . m
SCHRODINGER con il valore M = 1(1@11;1 massa, mentre le §,,,, ,,
S+ 5
2

. v s p ,
e b, ,.sono dell’ordine dJ-c, le ¢, ,. ¢ Yoy, m dell ordine di e

e cosi via.

Otteniamo cosi solo due equazioni d'onda di cui l'una ¢ adatta
per la descrizione di particelle con momento angolare non intero
¢ laltra per particelle senza momento angolare o con momenio
intero.

Oltre agli stati appartenenti a valori positivi della massa, ve ne
sono altri in cui ’energia & legata al momento da una relazionc
del tipo
(19) W == Veip? — Jt

¢ ne esistono per tutti i valori positivi di & ma solo per p=ic.

Questi stati possono riguardarsi come appartenenti al valore
immaginario % della massa.

Le funzioni di «spin » appartenenti a onde biane con p==0
hanno un’espressione particolarmente semplice nel caso di parti-
celle senza momento intrinseco se p, — Py =0, p, == p.

Per queste si trova a meno di un fattore di normalizzazione

) 0= V(T““%)(l 1=

(20) (j=0,1,2,..
Pj,m=0 per m==0

cssendo

- p VIS T )

- s _ — AL e

TMer T Mc

e M =2m la massa di riposo.

3. Vogliamo ora considerare brevemente 1'introduzione del campo
elettromagnetico nell’equazione (16).
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I passaggio dalle equazioni senza campo alle equazioni con campo
esterno avviene nel modo pitt semplice sostituendo a W e p, W—co
e p—«ﬁ A, se ¢ & la carica della particella o ¢ ¢ < 1 potenziali sca-
lare e vettore. Ma altre possibilita sono aperte. Possiamo ad es. ag-
giungere dei termini invari lanti, analoghi a quelli introdotti da
Pavurr (*) nella teoria del neutrone magnetico, che portano a fattore
le forze del campo in luogo dei potenziali elettromagnetiei cosi da
non turbare I'invarianza delle equazioni di fronte all indetermi-
nazione dei potenziali.

Tale artificio permette di attribuire a particelle con momento
angolare non nullo un momento magnetico comunque prefissato.
Nel caso dell’elettrone per es. si trova mediante la semplice sosti-

. 1 .
tuzione W, p — W — ep, p — ; A un momento magnetico + 5 1, in

luogo di — 11,.

Se si vuole specializzare la nostra teoria in una teoria dell ‘elet-
frone che si accordi fin dove ¢ possibile con i dati sperimentali dob-
biamo quindi modificare il momento magnetico con termini ag-
giunti. Ma la teoria dell’elettrone cosi ottenuta & un doppione inu-
tile della teoria di Dirac che resta assolutamente da preferire in
grazia della sua semplicitd ¢ del largo suffragio dell’esperienza. Il
vantaggio della presente teoria & per contro la sua applicabilita a

particelle con momento angolare differente da—zn
Le equazioni con il campo e termini’ aggiunti per modificare il
momento magnetico intrinseeo hanno la forma

(22) [(% __?’_,p) (a, p —gfl) gme + wa', Hy + A, E)|b=0

in cui @ sta per (¢, «,, a,'i e V per (b.', b,’, b)) mentre F ¢ H
rappresentano il campo elettrico ¢ magnetico.
La matrice @', si deduce da «.. (9, mediante la regola

1

123) (Jy mia, j, m')y=— pr—— vymia g, mh

Vot

e analogamente «,’, «., b, b.".
8 3 D Yy 3

p_.

(4) Citato da OrpuNHEIMER, ¢ Phys. R.» 41, 763, 1932,
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. o g 1 .
Per particelle con momento angolare intrinseco s =3 i deve porre
2
A =g nsep. e il momento magnetico che si vuole aggiungere a quello

=

che sorge naturalmente dall’introduzione «ei potenziali elettroma-
gnetiei nell’equazione d’onda, Quest’ultimo vale in tal caso, cone si
. eh R . § oo
¢ detto, —9 dume Per particelle senza momento angolare intrinsceo
¢ naturale porre A ==0.

Per quanto riguarda la soluzione pratica dell equazione d’onda
ricordiamo che per mevimenti lenti sono finite e obbediseono all’equa-
zione di SCHRODINGER solo le);, per il valore di j che misura il mo-

h
mento ancolare intrinseco in unita 5
i

Jn

Per particelle senza momento, ad es. si ha una sola componente

s 5 3 .V N
grande e cioé ¢,,, mentre le ¢, sono dell’ordine di Loose @ la
velocita della particella, le ,., dell’ordine di g2 @ cosl via. Si riesce
¢osl a eliminare per successive approssimazioni le compounenti piccole
¢ in particolare si giunge a espressioni molto semplici per il caleolo
della prima correzione relativistica.

Ringrazio particolarmente il Prof. [. FerM1 per la discussione
della presente teoria.



