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e Tensore Energia-Impulso in spazi piatti:
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— campo Elettromagnetico;

— risultati.

e background curvi;

e sviluppi perturbativi;
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CAMPO SCALARE

Per un campo scalare p(x) il valore di aspet-
tazione sullo stato di vuoto del tensore energia-
impulso € dato da

(T () = @usp (2 (@) = S1urp(2)P0(2))

definiamo una nuova funzione (un bivettore):

1 :
T, (z,2') = Oup(x)8,p0(x') — Ewuaw(w)y p(z")

. *PtXxy,2)
* P(t,x,y,2)




ovviamente potremo scrivere
1

(L (2,2)) = {040y — S1,020 Je(@)e(a))
= D(w,az’)<slo(:v)so(w’)> con
D(a:', :E/) — [8M8,/ — 517“,/8)\8/\/]
1

(p(@)p(a)) = ~H(a,a')

dove H(z,z') & la funzione di Hadamard.
Si definisce

(Thuv(x)) = lim <T/W/(:1:,x/)>

' —x

"« Divergenze?
v. Come effettuare il limite



Campo Elettromagnetico

Dato il funzionale di azione

1 1 _
S[AIM X ¢] — / [_ZFMVF'MV - E(V'MAM)Q _I_ X'a/(p;a V _gd4$7
(1)
il tensore energia-impulso si ottiene derivando
S rispetto alla metrica:

2 5
TH = ° (2)

- vV _959u1/.

T risulta la somma di tre termini Ty, TR, Tyn

relativi rispettivamente al settore di Maxwell,
di gauge-breaking e di ghost. In questo modo,
per il valore di aspettazione otteniamo:

(TH) =(T") +(T5") + (Tgn), (3)



Usando la procedura di point-splitting otteni-
amo

v . 1 vT 1 v T o
(Ty") = Jim [_Z (9’”9 — 29" ”) g’ <FpaFw>](4)
con
o1
<FpaFTB> — xl'linx Z [Haﬁ’;pT’ —l_ Hﬁa’;Tp’ - HaT’;pﬁ’ - HTa’;ﬁp’

— I ppghar T Hﬂp’;ra’ + HpT’;ocﬁ’ _I_ HTp’;Boz’] ) (5)
Hyy(z,2') = ([Ap(x), Av(2)] ) = H,,,
1

[Aa;PaAﬁ;T]+ = |lim — {[Aa’;p’aAﬁ;T]—l— + [AOé;[hAﬁ’;T’]—I—} .

z—x 2



La funzione di Hadamard, H(z,z'), & legata
alla funzione di Feynmann, G(z,z’), dalla seguente
relazione:

H(z,z') = =2i[G(z,2") — G(z,2)] (6)
con G(z,z') = S[GT + G7].

La funzione GW/ é soluzione dell’ equazione

ngG’uyl — _77“1/5(33,33/). (7)



Le condizioni al bordo
Et(szo, Hnjszo, (8)
sono automaticamente soddisfatte richiedendo

I'annullarsi di Ag(¥), A1(X), A>(Z¥) sulla fron-
tiera S: z=0, z = a.

La condizione su Az si determina richiedendo
che la scelta di gauge (Lorenz) continui a valere
sulla frontiera, questo implica:

Al s =0= A%|g=0 (9)



LLa soluzione & data da

dwd?k o r iNaiT . (2

G)\y’ =X (27‘-)36 ZW( )‘I"L 1L (CUL ajJ‘)gD,N(Zy Z/),
(10)
con
Sink(az<)Sink(a — z
gD(Z,Z/;HJ) = ( <). ( >),O<z,z/<a,
K SiNn ka
COS Kklaz COSk(a — z

gn(z,2 k) = — (az<) ( >),O<z,z/<a,

K SIiN Ka

e D, N indicano condizioni al contorno omogenee di
tipo Dirichlet o Neumann,

e 2. (z<) rappresenta la maggiore (minore) tra z and
2!

o ELE(kx,ky), Z, = (z,y) e k = Vw? — k>,



Il valore di aspettazione del tensore energia-
impulso si pud scrivere nella forma

(T) =2 [ 75 53 ik G [, 2, 2],
7T

(11)

& 27 viene dalla relazione tra le funzioni di
Hadamard e di Feynman;

~ I . . .
d THY & un tensore simmetrico le cui compo-
nenti sono date da:

nel sequito (¢ = ak, s(§) = zk = Zf and s'(§) = 2k = ’%5

o= v~ )
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—a;; cos(€ + s — ') csc(¢)
al;zw cos(& + s — s') csc(€)
akyw

cos(€ + s — s') csc(¢)

—%w csc(€) sin(€ +s—s')

2 4 42 (k2 _ 2
St (y w>cos(§—|—s—s’)csc(§)

—ak;gky cos(&é 4+ s — s') csc(€)
—%kx sin(é + s — ') csc(¢)
2
—a;{z_ cos(€ + s — ') csc(¢)
—%ky sin(¢ + s — s’) csc(€)
§

——= cos(é 4+ s — ') csc(¢)
2a



i) t/—>tefﬁ_—>f_]_;

ii) mantenendo z # 2/ passiamo il limite sotto
I'integrale;

/ = Pxy2)

*P(t,x,y,z)




Posto w — iw, (k — 1x) e passando in coordi-
nate sferiche w? — —£2 cos?6, k2 — £2 sin?6 sin? ¢
dopo l'integrazione sulle variabili angolari otte-
niamo

1 1
(TH [z, 2] = o gdiag(-1,1,1,-3)  (12)

/d§ ¢3 % cosh(¢ — s — s)csch(&).

Infine, eseguendo l'integrale su & otteniamo:

1

< MV — 16 4 2d|ag(_171717_3)

2a—|—z—z’ 2 — 2
|: > a >+CH (47 >4 )]

4 (g e la funzione ¢ di Hurwitz:

C(z,B)= ) (n+p8)""
0

n=—



Nel limite 2/ — 2t si trova

2
im (T = " )diag(—1.1.1.-3
Jim )y = () diag(-1,1.1,-3)
1
- lim diag(—1,1,1,-3)
Z/—>Z+ 7T2(Z - Z/)4

v il termine che diverge nel limite di coinci-
denza puo essere eliminato ‘“sottraendo il con-
tributo dello spazio infinito (assenza di lamine)"



BACKGROUND CURVI



v_ I piatti sono rappresentati dai piani di equazioni z = 0
e z — a rispettivamente.

Il generico elemento di linea sara, (trascurando la ro-
tazione e la curvatura ) in coordinate di Fermi

ds? = —c? (1 1 ef) A2 + da? + dy? + dz2 + O(| z [2)
a
= nudztdz’ — eiczdtz, (13)
a

con € = 2ga/c?, e n, = diag(—1,1,1,1).



Dato S[Ay, x, ¥]

1 1 :
ST x 1 = [ |=3FuP = S(T94,07 4 x| Vg

4
(14)
(T') € dato da
(T) = (T3") +(T5") + (Tgn), (15)
con
1
(FpaFrp) = a'j'in)x ~ | Hagspr + Hparirp — Harpp — Hraripp
— I ppgar T Hﬁp’;Ta’ + HpT’;aﬁ’ _|_ H’rp’;ﬁa’] )
4 ; _ 1 vT 1 v T o
(T,") = x"f‘m 2 <9”pg - ZQ” g p) g 6<FpaFTﬁ>]
v ; - 1 o vT T UV v T
(Tg") = lim =29 O (g"g"™ 4 g""g"" — g g"")
(HQT’;ap + HTB’;po/)]
v : 1 Q@ o, v ro vV o
<T$Lh> = 3|3/|£n>g3 [_Zg B (g,u g ﬁ_i_g/iﬁg _g,u g ﬁ)

(H;aﬁ' + H;Ba’)}

H(x,x")
H(xz,x")

([Au(z), Av(2)]+) = Hpuw,
(Ix(@), ¥ (a)]+4).



H(z,z') = —2i[G(x,2") — G(z,2")]
La funzione G, € soluzione dell’ equazione

V _QP,;\(x)GAI/ = gud(x, x').

I'operatore d'onda PMA, e dato da:

Ao\ — s A A
PMz) = -4, + R (x),
dove [, = g*V,Vs(x).

(16)

(17)

(18)



Posto

Gy ~ GO + e D+ O(?), (19)
otteniamo
DuGoy = ¢"7VaVsGas = (177 + 6367 ) VaVi |G + G
= ol [8a35G§\?,? + €0a05G) — TG,
z
G0, -G ] - Esa,0cD.  (20)
con
o 1 ad
rﬁv — 59 (95@7 + 95,8 — gﬁv,5>

= (0802 + 0000 w7 0%83).



Pertanto, al primo ordine in e€:

0G5 = J3), (21)
06 = g, (22)
dove
IO = —nuia,a), (23)
eI = Ze (% + 5253) 5(x, 2"y 4 20717, GO
+ 9o, GO %Gfﬁ{oo, (24)

e ° = 180,05 = —2 + 92 + 92 + 92,



Le condizioni al bordo

—

E/| =0, H, =0,

S S

Al =0= A% = (48345 — ¢}, 43)|[ ;= 0.
Al primo ordine in € troviamo:

G =0, p=0,1,2, W,
S
G| =0, VvV,

S

G| =0, p=0,1,2, W,
S

0,60 =L gO vy
s 2a Vls’ ’




La soluzione del problema & (all'ordine 0 in ¢)

dwd?k . T oa o
O o _ 4 A o
GO =ny —(2w)3e W=tk E =P g (2, 2),
con
Sink(az<)SiNk(a — z
gp(z, 2 k) = ( <). ( >), 0<z2 <a,
K SiN ka
COSKlaz COSkK(a — z
gn(z,2' k) = — (az<) ( >), 0< 27 <a,

K SIiN Ka



mentre al primo ordine abbiamo:

(1? _ dwkoe_w(t—t/)—l—iE}.(fJ—f;)q) y
e (27)3 e

v_ Le funzioni di Green soddisfano le identita di Ward:

(25)

in questo modo siamo sicuri che, a quest’ordine, |I'invarianza

di gauge e esplicitamente preservata.



posto: £ =ak, s(§) = zk = % e s'(&) =7k = %f

2 cin—2
L %54(@ [—aQwQ cos(2¢ — s — s')s% + a?w? cos(s) cos(s)s® +

sin(s) (ang ((s*> =) sin(2¢ — s") + (252 — ) sin(sH)

2 (24 a®w?) (s + 5) sin(€) sin(¢ — s/))]

;3

0% = —%w sin~1(&)sin(s)((s — s') cos(&€ — §') —sin(¢é — §))
L2
Pt = a25|8n—£4(€) [a2w2 cos(2¢ — s — ') s — a?w? cos(s) cos(s')s? +

sin(s) (a2w2 ((3’2 — 32) sin(2¢ — s') + (8/2 — 252) Siﬂ(s')) -

2(£2 — a?w?) (s + §") sin(&) sin(¢ — s'))]

CDQQ’ — (Dll’
: =1
P30 — _za3w ZI;3 ) <(s' — s)cos(s) + sin(s)) sin(¢ — &)
in—1
o = IO [2 (€ — a?? (2~ 1)) cos(e — &) sin(s) +

cos(s) (csc(g) ((52 — a’w? (3’2 — 1)) cos(2¢ — s+

cos(s)(— (2a2w2 + 1) £2 4+ a?w? (8/2 - 1) +
(52 — a2w2) (s+s') Sin(2§))) +

2 (&2 - a®w?) (s + &) sin(¢) sin(s’)>]



Definito T}, ~ TLES,) + iTIE,) otteniamo, all’ordine O

, 1 2a+ z — 2/
(0)pv —
)= 16a47r2[CH(4’ 2a )
+ (4,2 _z>]diag(—1,1,1,—3>
a

720a%  2—zt w2(z — 2/)%

2 —zt

. ON% 7T2 . 1 .
lim (TH) = + Iim diag(—1,1,1,-3)



Allo stesso modo, al primo ordine in € troviamo:

lim (7MY = djag(TM00, 711 p(1)22 p(1)33y

2 —zT

+ lim diag( - #/7(= - #)*,0,0,0)

22—zt
con
7(1)00 — 2 n w2z 7 Cot(%2) CSCQ(%)
~ 120043 ' 3600 a* 240 a3
pou__ ™ wiz 7w COt() eseA(E)
" 360043 1800a* 15023

T(1)22 — T(l)ll

2
(133 — (72 (a —22))
720a%

v' gauge-breaking — ghost



ENERGIA CASIMIR

La densita di energia Casimir (p) si ottiene proiettando
(T*) lungo la quadrivelocita della placchetta:

p = (T"")upuy

con u, = (/—g00,0,0,0) di modo che

2

T
e T
g 2 w2 2 n m cot(Z) csc?(X2)
c? 1200a3® 900a* 240 a3 '

L' energia Casimir immagazzinata nella placchetta e

data da

herm? A 5ga
E= | &</=g(T")uu, = — Z (14292,
/ 9T )y 720 a3< +2c2>

dove A é l|'area della placchetta e l'integrale é stato
calcolato come valor principale.



FORZA RISULTANTE

Allo stesso modo, |la pressione sui due piatti risulta
w2 he 2 ga w2 hc 2 ga
PZ— = 1 —_ , Pz:a - - 1 — —=—
(2=0) 24Oa4( +302> (z=a) 24Oa4( 302>

troviamo, quindi, una forza risultante che punta verso
I’alto di valore

B w2 Ahg
180 ca3’




TRACCIA

Notiamo, inoltre, che dalla espressione di TH*” segue la
seguente anomalia di traccia T

h 2
=4 Tz T COt(E)CSCQ(E) .
c \160a% 24483 a a
Ancora una volta l'integrale di volume di questa densita
esiste come valor principale e il risultato e :

Y4 Tende a zero quando a — oo 0 g — O.



Conclusioni

e Questo e il primo studio del tensore energia-impulso
del campo elettromagnetico di una placchetta Casimir
in un campo gravitazionale debole;

e usando le funzioni di Green abbiamo valutato I'influenza
dell’accelerazione di gravita sul tensore confermando
un precedente risultato in cui si prevedeva una leg-
gera spinta verso l'alto da parte del campo gravi-
tazionale;

e questo risultato e consistente col fatto che I'energia
di Casimir, essendo negativa, si comporta in un
campo gravitazionale come una massa negativa;

e abbiamo messo in evidenza una anomalia di traccia
proporzionale alla accelerazione gravitazionale e che
si annulla quando la separazione tra i due piani va
all’infinito.

e Sarebbe interessante estendere queste considerazioni
nel caso di presenza di (rotazione) curvatura: or-
dine successivo;

e Capire se & possibile evidenziare sperimentalmente
I'anomalia di traccia trovata.



