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Capitolo Secondo

1. Pag. 43, riga 5 dal basso. Inserire il seguente testo:

Si puo mostrare allora che 1’equilibrio termodinamico in
queste condizioni e determinato dal seguente principio varia-
zionale:

L’energia libera di Helmholtz assume all’equilibrio il
valore minimo fra tutti gli stati che hanno la stessa
temperatura 7'.

Per dimostrare questo principio variazionale, indichiamo con
X le variabili estensive libere di variare fra gli stati virtuali, e
calcoliamo la differenza di energia libera fra lo stato di equi-
librio identificato da (7, X.q) (e dalle altre variabili estensive
tenute fisse, che sottintendiamo) e un qualunque altro stato
alla stessa temperatura (7, X). Si ha

AF = E(S(T, X), X)~ E(S(T, Xeq), Xeq)~T (S(T. X) — S(T, X)) .



Aggiungiamo e sottraiamo E(S(T), Xeq), X ). Otteniamo

AF = [ES(T,X),X)—ES(T, Xeq), X)]
+ [E(S(Tv Xeq)vX) - E(S(T, Xeq)v Xeq)]
—T(S(T,X)—S(T,Xeq)) -

Il secondo termine fra parentesi quadre e positivo o nullo
per il principio variazionale dell’energia interna. Quanto al

primo, dato che
p_ OB\
0S )«

e tenendo conto della concavita di E, otteniamo
E(S(Ta X): X)_E(S(Ta XeQ)7 X) >T (S(Ta X) - S(Ta Xeq)) :

Quindi
AF >0,

come volevamo dimostrare.
Le prime righe del paragrafo seguente devono essere sostituite da

Consideriamo adesso pit in generale la trasformata di Le-

gendre dell’energia interna E rispetto alla variabile intensiva
fi (vedi Pappendice A):

. Pag. 49, ultima riga, eq. (2.94). L’equazione corretta &
95\ _ vy ory _ov
op ), 0T - op), 08 -

. Pag. 61, riga 16. Invece di pTvTi1 leggere pTﬁ.
. Pag. 61, riga 2 dal basso. L’equazione corretta ¢ la seguente:

aT ) o Mmold
S

— 1—~7h.
o kB( 7)

. Pag. 62, riga 8 dal basso. Invece di “cinetico” leggere “stechiome-
trico”.



Capitolo Terzo

1. Pag. 80, riga 13, eq. (3.14). L’equazione corretta &

E
S(E) = kgln / dE' eSE)/ ks

E-AFE

2. Pag. 90, riga 6 dal basso, eq. (3.47). L’equazione corretta e

- () [5 ()]}

3. Pag. 95, Paragrafo 3.12. Deve essere sostituito dal testo seguente:

3.12 Ensemble canonico

Il caso di gran lunga piu importante e quello in cui la
variabile intensiva che vogliamo introdurre e la temperatura,
e quella estensiva e 1’energia interna. In questo caso,
supponiamo di mettere in contatto il sistema a cui siamo
interessati, che indicheremo con S e chiameremo “sistema”,
con un sistema molto piu grande, che indicheremo con R e
chiameremo “riserva”. Sistema e riserva possono scambiarsi
liberamente energia. All’equilibrio, essi avranno la stessa
temperatura: tuttavia, poiché la riserva € molto piu grande
del sistema, possiamo supporre che la sua temperatura non
varii, indipendentemente dalla quantita di energia
scambiata con il sistema. In questo modo abbiamo imposto
al sistema un valore fissato della temperatura. Vogliamo
essere messi in grado di calcolare i valori medi di qualunque
osservabile A relativa al solo sistema S. Per farlo,
osserviamo che lo stato del sistema globale (SUR) & definito
dalla coppia (zgs,xR), dove xg € il punto rappresentativo del
sistema e xg quello della riserva. Quindi applicando la
regola derivata nel capitolo precedente, otteniamo:

1
at = — / dzg dagr A(xs). (3.66)
INR



La regione I' & definita dal valore E dell’energia interna
totale, e dai valori delle altre variabili estensive che non
specificheremo. Riscriviamo l'integrale come segue:

(A) = % /dxs drg A(vs) 0 (H® (zg) + H® (vg) — HO) (g)) .

(3.67)
Questo integrale puo essere riarrangiato nella maniera
seguente:
1
A) = T /dxs A(zxs) x/de ) (H(R)(xR) —(FE — H(S)(xs)) :
(3.68)

L’integrale in dxg che appare in questa equazione e il
volume dello spazio delle fasi accessibile alla riserva quando
la sua energia interna assume il valore £ — H®). Questa
quantita puo essere messa in relazione con l’entropia:

[ e (0 ) — (B B ) = exp |15 (E — 1)

(3.69)
Ricordandoci che il sistema e molto piu piccolo della
riserva, possiamo sviluppare I’esponente in serie di Taylor:

1 1 1 9S™®
exp l%S(R)(E - H(S)(xs)] ~ exp lgS(R)(E)] exp {—g 9B
3.70

H® (xs)] .

E

Notiamo a questo punto che 9S®) /OE®) = 1/T e che nelle
nostre ipotesi questa quantita e fissata. Possiamo quindi

scrivere:
H®)
= —/dxs (xs) eXp( kB¥S))' (3.71)

La costante di normalizzazione Z ¢ chiamata funzione di
partizione e vale:

Z = /d:z:s exp (—%) . (3.72)

Vediamo che adesso possiamo integrare liberamente su
tutto lo spazio delle fasi del sistema, ma che le diverse
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regioni dello spazio delle fasi vengono pesate
proporzionalmente al fattore

o (H20) .

che ¢ chiamato fattore di Boltzmann. Possiamo
interpretare questo fattore come densita di probabilita di un
certo punto nello spazio delle fasi. Abbiamo cosi definito
una nuova distribuzione di probabilita, cioe un nuovo
ensemble, che e chiamato ensemble canonico. Affinché
questi risultati siano compatibili con quelli che abbiamo
ottenuto con ’ensemble microcanonico, € necessario che il
contributo alla media di A provenga dalla regione dello
spazio delle fasi in cui I'energia interna del sistema assume
il valore di equilibrio. Per mostrare che le cose stanno cosi,
riarrangiamo l'integrale secondo i valori dell’energia interna.
Tralasceremo d’ora in poi gli indici S, perché considereremo
esplicitamente solo il sistema. Otteniamo dunque:

(A) = %/dE/dx 0 (H(z) — E) A(x) exp (_kBiT> :
(3.74)
L’integrale in x ¢ proporzionale al valore medio
microcanonico di A, che indicheremo con a*(F), nello stato
in cui l'energia interna ha il valore E. Il fattore di
proporzionalita e il volume corrispondente dello spazio delle
fasi, che possiamo esprimere mediante ’entropia. Quindi
questo integrale puo essere scritto:
/ /
(A) = %/dE' a*(E") exp (—%ﬁ(m) :

Poiche a*(FE) varia lentamente, I'integrale ¢ determinato dal
comportamento dell’esponenziale, in cui compaiono le
funzioni estensive E’ e S. Calcolandolo mediante il metodo
del punto di sella (vedi app. B), ci accorgiamo che esso ¢
dominato dalla regione in cui £’ ~ E*, dove E* ¢
I'estremale di £ — T'S(E) e quindi soddisfa:

oS 1

E*

(3.75)
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Possiamo cosi identificare E* con il valor medio
termodinamico dell’energia, cioe con 'energia interna. Il
contributo degli altri valori di F cala rapidamente a zero
non appena F’ — E* diventa dell’ordine di N1/2.
Considerando l'integrale che definisce la funzione di
partizione abbiamo

B —TS(E")Y F

Essa e quindi collegata all’energia libera di Helmholtz,
espressa nelle relative variabili naturali. Quindi la
conoscenza della funzione di partizione ci permette di
ricavare la termodinamica.

4. Pag. 100, riga 3 dal basso, eq. (3.93). L’equazione corretta &

(4) — % /F dendzs Alzs)
_ ﬁ / drs A(zs) / dar 6 | XV (ar) - (X = X (a))]
— ﬁ / dzs A(zs) exp {ésm) <XZ- _X;S)(xs))]

1 / dws Alzs) exp( - 885)(: X )(xs))

= —/dxs (xs) exp(fzk;(T )),

5. Pag. 102, seconda riga dal basso, eq. (3.100). L’espressione
corretta e

12

N 1 N .
H [Z €xp <kB—T ZZ:; uhoi>] — [euh/kBT + e—uh/kBT]

=1 o

Cioe non sono presenti le parentesi graffe nel’indice della sommatoria.

6. Pag.104, eq.(3.109) L”espressione corretta

<H2> - <H>2 - - %-?) p/ksT = kg T [35) + %)T g_éi)p/kBT}
= kT* [58), — 5 5007 57),] = heT?Cu
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Aggiungere dopo l'equazione [3.110] il seguente testo:

Per ottenere ’espressione nella seconda riga, si puo te-
nere conto del fatto che, nell’ensemble p-T', le fluttuazioni
dell’energia interna sono indotte amche dalle fluttuazioni di
volume. Quindi una piccola fluttuazione 6V di volume pro-
voca una corrispondente fluttuazione OF /0V')r §V dell’ener-
gia. Di conseguenza il primo termine dell’espressione [3.109]
corrisponde alle fluttuazioni di H a volume costante, e il se-
condo termine corrisponde al contributo delle fluttuazioni di
volume, ciot a dE/0V)2 ((V2) — (V)?), come si pud vedere
confrontando con la [3.110].

Aggiungere inoltre

Esercizio 3.1 Utilizzando le relazioni di Maxwell e 'espressione p =
—0F/0V)r della pressione, mostrare che il terzo e quarto membro della
[3.109] sono identicamente uguali.

7. pag.106, eq.(3.123). L’equazione corretta e

b omz )
1
o(mr)) .
kB
8. pag.108, eq.(3.135). L’equazione corretta e
X, 1
Inp, =220 InZ=—(fX,~ TS — f(X)).
npy =~z = (f S —f{X))

9. pag.109, eq.(3.136). L’equazione corretta e

1 S

<1npu> = Zpu lnpu = k’B—T (f <X> —T5— f<X>) = 7



Capitolo Quarto

1. Pag. 116, riga 7, eq. (4.11). L’equazione corretta &
th > hu)() "
¢ = oo () S (57|
th 1 hu)() -1
= eX — — eX — .
P\ " 2ksT P\ kT
2. Pag. 118, riga 10, eq. (4.15). L’equazione corretta

Z = H Z exp{ (kgT)~ Z [n(k,&) + ﬂ hw(k,&)} :

{k,a} n k,a

3. Pag. 118, riga 15, eq. (4.16). L’equazione corretta

InZ = Z{ T 1n{1—exp(—kz—°;)”.

4. Pag. 118, riga 18, eq. (4.17). L’equazione corretta &

InZ = /Ooo dw§5(u} — w(k,q)) {_QZ:T ~In l1 —exp (—IZ—?)} }

5. Pag. 118, riga 5 dal basso, eq. (4.19). L’equazione corretta &

% & hw hw
InzZ = —— 2y —In|1-— —_ )
n2= i [ et g e (57|

6. Pag. 144, riga 9 dal basso. La riga corretta e

funzione di partizione canonica per delle particelle indipen-
denti:

7. Pag. 138, riga 12. Prima del paragrafo 4.4 (Condensazione di Ein-
stein) introdurre il seguente sottoparagrafo



4.3.3 Derivazione variazionale delle statistiche di
Fermi e Bose

Statistica di Fermi. Supponiamo di avere un sistema di N
fermioni, ognuno dei quali puo trovarsi in uno stato di
singola particella 7 cui e associata ’energia ¢;. Vogliamo
valutare il valor medio n; del numero d’occupazione dello
stato 7. Sebbene questo problema possa essere piu
facilmente risolto nell’ensemble gran canonico, e istruttivo
ottenerlo sfruttando il principio variazionale degli ensemble
generalizzati. In questo caso, lo stato del sistema e
univocamente definito dall'insieme {iy, ..., iy} degli stati
occupati. Poiché la probabilita d’occupazione dipende alla
fine solo dall’energia ¢; dello stato, raggruppiamo gli stati di
singola particella in gruppi tali che il numero di stati G; che
si trovano nello stesso gruppo j sia grande, il numero di
particelle IV; che si trovano nel gruppo j sia parimenti
grande, ma che 'energia di tutti gli stati che appartengono
al gruppo j sia praticamente uguale. Quindi ’ensemble e
ben definito quando siano noti, per ciascun gruppo j, il
numero di stati G, I'energia corrispondente ¢, e il numero
medio d’occupazione n; = N;/G;. Fissato N;, il numero di
modi in cui possiamo distribuire le particelle all’interno del
gruppo j e chiaramente dato da G;!/N;!{(G; — N;)!, che
corrisponde al numero di modi in cui e possibile scegliere gli
N; stati occupati fra i G; possibili. Il logaritmo di questa
quantita e dato da

s; = =G, [Inn; +1In(1 —n;)],

come si ottiene applicando la formula di Stirling. L’entropia
di Shannon associata alla distribuzione {n;} ¢ data da

S = ZSJ‘ = _kBZGj [lnnj +111(]. — n])] .
j -

J

Vogliamo cercare il massimo di questa espressione rispetto a
n;, con le condizioni

ZN]:ZG]W/]:N, ZG]'GJ'TL]':E.
J J J
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Introducendo i moltiplicatori di Lagrange a e [ otteniamo
I’equazione

"

ni
l—nj

che ammette come soluzione

1 :Od—ﬁtfj,

1
nj = e—atBe 4 17
Questa e la distribuzione di Fermi, espressa in funzione dei
parametri « = pu/kgT e B = 1/kgT.

Statistica di Bose. Consideriamo adesso un sistema di NV
bosoni, e procediamo di nuovo al raggruppamento degli
stati di singola particella. In questo caso il numero di modi
in cui ¢ possibile disporre le IV; particelle nei G stati ¢ dato
dal numero di modi in cui gli /V; stati possono essere scelti
con ripetizione. Questo numero puo essere valutato
considerando che esso ¢ uguale al numero di modi di
ripartire N; biglie identiche in G scatole. Indichiamo una
disposizione di questo tipo nel modo seguente:

|oeo|o||e oo etc,

dove le barre verticali delimitano successivamente la prima,
la seconda, ..., la n-esima scatola e i puntini rappresentano
le biglie. Abbiamo in totale IV; palline e G 41 barre, ma la
posizione della prima e dell’'ultima barra sono fissate
rispettivamente all’inizio e alla fine della sequenza. Quindi
il numero di disposizioni e pari al numero di modi in cui
possiamo porre le N; palline fra N; 4+ G; — 1 posizioni
possibili. Questo numero e pari a

(N; + G; — 1)!I/N;{(G; — 1)! e il suo logaritmo ¢ dato da

sj = —G;[(1+n;)In(1 +n;) —n;jInng],

dove n; = N;/G; ¢ il numero d’occupazione medio.
L’entropia di Shannon associata a questa distribuzione e
quindi

S = Zsj = —kBZGj [(14+n;)In(14+n;) —n,;Inn,|.
J J
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Ottimizzando questa espressione con i soliti vincoli

otteniamo .

nj= ———.
T ematfey

Interpretando « e 5 come sopra otteniamo la distribuzione
di Bose

1
"= elei—w)/ksT _ 1’

dove si e supposto che

< mine;,
j
perché le n; non siano negative.

8. Pag. 135, equazione [4.92] L’equazione corretta &
N =2 [Cae S piem) = v iRf e — -2y [ de ()
0 0

9. Pag.139, eq.[4.111] L’equazione corretta e

h? P i
T<Ty= :
<Zo 2mmkg ((28 + 1)¢d/2(1))

Capitolo Quinto
1. Pag.175, equazione (5.65). L’equazione corretta &

Z(K) = (coshK)QNZ H (1+0,0jtanh K) .

o <ij>
2. Pag.175, equazione (5.66). L’equazione corretta ¢

Z(K) = (cosh K)* Z Z 191 H o
o g i

3. Pag.175, riga 17 ed equazione (5.67). nella frase “si avra un
contributo pari a” l'espressione corretta & (cosh K)*V#l9!. L’equazione

corretta e .
Z(K) = 2" (cosh K)*™» "9,
g
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4. Pag.176, eq.(5.71). L’espressione corretta e

;1 1 1
Z(K) =K'~ g(K)=——_7(K).
(K) = SF o 7 2 ) = mmamyy 2 )

5. Pag.177, quarta riga del paragrafo 5.12. Invece di “La presentia-
mo chiaramente” leggere “Chiaramente, la presenteremo”.

6. Pag.181, quinta riga dopo ’equazione (5.87). Inserire il seguente
testo:

Si puo dimostrare questa relazione ponendo
(ef) = &) (=10,

e sfruttando la nota disuguaglianza (equivalente a z > In(1+

x))

e’ >1+x.

Si ottiene cosi
(ely >N (1+ 1+ f—(f))) =eT.
Modificare le tre righe successive come segue:

Consideriamo per esempio una variabile x che puo as-
sumere soltanto due valori: x; con probabilita p e x5 con
probabilita (1 — p). Al variare di p tra 0 e 1, (x) puo assu-
mere un qualunque valore compreso fra 1 e x,, e e!® sard
il valore della corrispondente ordinata nel grafico di exp(z)
(vedi figura). D’altra parte, il valore di (e”) sara il valore del-
la corrispondente ordinata nel grafico della funzione lineare
pe® + (1 — p)e*2. Poiché la funzione esponenziale & concava,
il grafico di questa funzione si trova sempre al disopra del
grafico di exp(z) nellintervallo (xy, z3).

7. Pag.182, eq.(5.96). L’equazione corretta & la seguente:

mCJ + h = kgT tanh ™' m,
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exp(x2) r

exp(x)

<exp(x)> r

exp(<x>) r

exp(x1) r

x1 <> X2

Figura 1: Concavita della funzione esponenziale. Il grafico di (e”) si trova
sempre al disopra del grafico di e/® quando x puod assumere uno fra due
valori.

8. Pag.191, eq.(5.145). Il numero dell’equazione deve essere portato
alla riga seguente. Di conseguenza le equazioni dalla (5.146) alla (5.193)
vengono rinumerate sottraendo 1 al loro numero: (5.146) — (5.145)
ecc.

9. Pag.192, eq.(5.148), prima riga. Il segno dell’ultimo membro &
sbagliato. La sua espressione corretta e

kpT? =—=| .
oT |,

10. Pag. 195, prima riga. Correggere “I’espressione [5.156” in “I’espres-
sione [5.155]”.

11. Pag.195, 10 riga. Correggere “formula [5.156]” in “formula [5.155]".

Capitolo Sesto

1. Pag.201, nota in limine. La citazione deve essere attribuita a J. A.
Wheeler.
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. Pag.204, riga 8 dal basso. Sostituire “la trasformazione in linea di
principio” con “la trasformazione e in linea di principio”.

. Pag.205, righe 11 e 12 dal basso. Sostituire “spin indice pari” con
“spin di indice pari”.

. Pag.210, riga 8. Sostituire il paragrafo “Per migliorare la nostra
approssimazione. .. a quella dovuta a K’ e K;” con

Per migliorare la nostra approssimazione dobbiamo tenere
conto in qualche modo anche delle altre interazioni. Tuttavia
non siamo in grado di iterare la trasformazione se nella no-
stra hamiltoniana compaiono altre interazioni, come quelle a
secondi vicini. Quindi dobbiamo trovare una maniera di pro-
iettare la trasformazione [6.35-37] sull’asse delle interazioni a
primi vicini, in modo da tenere conto almeno in parte dell’ef-
fetto delle altre interazioni. Non c¢’e¢ una maniera sistematica
di farlo, e il procedimento sara convalidato dai risultati che
troveremo. Una scelta che si e rivelata accettabile e quella di
trascurare l'interazione a quattro corpi e di scegliere il coef-
ficiente dell’interazione a primi vicini in modo che 'energia
dello stato fondamentale sia uguale a quella dovuta a K’ e
Kli

. Pag.212, riga 8. Sostituire “quantita che esce piu direttamente dal
calcolo.” con “quantita che si ottiene piu direttamente dal calcolo.”

. Pag.212, eq.[6.52]. L’equazione corretta &
00 1 .

~H{gi} = Z mKé’il),---vin}gbil Dy
n=1

. Pag.214, riga 17. In effetti, se avessimo scelto un altro valore di ¢
non avremmo ottenuto un punto fisso nello spazio delle hamiltoniane
che stiamo considerando.

. Pag.221, riga 10 dal basso. Sostituire il paragrafo “Riscalando
i campi ¢ di un fattore 1/v/ N, questa espressione si puo riscrivere
come” con il seguente testo:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Il valore delle componenti di Fourier ¢, dipende dal nu-
mero N di spin che compongono il sistema, come si vede dalla
[6.91]. Per poter passare al limite termodinamico, & opportu-
no ridefinirle in modo da rendere il loro valore indipendente
da N, cosa che si ottiene riscalandole di un fattore 1/ V/N.
L’espressione che precede assume allora la forma

Pag.222, eq.[6.105]. L’espressione corretta e

1

M= /m/bA(k) bk On.

La riga seguente deve essere soppressa.

Pag.227, riga 6 dal basso. Sostituire la frase “ottenere la formula
di ricorrenza all’ordine seguente in u.” con “valutare le trasformazioni
[6.133-135] e in particolare il valore di «’ all’'ordine successivo in u.”

Pag.227, riga 5 dal basso. Sostituire la frase “Se otterremo un’e-
spressione della forma” con “Otterremo cosi un’espressione della for-
ma”. Dopo la formula [6.136] la frase “possiamo aspettarci di deter-
minare il punto fisso u* nella forma” va sostituita con “che implica

lesistenza di un punto fisso u* dato da”

Pag.229, ultima riga, eq.(6.141). L’espressione corretta &

u' = b4t [u — 4(n + 8)u? / ’ GQ(q)] :

q

Pag.231, riga 1. La frase “in questo caso. ..con u* > 0.” va sostituita
con

in questo caso il punto fisso gaussiano diventa instabile,
ed appare un nuovo punto fisso stabile con u* > 0.

Pag.234, riga 7. Alla frase “Supponiamo che ...a = 1,...,m
aggiungere ‘e A, =0pera=m+1,...,n.”

9

Pag.235, riga 9. La frase “Teniamo presente che b = e.” va sostituita

con “Ricordiamo che fattore b di riscalamento delle lunghezze e dato
da b =et”
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16. Pag.242, riga 6 dal basso. Nella frase “e stabile per n < n, =
4 4+ O(e), mentre vale il contrario per n > n..” bisogna invertire il
segno delle diseguaglianze.

Capitolo Settimo

Paragrafi 7.1 e 7.2. Risulta pili conveniente definire 'integrale sulle con-
figurazioni Qn[v] in modo che abbia le dimensioni L, dove d ¢ la dimen-
sionalita dello spazio. Questo implica un certo numero di modifiche che sono
riportate nel seguito.

1. Pag.251, eq.(7.4). L’ultimo membro ha per espressione

1
m/\_gNQN[U] .

2. Pag.252, eq.(7.6). L’equazione corretta e

1
3
/IldrZ exp{ kBT

3. Pag.255, eq.(7.14). L’espressione corretta

W((x)) = N / H d*r; exp {

4. Pag.255, eq.(7.16). L’espressione corretta e

N

Z (r:) +U({r})

} |

Zv ri)+U({r})

3

POz, ... ) = [Qn[v]™ N(N—l)-~-(N—€—|—1)/ H d*r;

i={+1

6£QN[U]
dv(xy) -+ - ov(xy)

N

> u(r) +U{r})

5. Pag.255, eq.(7.17). L’equazione corretta &

pO(xy,... @) = (—ksT)" [Qu[v]] !
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6. Pag.256, quinta riga. La frase fra parentesi deve essere soppressa.

7. Pag.257, eq.(7.23). L’equazione corretta &

Qy — / drys / drip - / drys exp{——U({r})}
= yN /dgn /OdéNgexp{——U({Lé})}

8. Pag.257, eq.(7.24). L’equazione corretta &

OInQy VN ! ! OU({L¢&Y)
L oL _3N_I€B—T[QN] /0 dfn"'/o déns LT eXp{—kB—TU({Lf})}-

9. Pag.257, eq.(7.26), ultima riga. L’espressione corretta &

Voo [T .5 Ou
QkBTp/o drrag(r).

10. Pag.258, Esercizio 7.1. Manca il segno di vettore alla variabile
d’integrazione.

= 3N —

Capitolo Ottavo

1. Pag.309, eq.(8.67). L’espressione corretta e

L
mis = L™H77% <—
§
La frase “dove Q(x) e una funzione di scala e abbiamo sfruttato...”,
deve essere sostituita da “dove abbiamo sfruttato...”.

) = L7 X(LIT = Tel").

2. Pag.309, riga dopo 1’eq.(8.68). L’ultima espressione deve essere
corretta in my L2

3. Pag.310, figura 8.1. Le espressioni “slope” all’interno della figura
debbono essere sostituite con “pendenza”.

4. Pag. 313, riga 19. Sostituire le due occorrenze di “otto” con “quat-

7

tro”.
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Capitolo Nono

N:B. I primi tre paragrafi del capitolo dovrebbero essere sostituiti dalla nuo-
va versione (disponibile online). Tuttavia e possibile applicare intanto le
correzioni qui riportate.

1. Pag. 319, riga 7, paragrafo 9.3. Deve essere sostituito dal seguente
testo:

9.3 Equazione di Fokker-Planck

Consideriamo adesso 1’evoluzione della nostra particella
browniana su una scala di tempi molto maggiore di Trejax-
Per fissare le idee, consideriamo dapprima il moto in una
dimensione, che indicheremo con z. In un intervallo di
tempo dt, la particella subisce uno spostamento aleatorio
0x, di media nulla e di varianza pari a 2Ddt. Supponiamo
che a un certo istante t la probabilita di trovare la particella
fra e x + dx sia data da p(z,t) dz. Vogliamo sapere come
evolve la densita di probabilita p(z,t) con il passare del
tempo, a causa del moto browniano.

Per il principio delle probabilita totali, la probabilita

p(x,t + dt) dx che la particella si trovi, all’istante ¢ + dt, fra
x e x4+ dzx, e data dalla somma su tutti gli intervalli

[2', 2" + da'] della probabilita p(z2’,t) dz’ che essa si trovasse
entro quell’intervallino all’istante ¢, per la probabilita
condizionata P(x,t + 0t | ', t) da che essa si trovi
nell’intervallino [z, z + dz] all’istante ¢ + 0t, dato che si
trovasse in 2’ all’istante ¢.

Per i risultati del paragrafo precedente, P(x,t + 6t | 2/, t) &
una gaussiana centrata in z’, con varianza pari a 2D dt,
indipendente da z’:

' -1/2 (- x’)2

Otteniamo cosi

p(z,t+ 0t) = (47D (5t)_1/2/d3:/ exp o) p(',1).
’ 4D 6t ’
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Per 6t piccoli, anche Az = x — 2’ sara piccolo. Possiamo
quindi sviluppare p(2’,t) in serie di Taylor rispetto a Az
attorno a 2’/ = x, ottenendo

2
px, t+0t) = <p(3:,t) — Az 9 + 1A31:2 p

ox'|,_, 2 (02| ,_,
(9.21)
dove la media e valutata rispetto alla distribuzione
gaussiana (9.19). Calcolando la media otteniamo
9?p
t+0t) = t Dt —.
plo,t +6t) = plo,t) + Dot =0
Dividendo per dt e passando al limite per 0t — 0, otteniamo
'equazione soddisfatta da p(z,t):

0 0?

Tenendo presente che le tre componenti dello spostamento
sono indipendenti, e che quindi, per 7 # j, si ha

((z; — ) (z; — a})) =0, (9.22)

e facile vedere che la corrispondente equazione per la
densita di probabilita p(r,t) nello spazio & data da

Ep(’r, t) = DV?p(r,t). (9.23)
Essa ha la forma dell’equazione del calore, e in questo
contesto e chiamata equazione di diffusione.

Per considerare 'effetto dell’appicazione di una forza sul
movimento della particella browniana, ¢ conveniente
procedere in maniera leggermente differente. In effetti, in
questo caso, la media degli spostamenti Ax =z — 2
dipende dal punto di partenza x’. Nella derivazione che
segue, terremo anche conto della possibilita che la varianza
di Az possa dipendere da 2/, anche se questa situazione non
si verifica per la particella browniana. Torniamo quindi a
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considerare il moto in una dimensione, e supponiamo che
sulla particella venga esercitata una forza F'(z), generata da
un potenziale U(x):

dU

F(z) = o (9.24)
Quindi il valor medio dello spostamento dx = = — 2/
nell’intervallo di tempo ¢ non sara nullo in generale. In
assenza della forza aleatoria, la particella raggiungerebbe
presto (su tempi dell’ordine di Tye1ax) un regime in cui e
animata dalla velocita limite vy, = F/A. (Stiamo
implicitamente supponendo che F' non vari troppo
rapidamente su distanze pari a vy, Trelax, cioe la distanza
tipicamente percorsa in un tempo Tyeax.) Nelle nostre
ipotesi abbiamo dunque, per Traa.x << 0t, € purché 0t non sia
troppo lungo,

F /
(62) = Uy Ot = ()\1: )6t + O (6t?) ; (9.25)

(02*) = 2Ddt+ O (6t7). (9.26)

Dal confronto fra queste espressioni vediamo che, perché si
2 . o\ .

possa trascurare (0x)” rispetto a (dz*), si deve supporre
6t < D/vi . T momenti ulteriori di Az sono di ordine
superiore in 0t e possono essere trascurati.

Introduciamo adesso una funzione f(z) arbitraria e
consideriamo ’evoluzione nel tempo del suo valor medio

(), = / da f(z) p(a.t).

Si ha ovviamente

d(f), _ /dx f(x) %p(z,t). (9.27)

Valutiamo (f), s,

(Mivsr = /dx f(x) /dx’ Pz, t + 0t | ', t) p(a',t).

20



Introduciamo Ax = x — 2’ e scriviamo questa espressione
nella forma

(s = /dx//dAx f(@' + Ax) Pz, t + 0t | 2/, t) p(2, 1).

Fissato 2/, possiamo sviluppare f(2’ + Ax) in serie di
Taylor di Az, ottenendo

Fivsr /dx /dA:zc ( N+ Az f'(a) + %(Am)Qf//(x/)+...

X Pz, t + ot | 2 t) p(a,t).

Integrando su Az, sempre a z’ fissato, otteniamo

oo = [ @0 (F) 4 @0 7@+ 5 (B0, 70 +

dove abbiamo definito
(Az),, = /dAx Az Pz’ + Az, t + 0t | 2, t);
((Az)*) , = /dA:z: (Ax)? P(a' + Az, t + 60t | 2/, t).
Integrando per parti rispetto a 2’ otteniamo
/ / / a /
<f>t+5t = dw f(l‘) p(l‘ 7t) a i ((AZL‘> (I ,t))
3 (QaP), o'+

Sostituendo a (Ax) , e a ((Az)?)_, le loro espressioni date
da (9.25,9.26) otteniamo, a meno di potenze ulteriori di dt,

D = [t 1) [0ttt 37 (=5 ) o))

2

9 :
+ 4t W (Dp(z ,t))} :
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Confrontando con la (9.27), poiché la funzione f(z) &
arbitraria, otteniamo

%p(x,t) _ _a% K?) p(z,1) — % (D p(x,t))] (9.28)

Questa equazione e detta equazione di Fokker-Planck.
E facile ottenerne la forma valida per tre dimensioni:

dp F

—=-V.|—-V (D . 9.29

=V VD) (9.20)
Vediamo che I'equazione ha la forma di un’equazione di
continuita per p(r,t):

9 _

o =~V 3. (9.30)

dove la corrente di probabilita 7 ¢ espressa da

j=5p-V(Dp). (9.31)

All’equilibrio termodinamico, non solo la p(r,t) deve essere
indipendente dal tempo, ma anche la corrente 3 deve
annullarsi. Questa condizione corrisponde, nel nostro
contesto, al principio del bilancio dettagliato che
avevamo discusso nel capitolo sulla simulazione numerica.

Ricordando che F' = —V U, otteniamo cosi
1 D
Vpeq = D—)\ Fpeq = —X (VU) Peq- (932)

Ricordando che per la relazione di Einstein si ha
D = kgT/\, otteniamo

pea() o €xp (—%) | (9.33)

in accordo con la distribuzione di Boltzmann.
Notiamo che la corrente di probabilita 3 e costituita da due
termini:
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(a) La corrente g, = pVU/A, dovuta a (0r), e quindi detta
corrente sistematica: essa e presente anche in
assenza di fluttazioni.

(b) La corrente j, = —DVp, dovuta al moto browniano.
Essa ¢ presente a causa delle fluttuazioni (D o kgT') ed
¢ chiamata corrente di diffusione.

Il principio del bilancio dettagliato impone che all’equilibrio
i due termini si cancellino.

. Pag.323, eq.(9.43). L’espressione corretta &

_ +oo )
Clk,w) = /_ dt elwtC(k,t)ZC(k,O)%.

. Pag.324, eq.(9.50). L’espressione corretta &

2pDk?

Ck,w) = m

. Pag.336, eq.(9.119). L’espressione corretta e
hg(t) = A(ngO(—t) eet.

Nella riga seguente, dopo “dove € € un numero positivo molto piccolo”,
aggiungere “e |\| < 1.”

. Pag.336, eq.(9.120). L’espressione corretta e

0, = -2 [ L xxg ) e
Yt kgT ) de T ‘

. Pag.336, eq.(9.121). L’espressione corretta e

W = o [t X = 2| [ xen e

re [ ar x| = 27 cx o) +o.
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Capitolo Decimo

1. Pag.385, eq.(10.134). L’equazione corretta &

B(E) = / L P

— 00

2. Pag.385, eq.(10.135). L’equazione corretta e

_d
dE*

Pu(E*) = MP(E")[1 — ®(E")" ' = [1—oE)".

Appendice A

7

1. Pag.404, terza riga dal basso. La frase “Supponiamo...” deve

essere corretta in “Supponiamo che la f(z,§) sia concava.”

2. Pag.405, terza riga dall’alto. La frase “Questa proprieta...” deve
essere corretta in “Questa proprieta segue facilmente dal fatto che,
poiché la f e concava, essa si trova sempre al di sopra della tangente.”

3. Pag.405. Inserire la seguente figura:
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Didascalia: Definizione geometrica della trasformata di Legendre g(p) =
f(z(p)) — px(p) come intercetta della tangente in (x, f(z)) al grafi-
co di f(x). Per una funzione f(x) concava, la curva si trova sempre
al disopra della tangente, il che corrisponde al principio variazionale

g(p) < f(x) — xp, V.

Appendice B

1. Pag.410, riga 10 dal basso. La frase “questa proprieta... regione”
deve essere corretta in “questa proprieta puo essere estesa da questa
regione”.

2. Pag.411, riga 13 dall’alto. Correggere

(=

in

Appendice D

1. Pag.423, riga 11. L’ultima occorrenza di W deve essere con carattere
sans serif: W.
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