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| ntroduzione

« Ho scelto questo argomento in primo luogo
perché costituisce un’interessante
combinazione di matematica a primavista
molto astratta e di applicazioni assai concrete

* A partire dalla definizione dei numeri primi
(Sono numeri interi e positivi che hanno
come divisori solo I’unita e sé stessi) sarebbe
possibile tenere unalunga trattazione ..., ma,
per ovvi motivi, cerchero di essere sintetico!

RSA: Rivest, Shamir, Adleman

« Algoritmo che sfruttal’esponenziale modulare e la
complessita computazionale della fattorizzazione

m c m
TX (m*e)mod n (c*d)mod n RX

Generazione chiavi

p.q numeri primi
e,n: chiave pubblica n=p*q d.n: chiave privata
r=(p-1)"(g-1)
d primo con 1
e=(1/d)mod f




RSA: Robustezza

« Larobustezza di RSA s basa sulla difficolta di
scomporre in fattori primi n, qualora n sia
generato dal prodotto di due grandi numeri
primi.

« f(N=(p-1)*(q-1) €& la funzione di Eulero
(numero di interi inferiore an e primi con esso)
Con RSA la cifratura € a blocchi di m. La
lunghezza in binario di m deve essere minore
di n.

RSA: Sicurezza

» Lasicurezzadi RSA consiste nell’essere una
funzione “one way”, nel senso cherisultafacile
da calcolare (esiste un algoritmo veloce) , ma
difficile dainvertire (non esiste, o si crede che
non esista, un algoritmo veloce).

difficile




RSA: Conclusioni

« Laragione di tutto cio risiede proprio nel fatto
che effettuare una moltiplicazione tra i due
numeri p e q risulta semplice e veloce
(operazione di codifica N = pQ), viceversa la
divisione in fattori primi e difficile se non s
conosce la chiave (operazione di decodifica
molto lunga). facile

qﬁ?;N
A W 4

difficile

P =Pq

Cenni Storici Aol

 Trale piu antiche testimonianze troviamo
sicuramente quella degli Antichi Greci, i quali,
per primi, dimostrarono che: “Ogni intero e
esprimibile come prodotto di primi.”

« In particolare, Euclide (350-300 a.C.) é stato il
primo a dimostrare che: “I numeri primi non sono
un numero finito”. Dimostrazione presentata da
Euclide nel 1X libro degli Elementi.




Crivelo di Eratostene

« Eratostene (275-195 a.C.) inventd un metodo per
determinare i numeri primi, di cui segue un
semplice esempio.

« Determiniamo i numeri primi tra 2 e 20, per farlo
cancelliamo primatutti i multipli di 2 e poi di 3
2345678 1011121314 1617181920
|| procedimento termina con |I’eliminazione dal
setaccio dei multipli di 3 perche 3 €l massimo
intero primo il cui quadrato non supera 20.
235711131719

Fermat

« Fermat (1601-1665) pensa di aver trovato
una formula che produce solo numeri primi
ennesimo numero di Fermat 2 +1

 Purtroppo per n maggiore o ugualea5s la
formula perde valenza, e pertanto i numeri di
Fermat non hanno prodotto che 4 numeri
primi




Beffadi Fermat

« Ogni numero primo avente laformadi 4n+1
puo essere scritto in modo unico come la
sommadi due quadrati (per n=7, 29=2"+5"
).Sebbene sostenga di possedere la
dimostrazione, tralasciadi mettere per
iscritto la maggior parte dei dettagli.

 Per0 egli dimostra quello che e conosciuto
comeil piccolo teoremadi Fermat: Siap un
numero primo ed n relativamente primo con
p. Allora »® '=1mod p

M ersenne

« Mersenne (1588-1648) riprende laformuladi
Fermat, |la modifica, e ne elabora una molto piu
efficace non per scoprire tutti i numeri primi, maun
elenco maggiore: 2"-1 i numeri primi dati dalla
formula precedente, per particolari valori di n sono
noti come primi di Mersenne.

» Mersenne afferma che per valori di n non superiori
a257,2" -1 eprimo seesolo se
n=2,3,5,7,13,19,31,67,127,257

* | matematici ritengono i numeri di Mersenne
infiniti, tuttavia manca ancorala dimostrazione
dellaveridicitadi questa affermazione




Eulero

 Eulero (1707-1783) dimostra come abbiamo gia
visto chelaformuladi Fermat ( 2*+1) perde di
validita per n>4

» Inoltre scopre un algoritmo attraverso cui &
possibile ricavare alcuni numeri primi: x +x+41
sostituendo, infatti, ad X i numeri compresi tra0 e
39, si ottengono alcuni numeri primi.

» Considerando poi laformula X Hxtg o § accorge
che, scegliendo 9=2,3,5,11,17 si trovano numeri
primi per ogni valore di x compreso tra0 e g-2

Goldbach

« Goldbach (1690-1764), in unalettera ad Eulero,
propone due congetture

 Laprima afferma che ogni numero dispari maggiore
di 5 puo essere scritto come sommadi 3 numeri
primi: 7=¢,+tg,+qs doven e un numero dispari
maggioredi 5e ¢:,4¢,. s Sono numeri primi

« Laseconda che ogni numero pari maggiore di 2 puo
essere scritto come sommadi 2 numeri primi:
n=¢,t4¢, un numero pari maggioredi 2,e 4¢:.4:
SONO numeri primi.

* Queste due congetture sono ancora oggi prive di
dimostrazione




Problema Aperto

« Successivamente Gauss, Legendre, Dirichlet,
ma soprattutto Riemann cercarono una
formula per determinare quanti fossero i
numeri primi compresi traled N

» Anche seladisposizione dei primi sembrava
caotica, Riemann scopri che era comunque
possibile determinare una funzione che ne
prevedesse I’ordine

« Tuttavia non poteva dimostrare che questo
ordine sarebbe sempre stato rispettato, anche
sepensavadi Si...

Generalizzazione del Piccolo
Teoremadi Fermat

* || Teoremadi Eulero-Fermat dicechesen éun
intero positivo ed a e coprimo rispetto ad n,
allora «""=1(modn) dovef(n)indicala
funzione phi di Eulero. Questo teorema e una
generalizzazione del Piccolo Teoremadi Fermat.

« Eulero generalizzo auesta serielnellaseguente
funzione Cls)=l Aot ot ene calcolo
alcuni valori - :




|potesi di Riemann

 Un secolo dopo Riemann considero il casoin cui s
sia un numero complesso, in tal caso lafunzione
puo anche annullarsi per alcuni valori di s. Alcuni
zeri sono considerati banali, mentre di particolare
Interesse sono gli zeri con parte reale compresatra
0 e 1. Riemannriusci acalcolare divers zeri in
guesta striscia e noto che avevano tutti parte reale =
1/2; formul 0 allorala congettura che tutti gli zeri
dellafunzione zeta avessero parte reale = 1/2.

« L'andamento dellafunzione zeta (e la distribuzione
dei suoi zeri) risulta quindi, attraverso complessi
passaggi, legato alladistribuzione dei numeri primi
immers nell'insieme dei numeri naturali.

Soluzione del Problema

 Pare che Riemann avesse risolto la
congettura che porta il suo nome, ma
purtroppo parte delle sue carte furono
distrutte dopo la sua morte da una domestica




Conclusioni

« A 150 anni di distanzala congetturadi Riemann
attende ancora una dimostrazione (0 una
confutazione) e costituisce uno del piu famosi
problemi irrisolti della matematica. Essendo la
congetturadi Riemann collegata alla serie de
numeri primi dallaformuladi Eulero, eadlle
formule per il calcolo del numero di numeri primi,
alcuni pensano che un‘eventual e dimostrazione di
guesta congettura potrebbe aprire la strada alla
scopertadi nuovi piu efficienti metodi per
fattorizzare un numero nei suoi fattori primi, e
quindi minare le fondamenta del cifrario RSA.
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