























variando la concentrazione del soluto, e a questi si da il nome di cristalli liquidi
“liotropici”. D’ora innanzi faremo riferimento esclusivamente ai cristalli liquidi ter-

motropici.

1.2 Classificazione

Come gia anticipato i cristalli liquidi possono essere divisi in due classi, nematici e

smettici. Vediamone ora le ulteriori suddivisioni in famiglie, e le loro proprieta[l’ 2,
Nematici.

Le caratteristiche comuni dei nematici (NLC) sono le seguenti:

1. T centri di massa delle molecole non hanno alcun ordine a lungo raggio; questo
vuol dire che, fissata la posizione di una molecola in un punto O, la probabilita
condizionata di trovare un’altra molecola in un altro punto A diventa uniforme
per distanze OA maggiori di 3 o 4 volte le tipiche distanze inter-molecolari (come
avviene in un liquido convenzionale). Cio comporta caratteristiche meccaniche
di fluidita simili a quelle dei liquidi, con viscosita dell’ordine di 0.1 Poise per i

NLC termotropici.

2. Le molecole tendono ad orientarsi lungo una direzione comune, che viene solita-
mente indicata da un versore n detto direttore molecolare. La lunghezza di cor-
relazione dell’orientazione delle molecole ha quindi dimensioni macroscopiche.
Questa caratteristica si riflette in tutte le proprieta macroscopiche tensoriali del
mezzo, come il tensore dielettrico, la suscettivita magnetica, etc. In particolare
si osserva una fortissima birifrangenza uniassica (tipici valori per gli indici di
rifrazione ordinari e straordinari sono 1.5 e 1.7, da confrontare con gli 1.55 e

1.56 del quarzo).



3. La direzione di n ¢ arbitraria (se non intervengono forze orientanti come campi
magnetici). Si verifica cio¢ un fenomeno detto “rottura di simmetria”: la sim-
metria rotazionale sferica della fase liquida (detta percid anche “fase isotropa”)
si trasforma in una ridotta simmetria cilindrica attorno a n nella mesofase ne-
matica. In pratica, la direzione di n viene determinata da anisotropie minori,

come piccole perturbazioni, o, pitt comunemente, dalle condizioni al contorno.

4. 11 verso di n non ha significato fisico. GIli stati descritti da n e da —n sono
da considerare identici. Se le molecole presentano un verso preferenziale (se
portano per esempio un momento di dipolo permanente), allora nel mezzo vi e
una miscela paritaria e omogenea di molecole orientate in un senso e nell’altro,

cosl che su scala macroscopica non c’e differenza fra i due versi.

5. C’e completa simmetria rotazionale attorno all’asse individuato da n. Questa
proprieta si deve al fatto che le molecole presentano con buona approssimazione

la medesima simmetria cilindrica attorno al loro asse lungo.

I nematici si dividono in nematici propri e colesterici, in base alla presenza o meno

della simmetria per inversione spaziale.

Nematici propri: In questi materiali vige a livello macroscopico la simmetria per
inversione spaziale (scambio destra-sinistra). Cid puo essere legato al fatto che le
molecole stesse sono achirali (cioe¢ simmetriche per inversione), oppure che c¢’¢ una
miscela paritaria e omogenea di molecole “destre” e “sinistre” (sistema racemico).
In genere, con il termine “nematico” senza ulteriore specificazione si intende un
nematico proprio. In essi, in assenza di condizioni al contorno (per un volume infinito),

il direttore tende a disporsi omogeneamente in tutto il materiale.
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Figura 1.2: Rappresentazione dell’elica formata dall’orientazione molecolare in un
colesterico.

Colesterici: La chiralita del materiale fa si che, in assenza di condizioni al contorno,

il direttore n si dispone spontaneamente in una struttura ad elica, come mostrato in

Fig. 1.2. Se indichiamo con z I’asse dell’elica, le componenti cartesiane di n in funzione

del punto hanno il seguente andamento:

n, = cos(qz+a) ,
n, = sin(¢gz+ @) , (1.1)
n, = 0.

L’asse dell’elica z, e la fase o sono arbitrari, mentre il parametro ¢ € una grandezza
termodinamica fissata, funzione della temperatura e della pressione. Cio vuol dire che

sia I'orientamento (destrorso o sinistrorso), che il passo L = 7/|q| della spirale sono



fissati. L e dell’ordine delle centinaia di nanometri minimo, e si pone quindi in una
scala intermedia fra quella molecolare e quella macroscopica. Su scala molecolare
un colesterico appare del tutto simile ad un nematico proprio. La struttura a elica
ha pero un passo dello stesso ordine della lunghezza d’onda della luce visibile, e di
conseguenza le proprieta ottiche dei colesterici differiscono moltissimo da quelle dei

nematici.

Smettici.

In questi cristalli liquidi, oltre ad un ordine orientazionale simile a quello dei nematici,
si realizza anche un certo ordine a lungo raggio nella posizione dei centri di massa. In
tutti i tipi di smettici si creano degli strati equispaziati con distanze dell’ordine della
lunghezza delle molecole. Gli strati sono “rigidi”, ma possono scorrere gli uni su gli
altri con relativa facilita. La struttura interna ad ogni strato distingue i vari tipi di

smettici, che vengono indicati con delle lettere maiuscole.

Smettici A: In questa fase, all'interno degli strati, le molecole hanno una direzione
media comune n perpendicolare agli strati stessi. La distribuzione dei centri di massa

all'interno dello strato ¢ casuale (sono liquidi bidimensionali).

Smettici B: All'interno di ogni strato si ha una distribuzione esagonale compatta
delle molecole. Sono praticamente cristalli bidimensionali che possono scorrere gli uni

su gli altri.

Smettici C: Le molecole sono inclinate in modo che n forma un angolo fissato con
la normale agli strati. La distribuzione dei centri di massa e casuale. Se chirali,
vengono indicati con C*, e in essi, seguendo una direzione ortogonale agli strati, n

descrive un’elica. Gli smettici C sono otticamente biassici.
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Figura 1.3: Rappresentazione dell’ordine molecolare in due fasi smettiche: a) fase
smettica A; b) fase smettica C.

Altri: Sono state identificate varie fasi dalle caratteristiche diverse da quelle gia
elencate, ma non sempre ne e chiara la struttura molecolare. Il criterio che viene
spesso adottato per distinguere fasi diverse e quello della reciproca immiscibilita, che

pero non fornisce indicazioni sulle differenze strutturali.

1.3 Transizioni di fase

Uno stesso composto puo avere diverse mesofasi. Se uno stesso cristallo liquido (per
esempio non chirale) esibisce tutte le fasi descritte, allora la successione al crescere
della temperatura e: fase cristallina, smettica B, smettica C, smettica A, nematica,
isotropa.

Le transizioni da una fase all’altra sono tutte del 1° ordine: quando la temper-
atura attraversa il valore di transizione, I’entropia, I’energia interna ed altre grandezze

termodinamiche estensive subiscono una discontinuita.
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La transizione di fase che porta un liquido isotropo in un nematico e associata ad
una rottura della iniziale simmetria sferica locale, che si riduce, dopo la transizione,
ad una simmetria cilindrica attorno al direttore molecolare.

A prima vista, i nematici hanno una certa somiglianza con i sistemi ferromagnetici,
e il meccanismo di rottura di simmetria che trasforma un liquido in un nematico
appare simile a quello della comparsa di magnetizzazione spontanea. In entrambi i
casi, 'iniziale simmetria sferica si riduce ad una cilindrica. Tuttavia, in un nematico
i due versi dell’asse del cilindro sono indistinguibili, mentre in un ferromagnete non
sono equivalenti (il ferromagnete ha la simmetria di un cilindro “orientato”).

Uno degli effetti di questa diversita e che la transizione di fase isotropo-nematico

e del 1° ordine, mentre quella magnetica e del 2° ordine.

1.4 Parametro d’ordine nei nematici

La caratterizzazione quantitativa del processo di rottura della simmetria rispetto ad
un gruppo di trasformazioni G richiede I'individuazione di un parametro d’ordinel3.
Esso deve essere una grandezza caratteristica del sistema, che possa assumere valori
in uno spazio su cui sia definita ’azione di G. 1l valore assunto dal parametro d’ordine
quando la simmetria non e rotta deve ovviamente essere invariante rispetto all’azione
di tutti gli elementi di G. Nel nostro caso G ¢ il gruppo delle rotazioni.

Per un ferromagnete la magnetizzazione spontanea M ¢ un buon parametro d’or-
dine: assume valori in uno spazio vettoriale tridimensionale, soggetto alle normali
rotazioni; vale 0 in fase simmetrica, e quindi e invariante rispetto a G. Il direttore n,
invece non e un buon parametro d’ordine, perché essendo unitario appartiene ad uno
spazio che non ammette alcun valore invariante (una superficie sferica). D’altronde

non esiste alcuna grandezza vettoriale, che contenga le stesse informazioni di n, e che
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faccia al caso, perché una tale grandezza non potrebbe rispettare la caratteristica (4)
dei nematici, cioe la simmetria per lo scambio di n in —n. Infatti, la scelta corretta del
parametro d’ordine risulta essere un tensore a traccia nulla (la traccia di un tensore &
sempre invariante rispetto alle rotazioni, e quindi & un termine aggiuntivo superfluo
che deve essere omesso nella definizione del parametro d’ordine), che indichiamo con

i, legato al direttore n dalla relazione
1

(0;; ¢ il tensore identico). Si noti che n;; conserva tutte le informazioni reali di
n, ma elimina la asimmetria non-fisica tra n e —n. La quantita .S, che svolge un
ruolo analogo al modulo della magnetizzazione nei sistemi magnetici, viene detta
“parametro d’ordine scalare”, e puo assumere qualunque valore reale. In fase isotropa
deve essere S = 0. In fase nematica S e una funzione della temperatura 7', e delle
altre grandezze termodinamiche rilevanti.

La definizione di 7;;, per essere completa, richiede di assegnare ad S un significato
preciso. Ci sono per questo due approcci complementari. Un primo approccio, di
tipo teorico-statistico, € basato sulla definizione di una distribuzione di probabilita
per 'orientazione molecolare, f(d), dove ¥ & 'angolo tra I’asse lungo della molecola
ed n (si assume simmetria cilindrica attorno ad n). Allora si pone generalmente
S =< (3cos*¥ — 1)/2 >, dove la media va fatta con la distribuzione f. Il secondo
approccio, di tipo fenomenologico, ha il pregio di essere svincolato dalla esistenza di
un modello statistico efficace del materiale, e di fornire una definizione facilmente
misurabile di S: si consideri la suscettivita magnetica x;;, e si ponga

1
ni; =G <Xij — 35z‘thh> (1.3)

(¢ sottintesa la somma sugli indici ripetuti) dove G & una costante. Per rispettare la
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simmetria cilindrica del sistema, si deve avere

Xij = X105 + (X — xL)nin; (1.4)

dove x1 e x| sono le suscettivita rispetto ad un campo magnetico rispettivamente
perpendicolare o parallelo al direttore n. Si ottiene cosi S = G(x —x.)- La costante
G viene scelta in modo che per un sistema completamente ordinato (per esempio nella
fase solida a bassa temperatura), si abbia S = 1. Si noti che questo approccio fornisce
anche un metodo fenomenologico per I'individuazione del direttore n.

Per I'individuazione di n risulta pero in genere pitt comodo 1'uso di metodi ottici. Il
motivo per cui nella definizione fenomenologica di 7;; non si usa la costante dielettrica,
statica o ottica, al posto della x;; magnetica, ¢ la presenza di rilevanti effetti di campo
locale (cioe l'influenza della polarizzazione indotta nel mezzo sul campo elettrico
totale), che rendono molto arduo fare un modello statistico dell’anisotropia dielettrica,

per ricollegarsi all’approccio teorico-statistico.

1.5 Interazione del direttore con le superfici: I’an-
coraggio

Alla superficie che delimita una fase nematica dall’ambiente circostante la direzione
di n cessa di essere arbitraria, perché la simmetria rotazionale viene a mancare. Il
principale effetto delle superfici € quindi quello di creare una orientazione preferenziale
di n, fenomeno che viene detto “ancoraggio”. Quale sia questa orientazione e la forza
di richiamo con cui essa viene imposta dipendono dalla natura della superficie. In
particolare, se I'ancoraggio del direttore avviene in direzione normale alla superficie
viene detto omeotropico, se avviene lungo una direzione fissata parallela alla superficie
viene detto planare.

Molto spesso la forza di richiamo del direttore verso la sua direzione preferenziale
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Figura 1.4: Schemi di ancoraggio di un nematico ad una superficie: (a) ancoraggio
planare; (b) ancoraggio omeotropico.

e cosi intensa rispetto alle altre forze in gioco, che 'orientazione del direttore alle
pareti puo essere a tutti gli effetti considerata fissata alla direzione preferenziale. In
tal caso si parla di “ancoraggio forte”.

Un campione ottico omogeneo di cristallo liquido, viene in genere preparato in-
troducendo un film di cristallo liquido fra due vetrini paralleli, trattati in modo da
selezionare una fra le due orientazioni descritte. Per ottenere un ancoraggio omeotrop-
ico, il vetrino va trattato con una soluzione di un surfattante dotato di una testa po-
lare che tende ad attaccarsi al vetro. Per ottenere un ancoraggio planare, il metodo
piu semplice consiste nel graffiare i vetrini in modo regolare; per avere campioni di
migliore qualita, si usa invece una tecnica basata sulla deposizione di un sottile strato

di monossido di silicio, evaporato ad angolo obliquo sul vetrino.
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Capitolo 2

Teoria del continuo deil nematici

2.1 Concetti generali

La teoria del continuo e una teoria macroscopica dei materiali, che ha come scopo
la descrizione dei corpi in termini di funzioni quasi ovunque continue del punto e
del tempo (campi), salvo eventuali discontinuita localizzate (difetti e superfici). La
descrizione completa di un sistema richiede l'individuazione delle grandezze fisiche
rilevanti, rappresentabili come campi, e la determinazione delle equazioni dinamiche
cui questi obbediscono.

In generale, per raggiungere questi due obiettivi, ¢ necessario partire da una
adeguata descrizione statistica microscopica del materiale (teoria cinetica). Nei pro-
cessi dinamici non troppo veloci, pero, un corpo si trova quasi sempre in una situazione
che viene detta di “equilibrio locale”: in ogni elemento di volume sufficientemente
piccolo, ma comunque grande rispetto alle scale molecolari, sono ben definite le due
grandezze puramente termodinamiche, entropia e temperatura. E in tal caso possi-
bile adottare un approccio che ignora completamente la struttura microscopica del
sistema, basato sulla termodinamica e sulle teorie macroscopiche della meccanica e
dell’elettromagnetismo. E questo approccio che adottiamo in quanto segue[l’ 2],

I campi che descrivono un sistema macroscopico all’equilibrio locale sono le gran-
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dezze termodinamiche che intervengono nell’equilibrio, e le grandezze relative ai
fenomeni irreversibili di trasporto (trasferimento di massa, energia, quantita di moto,
momento angolare, carica elettrica). Non tutti i campi sono indipendenti, ed in genere
e possibile individuare un certo sottoinsieme di campi indipendenti, che chiameremo
“stato”, tale che ad un istante dato di tempo tutti gli altri campi siano funzioni della
configurazione di questi. La dinamica futura del sistema e completamente determi-
nata dallo stato.

E possibile dare una formulazione locale in forma di equazioni di continuita alle
leggi di conservazione. Le equazioni dinamiche dei campi devono allora essere costru-
ite in modo da soddisfare queste leggi. Tutto cio che resta da precisare nelle equazioni,
una volta soddisfatti questi vincoli generali, e proprieta peculiare del materiale, e viene
definito caso per caso dalle cosiddette equazioni costitutive.

Queste ultime vanno dedotte dall’esperienza. Tutto cio che si puo fare a pri-
ori e delimitare l'insieme delle equazioni possibili utilizzando i vincoli imposti dal
secondo principio della termodinamica (nella forma delle relazioni termodinamiche
di Maxwell, e della diseguaglianza di Clausius), dal principio di indipendenza dalla
scelta dell’osservatore, e dalle simmetrie del sistema.

In molti casi le relazioni costitutive possono essere approssimate con delle semplici
relazioni lineari. In tal caso i vincoli suddetti si traducono in una serie di condizioni
sui coefficienti. Infine si puo applicare, in un ambito i cui confini non sono ancora
ben chiari, ’enunciato di Onsager sulla simmetria dei coefficienti cinetici.

Vediamo ora come il programma elencato si applica alla determinazione delle
equazioni prima della statica, poi della dinamica, nei cristalli liquidi nematici, in

assenza e in presenza di campi elettromagnetici.
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2.2 Stato di equilibrio e lavoro meccanico

Lo stato di equilibrio di una massa fissata ed omogenea di fluido convenzionale &
descritto dalle seguenti grandezze termodinamiche: volume V), energia interna U,
entropia S, che sono grandezze estensive, pressione p e temperatura 7', che sono
intensive. Due sole fra queste sono indipendenti, e determinano tutte le altre.

Se il fluido non ¢ omogeneo, il suo stato di equilibrio ¢ individuato dalla con-
figurazione spaziale di due fra le precedenti grandezze termodinamiche, cioe da due
campi. La configurazione spaziale delle grandezze estensive puo essere data passando
alle corrispondenti grandezze specifiche: V, U, e & vanno sostituite rispettivamente
con densita di massa p, di energia interna U e di entropia S.

Il lavoro meccanico 6L fatto su una massa di fluido soggetta ad uno spostamento

infinitesimo dx; (funzione del punto), puo essere scritto nella forma seguente:
5L = / £, 0z dV +7§ tidx;dA; | (2.1)
v A

dove V ¢ il dominio occupato inizialmente dal fluido, A e il suo contorno, f; € un
campo di forze di volume applicato dall’esterno (ad esempio la forza di gravita), e tj;
¢ il tensore degli sforzi, che descrive le forze applicate alla superficie del fluido (¢;; dA;
¢ la forza per unita di superficie). All’equilibrio, le forze f; e t;; diventano funzioni
della configurazione dei due campi termodinamici scelti per individuare lo stato del
fluido, e le corrispondenti relazioni funzionali vengono dette “relazioni costitutive”
della statica del fluido.

Due grandezze non sono piu sufficienti a descrivere lo stato di equilibrio di un
nematico, come dimostra il seguente semplice esperimento. Si consideri uno strato
sottile di nematico contenuto fra due superfici piane trattate per ottenere un ancor-
aggio planare (vedi paragrafo 1.5). Se si prova a ruotare in modo quasi-statico una

delle due superfici attorno ad un asse ad essa perpendicolare, € necessario bilanciare
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un momento torcente prodotto dal fluido, che tende a riportare le superfici nella po-
sizione iniziale. Variando l'intensita della coppia applicata dall’esterno, ¢ possibile
esplorare diversi stati di equilibrio del sistema, tutti caratterizzati dalla stessa config-
urazione omogenea di densita e temperatura, ma da un valore differente della stessa
coppia applicata. La variabile di spostamento coniugata alla coppia e I’angolo di cui
la superficie e stata ruotata.

Per una geometria qualsiasi, la distribuzione di forze che devono essere applicate
alla superficie del contenitore di un nematico per tenerlo in equilibrio & una funzione
anche della configurazione interna assunta dal direttore molecolare n, oltre che dei
due campi termodinamici dei fluidi isotropi.

Il campo n deve essere considerato una variabile “di spostamento”. Questo vuol
dire che, se ipotizziamo di possedere un meccanismo per variare n di una quantita
infinitesima dn(r), senza provocare moti nel fluido, il lavoro d£ fatto sul sistema e

lineare nella variazione dn, cioe:
v A

dove V ¢ il dominio contenente il nematico, A e la sua superficie di contorno, g; dV'
¢ una “forza” di volume che agisce sull’orientazione di n, ed s;; d4; ¢ I’analoga forza
alla superficie.

Essendo n normalizzato, dn e perpendicolare a n, cioe

e quindi la componente delle forze g;dV e s;; dA; parallela ad n non da alcun con-
tributo al lavoro, e in effetti non ha alcun significato fisico.

All’equilibrio, le grandezze g; e s;; diventano delle funzioni di stato (come tutte le
forze), e devono essere esprimibili in funzione della configurazione di n e di altri due

campi termodinamici, ad esempio T e p, secondo delle altre relazioni costitutive.
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Se il nematico e soggetto ad uno spostamento dx; e contemporaneamente ad una
rotazione del direttore dn;, il lavoro fatto sul sistema e la somma dei due contributi
indipendenti (2.1) e (2.2). Il significato preciso di ognuno dei due termini preso sep-
aratamente, tuttavia, dipende dal senso che diamo alla variazione dn;. In quanto
seguira, con on; intenderemo sempre la variazione del direttore di un elemento di
fluido seguito nel suo spostamento dz; (variazione convettiva), e riferita agli assi del
sistema di laboratorio. Indicheremo invece con d;n; la variazione del direttore nello
stesso punto spaziale (variazione locale), e con dgn; quella riferita ad un sistema
cartesiano solidale con I'elemento di fluido. Se nella (2.2) sostituissimo dn; con una
di queste altre variazioni, il significato fisico delle quantita f; e t;; cambierebbe (ed
anche le dipendenze costitutive). In ogni caso, tenendo correttamente conto del di-
verso significato fisico dei simboli, una teoria sviluppata utilizzando una notazione
variazionale diversa da quella da noi adottata darebbe risultati fisicamente equiv-
alenti. Si veda ’appendice A per le formule che precisano il legame fra i diversi tipi
di variazioni considerate.

Per capire meglio il significato fisico delle quantita introdotte nelle espressioni
del lavoro, consideriamo due trasformazioni speciali del nematico: una traslazione
omogenea, ed una rotazione rigida. Nel primo caso si deve porre on; = 0, e dx;

indipendente dal punto. Troviamo allora

5L = ( [ sav+f dAj) 5z, . (2.4)

Il coefficiente di dx; in questa espressione ¢ la risultante delle forze agenti sul corpo

R; :/Vfi dV+]£tji dA; z/v(fﬁajtﬁ) dV (2.5)

(dove 0; = 0/0z;). Nel secondo caso bisogna porre dz; = 08z, e dn; = 08;mn;,

dove 6€;; ¢ il tensore antisimmetrico infinitesimo, che definisce la rotazione. Il lavoro
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totale e
5£={A}ﬁ%+ymﬁdV+fJMMf+%mﬂd%]“%' (2.6)

La parte antisimmetrica del fattore di 6€2;; fornisce il momento totale delle forze

Mz‘ = Eijk: [/V (ZE]fk + njgk) dV + }{4 (l'jthk —|— njshk) dAh:| (27)

(€5 € il tensore antisimmetrico di Levi-Civita).

Da queste espressioni si evince che g; e s;; devono essere considerate essenzialmente
come densita di coppie (torque), per unita di volume e di superficie rispettivamente,
mentre f; e t;; sono densita di forze nel senso propriamente meccanico del termine.

Normalmente un nematico puo essere considerato un fluido incompressibile. Que-
sto significa che la densita p ¢ una funzione data di T, ed ¢ indipendente dalla
pressione p o da n (ipotesi costitutiva di incompressibilita). Percid p puo essere
rimosso dall’insieme delle variabili indipendenti. Il soddisfacimento di questa con-
dizione richiede pero che lo spostamento dx; non modifichi il volume di un elemento

di fluido, cioe che soddisfi I’equazione

In quanto seguira, inoltre, supporremo di avere a che fare con un sistema control-
lato in temperatura, in modo tale da avere una temperatura 7' costante ed omogenea.
La densita p sara allora anch’essa costante ed omogenea. L’unico campo termodi-
namico che resta libero di variare ¢ percio n.

Per trovare la piu generale dipendenza costitutiva delle forze e dei torque dal
campo n all’equilibrio, che sia compatibile con le relazioni termodinamiche di Maxwell
e con le simmetrie interne del sistema, conviene determinare prima la dipendenza

costitutiva dell’energia libera di Helmotz, F, definita da

f:U—TS:/F&/, (2.9)
Vv
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con F' densita di energia libera di Helmotz. Nella sezione seguente, quindi, troveremo
la dipendenza di F' da n, nell’ipotesi di interazioni molecolari a corto raggio, e con

considerazioni di simmetria.

2.3 Energia libera di deformazione

Nel caso piu generale, sia F che la sua densita F' sono funzionali della distribuzione
del campo n. Tuttavia, se non intervengono forze a lungo raggio (quali le forze
elettrostatiche e magnetostatiche macroscopiche, di cui si deve tener conto a parte),
si puo assumere che la dipendenza della densita di energia libera F' in un punto A dai
valori assunti dal campo n in un altro punto B diminuisca rapidamente al crescere
della distanza AB (ipotesi costitutiva di interazione locale).

In tale ipotesi, la densita F', calcolata in un punto A in cui il campo sia continuo
(esclusi percio i punti localizzati nei difetti, e alle superfici del contorno), puo essere
sviluppata in serie di potenze delle derivate spaziali di n in A, troncando lo sviluppo
al primo ordine utile. Un termine contenente la potenza k-ma dell’ordine h-mo di
derivazione, (0"n/dz")*  va considerato di ordine di grandezza pari a (a/L)", dove
a ¢ il raggio d’azione delle forze molecolari, e L una distanza in cui n varia significa-
tivamente.

Poniamo

F=F,+F, , (2.10)

dove Fj e l'ordine 0 dello sviluppo, che descrive ’energia libera specifica del sistema
omogeneo, e F; e 'energia libera specifica dovuta alle disomogeneita del campo n,
che viene in genere detta “energia libera di deformazione”. Troncando lo sviluppo in

a/L al secondo ordine, si puo porre

F, = Aij(“)mj + Bz-jhaﬁjnh + Cijhk((’)inj)((‘)hnk) . (2.11)
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Sia Fy, che le matrici di coefficienti A, B, C' di F, a priori, devono essere considerati
funzioni del valore di n nel punto corrente, e della temperatura 7.

Per determinare la loro dipendenza da n, utilizziamo le seguenti condizioni:

1. F deve essere invariante per rotazioni del sistema. Quindi, nei coefficienti,
possono essere presenti solo i tensori a componenti invarianti d;; ed €, pilt

I'unico tensore interno al sistema, cioe il versore n.

2. I deve essere una funzione pari di n; come spiegato nel capitolo 1, infatti, gli

stati n e —n sono equivalenti.

3. Termini che non siano simmetrici per inversione spaziale vanno scartati, per
le proprieta di simmetria dei nematici (questa condizione viene a cadere nei
colesterici). Percio possiamo escludere il tensore ¢, dall'insieme di tensori
da utilizzare. Infatti, i termini che lo contengono un numero dispari di volte
sono antisimmetrici per inversione spaziale, mentre le potenze pari di €;;, sono

riesprimibili in termini di prodotti di matrici d;;.

4. Termini che assumano la forma divu = 0;u;, con u campo vettoriale qualunque,

possono essere scartati; infatti, per il teorema sulla divergenza, si ha

/V(?Z-u,- dV = 7{47«% dA; (2.12)

per cui tali termini, in effetti, danno un contributo solo all’energia di superficie,
cioe di interazione con il contenitore, che determina le forze di ancoraggio. Nel
caso di ancoraggio forte, I'unico che consideriamo nel seguito, queste ultime
vengono assimilate a forze arbitrarie che impongono le condizioni vincolari al

contorno.
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5. Termini che contengano il fattore n;0;,n; sono nulli; infatti

1

Utilizzando queste condizioni, si vede subito che F{ non puo dipendere da n, dato
che non esiste una variabile scalare che possa essere costruita da n e dal tensore ¢;;.
o percio e una funzione della temperatura soltanto, e non entra nei problemi relativi
alla configurazione di n.

La matrice A;; €, per le condizioni (1) e (3), una combinazione lineare di d;; e n;n;;
una volta moltiplicati per d;n;, il primo da un termine che non soddisfa il requisito (2),
mentre il secondo da un termine nullo per la (2.13). Percio l'ordine 1 dello sviluppo
di F' ¢ identicamente nullo.

Consideriamo ora i termini quadratici nelle derivate prime. Gli unici tensori in-
dipendenti a 4 indici che possono comporre la matrice Cjjnk, € che non diano contributi
nulli per le condizioni (2) e (5), sono: 0;;0nk, dikd;in, 9indjk, ninpdj,. Moltiplichiamo og-

nuno di questi tensori per 9;n;0,ny:
8ij0nk0m;Opmy = (divn)® |
dirdjn0in;Opny, = 0On;ojn; = (div n)? + (nj0jn;) — 0; (njoin;)
Sindix0in;Opny = Om;Om; = (n- rotn)® + (n x rotn)® + dn;0mn; ,
ninplp0in;Opny,, = (n X rot n)2 )

Calcoliamo infine i termini lineari nelle derivate seconde. La matrice B;j, ¢ una
combinazione lineare dei tensori n;n;ns, n;0;, e d;;n,. Moltiplicandoli per 9;,0;n4, e
utilizzando ancora la (5), si ottiene

nininpdidin, = —nng (Omy) (Omn)
ni0n0i0iny, = 0; (n;dm;) — (divn)? |

0ijnn0i0my = — (Oinn) ()
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Figura 2.1: Le tre deformazioni indipendenti realizzabili in un nematico.

Per le motivazioni espresse al punto (4), possiamo omettere le divergenze. Rac-

cogliendo i restanti termini si giunge alla seguente espressione finale per Fy:
1 SR 2 1 2
F; = §K11(dlv n)° + §K22(n- rotn)” + §K33(n X rotn)® | (2.14)

dove K11, K99 e K33 sono delle quantita che dipendono solamente dalla temperatura 7',
e che prendono il nome di “costanti elastiche” di Frank. I tre termini che costituiscono
F; sono associati alle tre deformazioni indipendenti mostrate in Fig. 2.1, e cioe
- il termine in K4; descrive deformazioni di splay,
- il termine in K5y descrive deformazioni di twist,
- il termine in K33 descrive deformagzioni di bend.
E possibile generare una deformazione di uno solo di questi tre tipi. Percio le costanti
elastiche devono essere positive, altrimenti I’energia libera non avrebbe alcun minimo

(a meno di continuare lo sviluppo di F' a ordini superiori); se le K sono tutte positive,
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| LC [ T(°C) | K11(107" dyne) | K2 (10~" dyne) | K33(10~" dyne) |

24 8.0 - 9.5
26 6.8 - 8.2
5CB 30 9.3 - 6.2
32 3.5 - 4.4
34 2.3 - 2.8
E7 22 11.09 0.82 15.97
30 10.1 - 16.2

Tabella 2.1: Tabella delle costanti elastiche dei due nematici indicati con le sigle 5CB
e E7, per diverse temperature.

invece, F,; ¢ definita positiva, e il minimo di F si ha quando il direttore ¢ uniforme
(condizioni al contorno permettendo), e Fy; = 0 ovunque.

La teoria del continuo non consente di trovare il valore delle costanti K, né la loro
dipendenza dalla temperatura, cioe I'unica relazione costitutiva relativa all’equilibrio
che resta da determinare. Semplici considerazioni dimensionali ci consentono co-
munque di valutarne l'ordine di grandezza. Le costanti K hanno le dimensioni di
energia su lunghezza. Ci si aspetta che K ~ FE/a, dove E ¢ una tipica energia di
interazione molecolare (E ~ 0.1 €V), e a & una lunghezza molecolare (a ~ 10 A). Si
trova K ~ 1075 dyne. I valori misurati per i cristalli liquidi da noi impiegati sono

riportati in tabella 2.1, tratta dai Rif. [11, 25, 28].

2.4 Equazioni costitutive della statica

Calcoliamo ora la variazione infinitesima dell’energia libera F, per uno spostamento
dz; ed una variazione dn; arbitrari, eccetto per i vincoli (2.3) e (2.8). Usiamo le
nozioni di calcolo delle variazioni esposte in appendice A. Assumiamo, in conformita
ai risultati del paragrafo precedente, che la densita di energia libera F' dipenda solo

da n e dalle derivate prime spaziali, 9;n;. Si ha allora, per la (A.10),

SF = /VaLde+fiFaxjdA,-
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oF oF
— S )| dv For:dA: . 2.1
/V lani dpn; + 3 0m) or (ajnl)] av + ji dx; dA; (2.15)

Invertendo la derivazione con la variazione locale, e integrando per parti si ottiene

8F oF

Per una trasformazione reversibile a temperatura fissata, la variazione di energia libera

coincide con il lavoro totale fatto sul sistema.
OF = 6L . (2.17)

I1 lavoro ¢ dato dalla somma dei due contributi meccanici (2.1) e (2.2). Per la (A.1),
nella (2.16) possiamo sostituire d;n; = 0n; — dz;0;n,;. In virtu della parziale ar-
bitrarieta delle variazioni dx; e dn;, possiamo identificare i loro coefficienti nei due
membri della (2.17), a meno di termini che moltiplicati per la variazione ed integrati
si annullino identicamente per le (2.3) e (2.8). Otteniamo cosi le seguenti espressioni

per le forze di equilibrio:

g — aj _ 887}7 + an
’ on; 0 (0m) L
st = 87}? + a;n
7 0 (aj Z) T
i = —gi0m,+08 (2.18)
t?i = —sgh&-nh + (F —B3)d;i -

I campi o, ; e 8 descrivono la parte indeterminata delle equazioni costitutive, e
giocano il ruolo di forze vincolari arbitrarie, da determinare imponendo che valgano
le (2.3) e (2.8). Si noti, in particolare, che il campo /3 ¢ una pressione arbitraria.
Sostituendo nelle (2.18) 'espressione (2.14) per F', si ottengono le relazioni costi-
tutive per le forze di equilibrio in un nematico, in assenza di campi esterni.
Su ogni elemento di volume all’equilibrio agisce percio la forza esterna f; e una

forza “interna” — f che la bilancia. Questa forza interna ¢ dovuta al fluido circostante
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e viene scambiata attraverso il contorno dell’elemento di volume. Quindi deve essere
verificata 'identita

—f = 0t}

i (2.19)
che ¢ anche la condizione affinché la risultante R; delle forze esterne agenti sull’elemen-
to di volume si annulli.

Analogamente, la forza interna —g? che bilancia quella esterna g;, in un elemento
di fluido, deve essere riconducibile al torque scambiato attraverso la superficie con il

fluido circostante. Utilizzando la condizione di annullamento del momento totale M;

agente su un elemento di volume, troviamo infatti la seguente identita
€ijn |Ti(—fD) +ni(—gh)| = €nOk (10, +n;ish (2.20)
ijh [ Xi\"Jh A ijhOk \Tjtkn T MjSgn) - :
Entrambe queste identita sono verificate dalle equazioni (2.18).

2.5 Torque elastico ed equazioni di equilibrio

Nel torque interno €;;,n;(—gp), il termine vincolare v scompare. L’equazione di equi-
librio g; = ¢? puod allora pill convenientemente essere riespressa come bilancio di
torque nella forma

€innign + €ijnni(—gn) =0 . (2.21)
Il torque interno di un nematico in assenza di campi esterni viene detto anche “torque

elastico”. Adottando una notazione vettoriale, lo indichiamo con
7i=-nxg'=nxh , (2.22)
dove abbiamo definito il vettore

j@(&,nl) B 8nz ’ (223)

28



detto campo molecolare. Sostituendo in questa definizione, 'espressione (2.14) per

I’energia di deformazione F}, si ottiene

h = K grad divn — Ky [Arotn + rot (An)] +

+ K33 [B x rotn + rot (n x B)] (2.24)

dove A=n-rotne B=mn x rotn.

In assenza di forze esterne di volume, cioe per g; = 0 e f; = 0, I'equilibrio e
raggiunto quando si ha anche g = 0 e f? = 0, per una opportuna scelta dei campi «
e f.

Si noti che soddisfacendo I'equazione g{ = 0, ovvero 74 = 0, 'equazione f? =
risulta automaticamente soddisfatta per 3 uniforme. L’annullamento della sola ¢? ¢
quindi condizione necessaria e sufficiente all’equilibrio interno.

Esplicitando la dipendenza di ¢? da n e derivate spaziali, otteniamo una equazione
differenziale alle derivate parziali, la cui soluzione fornisce la configurazione di equi-
librio del direttore. La soluzione richiede anche 1'uso delle condizioni al contorno. Nel
caso di ancoraggio forte, queste si riducono ad assegnare il valore di n al contorno.

L’equazione g = 0 scaturisce anche dalla ricerca del minimo dell’energia libera F
al variare della configurazione del direttore n con condizioni al contorno fissate. In
queste ipotesi, infatti, il sistema non scambia lavoro con 'esterno (6L = 0) e si trova
a temperatura omogenea e fissata, per cui all’equilibrio I'energia libera di Helmotz F
deve essere minima. Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, utilizzato per imporre
il vincolo |n|? = 1, richiede I'introduzione del parametro arbitrario a.

Se invece la forza esterna di volume f; non e nulla, ma il direttore continua ad
essere libero, cioe g; = 0, all’equilibrio si deve avere f; = 0,3, cioe il nematico risponde

al campo di forze esterno con una pura pressione, come un fluido ordinario.
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2.6 Campi elettromagnetici statici

Un dielettrico immerso in campi elettromagnetici macroscopici e caratterizzato dai
campi elettrico E e magnetico H, e dai campi di spostamento elettrico D e induzione
magnetica B.

I1 lavoro elettromagnetico fatto nell’'unita di tempo su un dominio fissato di spazio
V' e dato dal flusso entrante per la sua superficie A del vettore di Poynting S =
(¢/47)(E x H)'. Utilizzando le equazioni di Maxwell nei dielettrici (assumendo che
non vi siano cariche libere o correnti nel dominio V'), troviamo la seguente espressione

del lavoro elettromagnetico
1
0Lem = —jisj dA; ot = /V@(E- SD+H- §,B)dV . (2.25)

All’equilibrio i campi D e B sono funzioni della configurazione dei campi E e H (o
viceversa), oltre che degli altri campi termodinamici di stato, come n e T'. Nel vuoto
queste relazioni devono ridursi alle identita locali E = D, H = B. Supponiamo ora

che valgano le seguenti ipotesi costitutive all’interno del nematico:

1. per n e T fissati, le relazioni costitutive tra D ed E e tra B e H sono lineari e

locali (cioé intervengono solo i valori assunti nello stesso punto);

2. non c’e polarizzazione o magnetizzazione spontanea nel nematico omogeneo;
Iesistenza di un tale effetto, infatti, contrasterebbe con le proprieta di simmetria

dei nematici (in particolare con 'equivalenza di n e —n);

3. anche la dipendenza da n ¢ locale; ogni dipendenza dalle derivate spaziali di
n puo essere trascurata (in realta nei nematici si osserva una polarizzazione

elettrica “spontanea” dovuta alla sola deformazione, in assenza di campi esterni,

L Adottiamo il sistema di unita CGS di Gauss.
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un effetto detto “flessoelettrico”?).
La piu generale dipendenza lineare locale dei vettori di spostamento dai campi e

Dz‘ = gijEj s

By = pyH; (2.26)

dove g;; ¢ il tensore dielettrico, e p;; ¢ il tensore di permeabilita magnetica, legato
alla suscettivita magnetica x;; dalla relazione pi;; = 6;; + 4mx;;.
Dovendo dipendere solo dal valore locale di n, questi due tensori devono neces-

sariamente essere una combinazione lineare del tensore identico d;; e di n;n;:

é?ij = 8L5¢j+€anmj s
tij = P10ij + faTuin; (2.27)

dove €, sono i coefficienti relativi a campi esterni perpendicolari a n, e g =
€1 +Eas pb = pL + pq sono quelli relativi a campi paralleli a n. I coefficienti e, e jiq si
chiamano costanti di anisotropia elettrica e magnetica. Tutti questi coefficienti sono
funzioni della temperatura 7.

Calcoliamo ora la densita di energia libera F' del sistema, in un punto interno al
fluido. Per E = 0 e H = 0, la densita di energia libera ¢ data da Fy + Fy, dove
Fy ed Fy sono state definite nel paragrafo 2.3. Iniziando da questo stato, eseguiamo
una trasformazione reversibile, ad n e T fissati, fino a raggiungere un qualsiasi valore
finale dei campi E ed H: la variazione di energia libera e allora uguale al lavoro fatto
sul sistema. Si ha quindi

F=Fy+F;,+F,, ., (2.28)

2Una deformazione con lunghezza caratteristica L produce una polarizzazione elettrica statica
dello stesso ordine di quella che sarebbe prodotta da una differenza di potenziale dell’ordine del
decimo di Volt applicata sulla stessa distanza L. In genere, pero, i cristalli liquidi contengono
impurita ionizzabili che li rendono lievemente conduttivi: queste impurita tendono ad annullare la
carica di polarizzazione statica, neutralizzandone gli effetti.
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con

EH ]
Fem:/ ~(E-dD +H-dB) . (2.29)
0

0 4m
Sostituendo le relazioni (2.26) in questa equazione, l'integrale & di banale svolgimento
ed il risultato e

1
Fem = ST (e Bilj + pigHiHj) . (2.30)

La dipendenza di F,, dal direttore n ¢ contenuta ovviamente nei tensori dielettrico

e magnetico.

2.7 Torque elettrico e magnetico

Il lavoro totale fatto su un sistema composto da un nematico pit campi elettromag-
netici puo essere definito dalla somma dei due contributi meccanici (2.1) e (2.2) e del
lavoro elettromagnetico (2.25).

Si noti che la suddivisione tra lavoro meccanico ed elettromagnetico in generale
non e univoca. Ad esempio, in presenza di cariche libere, la scelta da noi fatta con-
duce a classificare come elettromagnetico il lavoro svolto contro il campo elettrico
nello spostamento di tali cariche. Conseguentemente, la definizione delle forze f; (e
del tensore degli sforzi ¢j;) che intervengono nel lavoro meccanico (2.1) non include
le forze applicate alle cariche libere (almeno la parte che bilancia il campo elettrico),
o in genere alle sorgenti del campo elettromagnetico. Per ridefinire la forza f;, ed il
lavoro meccanico, in modo da includervi questi termini dovremmo definire diversa-
mente il lavoro elettromagnetico. Tuttavia, nel caso in cui cariche libere e correnti
macroscopiche siano assenti dal dominio V' che include il dielettrico, le diverse scelte
possibili coincidono, ed il problema non si pone.

Supponiamo ora di agire dall’esterno sul nematico immerso in campi elettromag-

netici con forze meccaniche, f;, g;,t;i, sji, in modo da imporre al corpo uno sposta-
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mento infinitesimo dx; ed una rotazione infinitesima del direttore dn;. Se la trasfor-
mazione e reversibile, il lavoro meccanico sommato a quello elettromagnetico deve
coincidere con la variazione dell’energia libera F.

Sfruttando ’arbitrarieta delle variazioni dx;, dn;, 61, D;, 01 B;, otteniamo le nuove
equazioni costitutive per f;, g;, t;;, s;; (quelle per E e H le abbiamo assunte a priori).

In particolare il solo lavoro meccanico fatto sul sistema coincide con la variazione
infinitesima dell’energia libera di Helmotz F a campi D e B tenuti localmente costanti
(oltre alla temperatura). Si noti che cid non significa affatto che i campi D e B siano
realmente costanti.

Ripetendo percio i passaggi svolti nella sezione (2.4), con F' = Fy + Fy+ Fop, €
tenendo costanti punto per punto i campi D e B, otteniamo le equazioni costitutive
di equilibrio, relative al dielettrico immerso in un campo elettromagnetico statico. I
risultati (2.18) pertanto sono ancora validi, purché le derivate parziali siano fatte a
campi D e B costanti.

In genere, per comodita, si preferisce eseguire le derivate tenendo costanti i campi
E e H. Per far cio, si deve sostituire alla F' la sua trasformata di Legendre sulle

coppie di variabili coniugate (E, D) e (H, B),

_E~D+H~B
47 )

F=F (2.31)

Utilizzando le relazioni (2.26) e la (2.30), si trova F' = Fy + Fy — F,,,. La derivata
parziale di F' rispetto ad n; o a 0;n; a campi E e H costanti coincide con la derivata
parziale di F' rispetto alle stesse variabili a campi D e B costanti.

Si noti che le identita (2.19) e (2.20) non sono piu verificate dalle (2.18) in pre-
senza di campi elettromagnetici. Infatti, le forze e i torque meccanici di volume e di
superficie non si equilibriano piti, perché il campo elettromagnetico crea delle forze e

dei torque aggiuntivi che vanno inclusi nel bilancio totale.
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La forza “interna” — f? agente su un elemento di nematico che bilancia la forza
meccanica esterna f; e data dalla somma della forza meccanica scambiata con il fluido

circostante attraverso la superficie, 9,;t%,, e della forza elettromagnetica

VAR
fem = (—f0) — 0, = —(9D Hk@B (2.32)
i i 3bii — k— A ko - :

Utilizzando le equazioni di Maxwell, e trascurando le derivate temporali dei campi,

anche questa forza puo essere riespressa come divergenza di un tensore di sforzi:

1
fiem - EQJ [DJEZ + B].HZ — (Eka + HkBk) (5”] . (233)

A meno di termini di pressione che, essendo il fluido incompressibile, sono arbitrari,
la (2.33) & proprio l'espressione generale della forza elettromagnetica in un dielettrico.
Inoltre nel tensore to c’e un altro contributo di tipo elettromagnetico, pari a F,,,0;;,
che pero e assorbito nel termine di pressione arbitraria.

Analogamente, il torque “interno” n x (—g°) che bilancia il torque meccanico
esterno n x g ¢ dato dalla somma del contributo elastico 14, gia introdotto con la

(2.22), pitt uno elettrico 7. ed uno magnetico 7, dati da

€q 1
T, = 47T(n E)an—47T(D><E) ,
1
r., = Z—;(n-H)an:E(BxH). (2.34)

In assenza di forze meccaniche esterne, cioe per f; = g; = 0, condizione necessaria

e sufficiente per I'equilibrio interno e il bilancio dei tre torque
Ti+Te+7Tm =0 . (2.35)

Per comodita, infine, definiamo anche la parte elettromagnetica di (—g°) agente

sul direttore:

g = anEkE +4 “npHpH; (2.36)
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2.8 Torque ottico

Tutti i risultati descritti relativi all’equilibrio non valgono piu, in generale, per un
campo elettromagnetico variabile, ed in particolare per un’onda elettromagnetica a
frequenze ottiche.

Tuttavia, se trascuriamo l’assorbimento dell’onda nel mezzo, ed il sistema (come
¢ il caso nostro) ha dei tempi di risposta molto lenti rispetto alle frequenze ottiche, le
grandezze che effettivamente giocano un ruolo a livello macroscopico sono 'ampiezza
e la fase delle oscillazioni dell’onda, invece del campo vero e proprio.

Si puo parlare allora di “equilibrio” del sistema quando le ampiezze e le fasi sono
tutte costanti nel tempo, anche se il campo elettromagnetico oscilla a frequenza ele-
vatissima. Un’onda con queste caratteristiche stazionarie deve essere monocromatica,
per non avere battimenti o fluttuazioni.

Per descrivere sinteticamente fase e ampiezza di un’onda monocromatica con-
viene usare la notazione dei campi complessi. Introduciamo percio i vettori complessi
E,D,H, B, la cui parte reale descrive i campi realmente presenti. Esplicitando la
parte rapidamente oscillante alla frequenza base w, definiamo anche le ampiezze com-

plesse “lentamente variabili” E,D,H, B con le posizioni

E(t) = E(t)e ™! | D(t) = D(t)e ™" |

H(t) = H(t)e ™ | B(t) = B(t)e ™! . (2.37)

L’espressione (2.25) del lavoro elettromagnetico, quando vi siano sostituiti i campi
ottenuti dalla parte reale dei (2.37), si scinde in un termine rapidamente oscillante a

frequenza 2w, che in media non da contributo, ed un termine “continuo”

<L >= 817T [Re(E- 6,D"+H-6,B") +wIm (E"-D+H"-B)|  (2.38)

(l'asterisco indica il complesso coniugato). Se il termine Im(E* - D 4+ H* - B), che
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descrive I'assorbimento, puo essere trascurato, ci ritroviamo con una espressione nuo-
vamente simile alla (2.25), con pero le ampiezze complesse in luogo dei campi. Solo in
questo caso, quindi, le ampiezze complesse dei campi monocromatici possono essere
trattate come grandezze termodinamiche di “equilibrio”.

Si puo allora procedere in modo strettamente analogo a quanto gia fatto per i
campi statici.

Con le stesse ipotesi costitutive di linearita e localita, si deducono le relazioni
(2.26), dove pero i campi E, H, D, B sono sostituiti dalle ampiezze complesse dell’onda
(o dai vettori di campo complessi). I tensori dielettrico €;; e di permeabilita magnetica
{t;; non sono ovviamente uguali a quelli statici. Sono legati a n ancora dalle relazioni
(2.27), ma le costanti che vi intervengono hanno valori differenti, possono essere anche
numeri complessi, e in generale dipendono anche dalla frequenza w (dispersione) oltre
che da T'. Accanto alle costanti dielettriche, nel caso ottico conviene anche introdurre
gli indici di rifrazione ordinario n, = /¢ e straordinario n. = , /Z||.

L’ipotesi di assorbimento nullo richiede che i tensori dielettrico e magnetico siano
reali. In quanto segue, per semplicita, omettiamo gli effetti della dispersione (vedi
Rif. [4]), che comunque si compensano fra loro nei risultati finali delle equazioni
costitutive.

In completa analogia con quanto fatto per i campi statici, e possibile allora definire

una densita di energia libera elettromagnetica (mediata su un ciclo)

< F,,, > <€Z'jE;<Ej + /LZJHZ*H]> (239)

™

(in tutte le espressioni per grandezze mediate su un ciclo ottico, le ampiezze complesse
e 1 vettori complessi, legati dalle (2.37), sono intercambiabili), e da questa ricavare le
equazioni costitutive.

L’espressione (2.33) per la forza elettromagnetica continua a valere se viene me-
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diata su un periodo ottico, per cui omettiamo di ripeterla.

Il torque ottico T, risulta coincidere con la somma del torque elettrico e del torque
magnetico dell’onda, mediati su un ciclo. In tutti i cristalli liquidi, la anisotropia
dielettrica ¢, & pin grande di quella magnetica p, di molti ordini di grandezza (tipici
valori a frequenze ottiche di g, e y, sono: g, ~ 0.1, x, =~ 1077). Dato che nell’onda
le ampiezze E e H sono quasi uguali in modulo, il torque magnetico ¢ largamente

trascurabile rispetto a quello elettrico, e possiamo porre
€q 1
=2 -E* E| = —Re[D* x E] . 2.40
T, 87rRe (n-E")n x EJ 87rRe[ x E| (2.40)

E interessante notare, infine, che non solo le equazioni per la materia, ma anche
le equazioni di equilibrio per le ampiezze dei campi elettromagnetici possono essere
trovate come minimo di un potenziale termodinamico relativo al sistema complessivo
<nematico + campo e.m.>. Sia nel caso statico (per il quale rimandiamo al Rif. [4]),
sia in quello ottico, & pero necessario imporre al sistema dei vincoli che determinino
la distribuzione delle sorgenti. Nel caso di un’onda monocromatica, la sorgente &
I’ampiezza complessa di oscillazione J della densita di corrente macroscopica (anche
quest’ultima oscillante a frequenza w), legata ai campi dalla equazione di Maxwell
non omogenea per campi monocromatici

J= rotICI—i—iE
c

D . (2.41)
Fissare J in tutto il volume del sistema vuol dire percid fissare un vincolo sui due
campi H e f), un vincolo “misto” su grandezze di spostamento e forze coniugate,
che implica necessariamente uno scambio di lavoro con I’ambiente. Si puo dimostrare
che, per determinare il potenziale termodinamico giusto per siffatti vincoli misti, si
deve procedere come segue. Dall’energia libera di Helmotz F, funzione di D e B,

con una trasformata di Legendre sulle variabili coniugate H e B, si passa ad un
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potenziale termodinamico funzione di H e D. Sostituendo poi D con lausilio della
(2.41), si ottiene un potenziale termodinamico per il campo H, dipendente anche
dal “parametro” J. Il minimo del potenziale cosi ottenuto, rispetto alle possibili
configurazioni di H, con J fissato e con lo stesso campo H fissato al contorno, &

raggiunto quando e soddisfatta ’equazione di Maxwell omogenea,

- w
rotE =1—
c

B . (2.42)

Se le sorgenti J interne al dominio V sono nulle, il campo & alimentato dall’esterno.
In questo caso, non sempre ¢ possibile considerare fissato il campo H al contorno di V.
Infatti si puo fissare solo I’ampiezza dell’onda incidente sul sistema, ma non si ha alcun
controllo su quella che esce (trasmessa o riflessa), e quindi sul campo totale. Inoltre
non esiste alcun potenziale termodinamico che descriva in modo generale un sistema
controllato in “ampiezza dell’onda incidente”, perché non esiste alcun meccanismo
esterno che realizzi un simile controllo in condizioni di equilibrio.

Come conseguenza, nei sistemi termodinamici con campi elettromagnetici mono-
cromatici non e detto che il sistema raggiunga mai uno stato di equilibrio. Si instaura
allora un regime dinamico, in cui ’energia che viene continuamente dissipata nel

sistema ¢ tratta dal campo esterno.

2.9 Equazioni della dinamica

Lo stato dinamico di un sistema costituito da un nematico e da campi elettromagnetici
deve necessariamente includere le variabili dello stato termodinamico di equilibrio,
ad esempio p, T,n, E, H. A queste bisogna aggiungere i campi di non equilibrio. In
quanto segue supporremo sufficiente aggiungere a queste grandezze il campo della
velocita del fluido, v.

Nell’ipotesi di temperatura e densita costanti, i campi liberi di variare sono v, n,
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E, H. Dobbiamo determinare percio quattro equazioni differenziali del primo ordine
nel tempo che determinino ’evoluzione di questi campi. Per i campi E e H, usiamo

le equazioni di Maxwell nei dielettrici,

divD = 0 , (2.43)

divB = 0, (2.44)
10B

tBE = ——— 2.4

ro c ot '’ (2.45)
10D

tH = ——— 2.46

ed assumiamo che i campi D e B siano legati ai campi di stato dalle stesse equazioni
costitutive (2.26) valide all’equilibrio (trascuriamo cosi alcuni effetti relativistici di
mescolamento fra campi elettrici e magnetici, vedi Rif. [4]). Assumiamo inoltre che il
campo sia un campo statico lentamente variabile, oppure un campo ottico monocro-
matico con ampiezze lentamente variabili e non soggetto ad assorbimento.

Restano da determinare due equazioni evolutive per v e per n. Per raggiungere
questo obiettivo, dobbiamo usare i vincoli imposti dalle leggi di conservazione, e dal
2° principio della termodinamical® 6: 71,

Supponiamo di seguire una massa costante di fluido in movimento, che riempa un

dominio variabile V' (t) di contorno A(t). L’equazione della conservazione della massa

in forma globale ¢
d
— av =0 . 2.47
dt /V(t) P ( )

Lo scambio di quantita di moto del fluido con I’ambiente puo essere descritto dall’equa-

zione

d

idV:/ o fNY AV f tadA; 2.48
dt V(t)/)v V(t)(f + [ ) + ACH) J J ( )

dove il vettore pu; ¢ la densit‘a di quantita di moto, f; e la forza esterna meccanica

(che descrive lo scambio di quantita di moto a distanza, in cui possiamo includere la
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forza di gravita), f™ ¢ la forza elettromagnetica (che descrive lo scambio di quantita
di moto con il campo elettromagnetico), e il tensore ¢;; ¢ il tensore degli sforzi (che
descrive le forze meccaniche scambiate attraverso la superficie). L’equazione dello

scambio di momento angolare ¢

d
_ i dv — / i em em dv
o /V(t) PEiRETHV v €ink [Tn(fr + [E™) + nnlgre + 97™)] +

+ %4(15) €ihk (Sl,’htjk + nthk) dAj (249)

dove gy e sj;, descrivono le forze esterne meccaniche agenti sul direttore, e gi"™ quella
elettromagnetica. Non scriviamo I’equazione per lo scambio di energia con I’ambiente,
perché, per un sistema a temperatura controllata come il nostro, 1'uso di questa
equazione si riduce alla determinazione dei termini vincolari di scambio di calore con
I’ambiente, che vanno scelti in modo da soddisfare la condizione di costanza della
temperatura.

Le tre equazioni integrali scritte, essendo valide per qualunque volume di fluido
V(t), sono equivalenti a tre equazioni locali, che possono essere ottenute utilizzando
la (A.9) per portare la derivata temporale sotto il segno di integrale. Combinando le

equazioni risultanti, troviamo

p = —pdw; | (2.50)

pv; = fi+ [+ 0ty (2.51)

peinkTnle = €k [Tn(fe + fi™) + nn(gr + g5") + O5(wntie + nasie)] , (2.52)

dove con il punto indichiamo la derivata convettiva d/dt = 6/6t. La (2.50), essendo p
costante, restituisce il vincolo di incompressibilita d;v; = 0 equivalente alla (2.8). La
(2.51), se corredata di relazioni costitutive per le forze non note ff™ e t;; (quest’ultima

puo essere considerata nota a priori solo alla superficie esterna), ¢ una equazione

dinamica per il campo di velocita v. Moltiplicando la (2.51) vettorialmente per z;,
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e sottraendo il risultato alla (2.52), ne ricaviamo una condizione di simmetria che

limita le possibili relazioni costitutive:
tjk -+ shké?hnj + n](G’k + gzm) = tkj + shjé?hnk + nk(G] + g;?m) , (253)

dove G; = g; + 0;5;.
La diseguaglianza di Clausius (2° principio della termodinamica), per un sistema

a temperatura fissata, implica I’equazione
0F < oL | (2.54)

dove 'uguaglianza vale solo per trasformazioni reversibili. Sommando i tre termini
di lavoro (2.1), (2.2) e (2.25) per ottenere 0L, e dividendo per la durata infinitesima
del processo 6t, 'equazione (2.54) diventa

d 1
V() V(t)

dt 2

+7f (t005 + 515) dA +/ (EiaD +Hif)B)dV (2.55)
jiUi T S5il j . i T Oy .

A / 7 v \dr ! 47t

(con 0, indichiamo la derivata locale §;, /0t = 0/0t), avendo aggiunto all’energia libera

il contributo di energia cinetica. La (2.55) in forma locale si scrive
. : . B H; -
(fz + ajtji - p"UZ')UZ' + Gznz + tjz-@jvi + sjz-@jn,- + Z@,:D, + Z&Bl - F >0 . (256)
T T
Adottiamo ora le seguenti notazioni:

1
Vi = 50w+ 0iy)

Wiy = 5O = 0wy) = =%
. OrN;
i = ni_Wijnj: 5t (2-57)
Srdjms
Nij = 0y — WiOjny, = R?gn

(Vi; e il tensore della velocita di deformazione, W)y, € il tensore antisimmetrico le

cui componenti non nulle danno la velocita angolare dell’elemento di fluido, N; e
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N;j sono le derivate temporali relative al fluido di n; e 9;n;, secondo le definizioni
dell’appendice A). Utilizzando la (2.51) e la (2.53), riscriviamo la disequazione (2.56)

come segue:
E; H; .
—ffmvi — gfmnjmj + GzNz + tji‘/;j + SjiNij + 4—8,5Dz + 4—8,;BZ - F Z 0. (258)
T ™

D’altra parte, si ha

oF oF d oF . oF .
3ninz + 38]7% dtajnl + (9DZ ! + 831 !
vd, L E

. H. .
) o+ D+ B, 2.59
Tt dt in +47T +47r ( )

F =

dove G = g7 + 0;sY; (il fatto che le derivate di F rispetto ai campi D e B diano i
campi E e H ¢ dovuto alla assunzione che le relazioni costitutive di equilibrio (2.26)

continuano a valere fuori dall’equilibrio). Usando le definizioni (2.57), e le equazioni

(A.5) e (A.6), troviamo

F = G?Nz + S?iNij - (sgkamk) ‘/z‘j + (G?n] + sgiaknj - S?kaﬂlk) VVij
E;

H;

+

Sostituiamo questo risultato nella (2.58). Ricordando la definizione di #); (tenendo
anche conto del vincolo V;; = 0 che ci permette di ignorarne la componente isotropa),

otteniamo

(Gz - G?) Nz + (sz' - S?Z) Nij + (tji - t?l) ‘/z'j + (261)
—I—(t0—08 A_GO R )W_ fem+@6-D +ﬂ83 > ()
ji — SkiOnTj iy — 9 Ty ) Wiy i g Cik T 0Pk U 20
Invochiamo adesso il principio di indipendenza delle relazioni costitutive dall’os-
servatore, che vale anche per osservatori non inerziali, nel richiedere che nessuna

dipendenza costitutiva contenga v; o W;;, o qualsiasi altra quantita dipendente dall’os-

servatore (v; dipende dalla velocita di traslazione dell’osservatore, W;; da quella di
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rotazione). Il campo di velocita puo comparire solo attraverso il tensore invariante

Vi;j. Analogamente, le derivate temporali di n compaiono solo nei tensori NNV; e IV;;.
Nella (2.61), quindi, v; e W;; possono essere variati arbitrariamente (preservando

pero Pantisimmetria di W;;) e senza che null’altro cambi. L’unico modo perché,

scegliendo arbitrariamente v; e W;;, la disequazione (2.61) sia sempre soddisfatta e
che i coefficienti delle loro componenti non nulle si annullino identicamente. Le due
equazioni risultanti ci forniscono le relazioni costitutive per le forze elettromagnetiche
f£m™ e g¢™, che risultano essere identiche a quelle gia ottenute nel caso statico, (2.33)
e (2.36).

La disequazione (2.61) ¢ ora ridotta a

GY"N; + 85 Ny + 157 Viy > 0, (262)

Je

avendo posto

G = GY+Gi |
sj = st 48U (2.63)

Ji Ji

L’apice “irr” indica la parte di natura dissipativa (viscosa), caratteristica di un pro-
cesso irreversibile, delle rispettive forze.

Assumiamo che questi termini dissipativi, oltre a dipendere dai campi n e T, siano
funzioni analitiche dei tensori Vj;, N;, N;;, in modo da poterli sviluppare in potenze
di questi. L’ordine 0 di questi sviluppi deve annullarsi identicamente; infatti, se
cosi non fosse, per valori sufficientemente piccoli dei tensori V;;, N;, N;;, (cioe per
una dinamica sufficientemente lenta), 'ordine 0 dominerebbe gli ordini superiori, e

sarebbe allora possibile negare la diseguaglianza (2.62) per una scelta opportuna del

segno dei flussi. Tronchiamo gli sviluppi all’ordine 1 in N; e Vj;, e trascuriamo del
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tutto la dipendenza da N;j, che va considerato piccolo rispetto a N;. In questa
approssimazione, il tensore s?f deve annullarsi, affinché la disequazione (2.62) sia
sempre valida per una scelta arbitraria di /V;;. Abbiamo quindi ridotto le relazioni

costitutive per le forze dissipative alla forma

GY" = AinNw+ BV
t?;r = CjinNy + Djink Vi (2.64)

wrr
s; = 0.

Le matrici di coefficienti che figurano in queste relazioni devono essere costruite con
i tensori d;; e n; (trascurando l'eventuale dipendenza dai campi elettromagnetici e
dalle derivate spaziali di n), tenendo conto della simmetria di V;;, del fatto che la
componente arbitraria di GG; parallela a n ¢ gia inclusa nel termine vincolare in « di

GY, che la componente arbitraria di ¢;; proporzionale a d;; & gia inclusa nel termine

0

vincolare in  di tjis € dei vincoli n;N; = 0 e V;; = 0. Troviamo cosi:

Ain = M0 ,
Bin, = 720
Ciin = om0 + pusnidjn (2.65)
Djine = panjninpng + padjndi, + psninpdix + peninpdje
dove i coefficienti ~; e u; sono funzioni della sola temperatura. Le equazioni costitutive
delle forze viscose sono percio
GI" = mNi+ Vi (2.66)
t?f = puinninp Vag + pen; Ny + psni Ny + paVis + psnyng Vip + peninnVin

wrr

ndizion ) impli relazione t7" — " = n, G —n,G! ui niam
La condizione (2.53), lica la relazione ¢7;" — ;%" G —n;GI'", da cui otteniamo

1= M3 — M2,
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Y = s~ Hs - (2.67)
La disequazione (2.62), ormai ridotta a
Gy "N; +t5"Vi; > 0, (2.68)

viene soddisfatta identicamente se valgono le seguenti disequazioni[6]:

Ha Z O )
2010 + 3pa + 2p5 + 206 = 0,
2 +ps+pe = 0, (2.69)

Ayy (24 + ps + p6) — (p2 + p3 +72)> = 0 .

Infine, il principio di simmetria dei coefficienti cinetici di Onsager (la cui validita
per questo genere di problemi & messa in discussione, ad esempio in Rif. [5]), implica

il seguente ulteriore legame fra i coefficienti di viscosita, detto “relazione di Parodi”:

Mo+ p3 = fle — M5 - (2.70)

Sperimentalmente la validita di questa relazione non ¢ stata mai negata, ma neanche
confermata con certezza.

Abbiamo cosi trovato tutte le relazioni costitutive che entrano nella equazione per
la velocita (2.51). L’equazione dinamica ancora mancante, quella per n, deriva dalla
equazione costitutiva g; = ¢¥ + G¥'", e dal fatto che g;, essendo una forza meccanica
applicata dall’esterno, ¢ anche nota a priori (di solito g; = 0; il torque elettromagnetico
g¢™ & contenuto nella gY).

Ricapitoliamo percio l'insieme di equazioni da unire a quelle di Maxwell (2.43)-
(2.46) che determinano la dinamica di un nematico immerso in campi elettromagnetici

e soggetto a forze di volume note f; e g;:

poi = fit f 0 (68 (2.71)
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g -9 -G = 0, (2.72)

2.10 Torque viscoso

Supponiamo che g; = 0. Moltiplicando vettorialmente per n I'equazione (2.72), il

campo vincolare o scompare, e I’equazione assume la forma di un bilancio di torque
Ta+t Tem + 70 =0, (2.75)

dove T, ¢ il torque elettromagnetico totale (nel caso piu generale 7, = Te+ T+ 7o),

e dove si ¢ definito il torque viscoso
(70)i = —€nknn G (2.76)
Nel caso in cui v = 0, il torque viscoso assume la forma semplificata
T, =—ynxn . (2.77)

2.11 Coordinate polari

Per descrivere il campo n, oltre alle coordinate cartesiane n;, non tutte indipendenti
perché soggette al vincolo di normalizzazione |n|?> = 1, conviene spesso utilizzare gli
angoli polari ¥ e . ¢ € I'angolo fra n e 'asse z, e ¢ ¢ 'angolo fra il piano zn ed il
piano xzz.

L’equazione di bilancio dei torque ha solo due componenti non banali, dato che i
torque sono per definizione perpendicolari a n. Una scelta conveniente ¢ di consider-
arne la componente z e la componente sull’asse perpendicolare al piano zn. Infatti

la prima e il torque agente sull’angolo ¢ e la seconda quello agente sull’angolo 9.
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Queste due componenti, nel caso del torque statico 74+ 7, possono essere ottenute

direttamente dall’energia libera F', con le equazioni

_ p0F _oF
T YT 99
OF OF
= O —— . 2.
Te Zaﬁp e (278)

Se si pone F' = F; + F,,,, le derivate vanno fatte a campi D e B costanti, mentre, se
si pone F' = F; — F,,,, vanno fatte a campi E e H costanti.

Il torque viscoso puo anche essere ottenuto dalla funzione di dissipazione, che per

v=0¢
R = JN (19 +sin“J ¢ ) . (2.79)
Si ha allora
OR
(Tv)ﬂ _8719 )
OR
(Tv)go - _% . (280)
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Capitolo 3

Effetto Fréedericksz

3.1 Geometria del sistema

Nel capitolo precedente abbiamo introdotto gli strumenti generali della elettrodinam-
ica dei cristalli liquidi nematici. Concentriamoci ora su una geometria precisa: uno
strato di cristallo liquido nematico spesso alcune decine di micron (indicheremo con
L lo spessore) & posto fra due vetrini piani e paralleli, trattati con un surfattante in
modo che il direttore molecolare n abbia su essi un ancoraggio forte con allineamento
di tipo omeotropico (n ortogonale ai vetrini). La larghezza del film e dell’ordine del
centimetro, per cui nella analisi teorica potremo supporre che lo strato sia infinito.
La temperatura 71" e uniforme e costante.

Facendo riferimento alla Fig. 3.1, chiamiamo z l’asse ortogonale ai vetrini, con
origine su uno di essi. Come anticipato nel capitolo precedente useremo gli angoli
polari di n, ¥ e ¢, oltre alle coordinate cartesiane.

In assenza di campi esterni, il direttore n assume una configurazione uniforme, ori-
entandosi ovunque come ’asse z, assumendo cosi la configurazione che rende minima
I’energia libera F, annullandone la parte di deformazione. In quanto segue indicher-
emo con “US” (per “Undistorted State”) questo stato di equilibrio del sistema.

Se si immerge lo strato in un campo magnetico esterno H, orientato perpendicolar-
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Figura 3.1: Geometria del sistema considerato: il cristallo liquido si trova in uno
strato compreso fra i piani z =0 e z = L; il fascio di luce si propaga lungo l’asse z.
mente all’asse z, si osserva un fenomeno noto come “effetto Fréedericksz magnetico”
(MFT, per “Megnetic Fréedericksz Transition”)[l’ 2,15, 16, 171, 41 di sotto di una in-
tensita di soglia H,, non vi e alcun mutamento apparente; superata la soglia, si induce
un riorientamento di n nella direzione del campo (vedi la Fig. 3.2), la cui entita cresce
gradualmente con l'intensita del campo.

Dato che lontano dalle pareti n non ha una orientazione preferenziale, solo 1’an-
coraggio alle pareti si oppone alla riorientazione. Infatti, la riorientazione & massima
al centro del film, e si riduce progressivamente man mano che ci si avvicina alle
pareti, determinando cosi una deformazione di tipo misto contenente le componenti di

“splay” e di “bend”. Se I'ancoraggio non ci fosse, n potrebbe ruotare uniformemente,



-
1

Figura 3.2: Effetto Fréedericksz magnetico: riorientamento del direttore molecolare
indotto da un campo magnetico statico.

allineandosi al campo magnetico, senza opporre alcuna resistenza, e la soglia H,
sarebbe nulla. Percio questo effetto e relativamente facile ad ottenenersi, soprattutto
per spessori grandi dello strato nematico.

Il fatto che ci sia una soglia H, sotto la quale non vi € alcun cambiamento, ¢ legato
al fatto che il torque magnetico 7, si annulla quando n e H sono perpendicolari
(come ¢ inizialmente nel caso nostro). Pertanto, lo stato US soddisfa il bilancio
dei torque anche in presenza del campo magnetico, qualunque sia la sua intensita.
Tuttavia, non appena il direttore flutta leggermente fuori da questo stato, il torque
magnetico fa sentire il suo effetto. Vedremo nella sezione successiva che per H > Hg,
lo stato US diventa di equilibrio instabile per effetto del torque magnetico, e si genera
contemporaneamente uno stato deformato di equilibrio stabile.

L’effetto Fréedericksz non e prodotto solo da campi magnetici statici. Come ab-

biamo visto nel capitolo precedente, un torque del tutto simile a quello magnetico
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viene esercitato da campi elettrici statici (EFT, Electric F.T.) o da un’onda elettro-
magnetica monocromatica ed intensa, come quella generata da un laser ad emissione
continua (OFT, Optical F.T.). La prima scoperta di quest’ultimo effetto & stata ripor-
tata nei Rif. [18, 19]; i primi studi teorici sono descritti nei Rif. [20, 21]; una rassegna
della nonlinearita ottica legata alla riorientazione dei cristalli liquidi e riportata nei
Rif. [23, 24].

Nel seguito descriviamo la teoria dell’OF T, limitandoci pero al caso di “incidenza
normale” dell’onda sullo strato. Assumiamo cioe che il fascio luminoso viaggi par-
allelamente all’asse z, come mostrato in Fig. 3.1. Inoltre, trascuriamo totalmente i
cosiddetti “effetti trasversi”, quelli cioe associati alla distribuzione trasversa del fascio.
Assumiamo pertanto che questo possa essere assimilato ad un’onda piana, e che tutto
il sistema non rompa spontaneamente 'iniziale simmetria piana (cioe¢ l'invarianza per
traslazioni in direzione z o y). Cio vuol dire che i campi elettromagnetici, il direttore
n e la velocita v non dipendono dalle coordinate = e y, ma solo da z e dal tempo t.

Essendo nulle le derivate d,n e dyn, la densita di energia libera di deformazione

F,, data dalla (2.14), assume la forma semplificata

F;= ;Kg;g [(1 — p; sin® 19) 97+ (1 — pysin? 19) sin’ 79@’2} , (3.1)

dove 'apice indica la derivata rispetto a z, e abbiamo introdotto le costanti adimen-

sionali
K
po= -
' K33
Koo
2 Ko (3.2)

Quando la riorientazione ¢ indotta dalla luce, quest’ultima viene a sua volta forte-
memente influenzata dalle mutate proprieta ottiche del mezzo. Al contrario, il campo

magnetico non risente praticamente della riorientazione, e puo essere considerato
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sempre costante ed omogeneo. Incominciamo quindi la nostra analisi dall’effetto
Fréedericksz magnetico, prima di passare al caso ottico, in modo da incrementare

gradualmente la complessita del sistema in esame.

3.2 Campo magnetico

Sia H uniformemente diretto come ’asse x. Supponiamo che, anche dopo la riorien-
tazione, il direttore mantenga la simmetria speculare del sistema rispetto al piano xz.
Percio si ha n, = 0, o equivalentemente ¢ = 0. Supponiamo inoltre che la velocita
v del fluido sia trascurabile, per cui la dinamica del direttore e determinata dal solo
bilancio dei torque (2.75), con Te,, = T, dato dalla seconda delle (2.34) e 7, dato
dalla (2.77). Vedremo nella sezione successiva come migliorare i risultati di questa
approssimazione. In ogni caso, l'ipotesi v = 0, e soddisfatta esattamente negli stati
di equilibrio.

Con queste semplificazioni, calcoliamo le componenti y (cioe quelle agenti su o)

dei torque elastico, magnetico e viscoso (vedi le (2.78)), ottenendo

Tay = Ks3 [(1 — py sin® 19) W — % sin 20 92|
Ty = %m sin 20 (3.3)
Toy = _7119

(per comodita usiamo x, = p,/47). L’equilibrio di questi tre torque fornisce I'equa-

zione dinamica di 9:
) = K [(1 — prsin®9) 9" — % sin 20 92| + %H2 sin 20 . (3.4)

Come abbiamo gia detto, H puo essere considerato costante. Percio la (3.4) ¢ una
equazione completa, che determina I’evoluzione ¥(z,t) univocamente, purché siano

assegnate le condizioni al contorno 9(0,¢) e 9(L, t), e la configurazione iniziale 9(z, 0).
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Nel nostro caso 'ancoraggio forte omeotropico richiede
9(0,t) =9(L,t) =0 . (3.5)

E facile verificare che la funzione 9(z,t) = 0 soddisfa la (3.4) e le (3.5), e descrive
lo stato stazionario US. Studiamo ora la stabilita di questa soluzione, con il primo
metodo di Lyapunov.

Supponiamo di partire da una piccola deformazione, ¥(z) < 1 per ogni z, dovuta
ad esempio ad una fluttuazione. Per ¥ piccolo, 'equazione (3.4) puo essere “lineariz-
zata”, cioe i suoi termini possono essere sviluppati in potenze di 9, troncando lo

sviluppo all’ordine 1. L’equazione risultante e
")/119 = K3319H + XaHQﬁ . (36)
Sviluppiamo ¥(z,t) in serie di Fourier nella coordinata z:

(2, 1) = X (1) sin (”ZZ) . (3.7)

Tale sviluppo descrive una qualsiasi funzione di z continua e che si annulli in z =0 e
in z = L. Sostituendo questo sviluppo nella (3.6), e proiettando ambo i membri della
equazione sul modo m-esimo (cioé moltiplicando ambo i membri per 2sin(mnz/L),
ed integrando su z da 0 ad L), otteniamo la corrispondente equazione evolutiva, la

cul soluzione &

In(t) = Dn(0)et (3.8)
= 711 [XQHQ — Ky (”ZT)Q] | (3.9)

Per «a,, < 0 'ampiezza iniziale del modo m si riduce esponenzialmente. Per «,, >
0, invece, il modo m si amplifica esponenzialmente fin quando non raggiunge una

ampiezza tale da rendere inadeguata ’approssimazione 1 < 1. Lo stato US, quindi, e
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stabile fin quando tutti gli «,, sono negativi. Non appena uno di essi diventa positivo,
una qualsiasi fluttuazione contenente anche in minima parte il modo corrispondente
fara allontanare definitivamente il sistema dallo stato US. Al crescere di H, il primo

modo che perde stabilita e quello con n = 1. La soglia Hy si ottiene quindi risolvendo

e K33
H,= =,/ 3.10
LYV xa ( )

(nei cristalli liquidi si ha sempre x, > 0). Si noti che I'uso della linearizzazione per la

I’equazione oy = 0, da cui

valutazione della stabilita fornisce risultati esatti, per cui ’espressione determinata
della soglia non contiene approssimazioni. Il fatto che la soglia sia inversamente pro-
porzionale alla lunghezza L € importante ai fini pratici: per ottenere soglie accettabili
¢ necessario usare strati abbastanza spessi (per L ~ 10um, Hy ~ 1 KGauss).

Il passo successivo alla determinazione della soglia, ¢ stabilire cosa succede una
volta che US perde stabilita. In quanto segue utilizziamo due approcci diversi, che
danno indicazioni complementari.

Consideriamo lo sviluppo fino a 92 della equazione (3.4):
) 2
) = Ky [(1 = pr?)0” — py0?] + x H0 (1 _ 3192> . (3.11)

Questa equazione vale sempre solo per 1 piccolo, ma come vedremo non ha la stessa
caratteristica di inadeguatezza della equazione linearizzata per H > H,. Infatti la
presenza di termini in 92 permette alla soluzione di non esplodere esponenzialmente e
di verificare ¥ < 1 anche per H > H,, almeno per valori di H non troppo grandi. Se
H supera di poco la soglia, si ha a; > 0, ma «,, < 0 per n > 2. Questo non vuol dire
che 9, = 0 per n > 2, perché, una volta che ’equazione linearizzata cessa di valere, i
modi di Fourier diventano accoppiati fra loro dai termini non lineari, e quindi il modo
1 forza gli altri modi ad un valore non nullo. Tuttavia, essendo ¥ < 1, i termini

nonlineari forzanti sono piccoli, e possiamo assumere ¥, &~ 0 per n > 2. Poniamo
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quindi

w4

9(z, 1) ~ 9y (L) sin <L> . (3.12)

Sostituiamo ora questa espressione nella (3.11). L’equazione risultante, ovviamente
non soddisfatta esattamente, deve poi essere proiettata sul 1° modo di Fourier. Ot-

teniamo cosi I'equazione dinamica

. 91\
191 = 041191 [1 — <19€q> ] s (313)

2(H? — H?)
H? —p, H?

dove

Veqg = (3.14)

Questa procedura per ottenere un’equazione differenziale alle derivate totali a partire
da una equazione alle derivate parziali viene detto “metodo di Galerkin” 401 1a
soluzione della (3.14) per H > H, ¢

B Veq1(0)er!
02, + 930 (2t — 1)

V(1) ; (3.15)

che mostra un andamento asintotico di ¢, (¢) verso £9,, (il segno coincide con il segno
di ¥1(0)). Quindi £¥,, sono due stati stazionari di equilibrio stabile, in cui il direttore
¢ parzialmente riorientato verso la direzione del campo magnetico ed assume una
configurazione deformata, che indichiamo con DS (per “Distorted State”). Si tratta
chiaramente di un fenomeno di rottura spontanea della simmetria del sistema rispetto
alla riflessione nel piano yz. Infatti il verso di H non e significativo per il cristallo
liquido, a causa della equivalenza di n e —n.

Dalla equazione (3.14) si vede che 'ampiezza 9., dello stato distorto vale 0 per
H = H,, e cresce gradualmente aumentando H. Questo vuol dire che in H = H,
¢’e una biforcazione a “pitchfork”, del tipo mostrato in Fig. 3.3, e la transizione da
US ad uno dei DS e del 2° ordine, dato che la configurazione di equilibrio varia con

continuita alla transizione. Invece le derivate rispetto al parametro di controllo H
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a(L/2) &

Figura 3.3: Diagramma della biforcazione a “pitchfork” che descrive la transizione
riorientazionale del 2° ordine indotta dal campo magnetico.

delle variabili di stato subiscono una discontinuita in Hy. Questa transizione non puo
essere comunque considerata una transizione di fase, dato che non interviene alcun
cambiamento locale nello stato di aggregazione del materiale; in particolare I’entropia
specifica locale risente molto poco della comparsa di un gradiente di n, e non dipende
affatto dall’orientazione locale di n.

In alternativa al metodo approssimato appena descritto, che permette di deter-
minare I’evoluzione completa del sistema, ¢’e¢ un altro approccio che rinuncia com-
pletamente allo studio della dinamica, e si concentra sulla determinazione degli stati
stazionari riorientati.

Uno stato stazionario ¢ una soluzione 9(z, t) della equazione (3.4) che non dipende
esplicitamente dal tempo, cioe si riduce ad una funzione 9J(z). Sostituendo una tale
funzione nella (3.4), il torque viscoso —~9 si annulla, e otteniamo un’equazione per
la sola distribuzione spaziale. Le soluzioni di questa equazione minimizzano l’energia
libera F, che nella nostra simmetria piana assume l’aspetto di un integrale d’azione

con la variabile spaziale z al posto del tempo ¢, e con la densitah F = F;, — F,,, al
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posto della Lagrangiana (per H fissato). Dato che F non dipende esplicitamente da

z, esiste un integrale primo equivalente alla “hamiltoniana”, dato da

-1 ) 1 .
H = 19’@ —F = §K33 (1 — py sin? 19) 972+ §XGH2 sin?d | (3.16)

il cui valore ¢ indipendente da z. Sfruttando questa invarianza, la soluzione 9(z), per
un intervallo (2o, 21) in cui ¢ abbia sempre lo stesso segno, puo essere scritta nella

forma implicita

o ["® [ 1—pisin®Y %7 H z— 2z
(). 97 = /0 <sin2 o — sin219> B Wﬁs L (3.17)

dove gli estremi dell’intervallo, zy e 21, sono stati scelti in modo da soddisfare alle
equazioni ¥(zp) = 0,9 (z1) = 0, e dove si & posto ¥* = ¥(z;). Assumendo che J(z)
abbia simmetria speculare rispetto al piano z = L/2, e che in z = L/2 abbia anche il
suo unico estremo, si puo porre zp = 0 e z; = L/2. In questo caso la (3.17) descrive
implicitamente l'intera soluzione (utilizzando la simmetria speculare), in termini della
unica incognita ¥*. Quest’ultima va determinata risolvendo l’equazione nonlineare
flU*,9*] = wH/2H,. La soluzione cosl ottenuta non contiene alcuna ipotesi sulla
piccolezza di ¥ né sulla sua configurazione spaziale.

Notiamo infine che la rimozione della assunzione a priori ¢ = 0 non cambia i
risultati descritti per gli stati di equilibrio. Infatti le configurazioni in cui ¢ # 0 non
sono energeticamente convenienti rispetto a quelle con ¢ = 0, e non possono pertanto

minimizzare F.

3.3 Backflow

Nel paragrafo precedente abbiamo supposto semplicemente v = 0. Durante la rior-
ientazione di n, in realta, il fluido non resta fermo. La causa del suo movimento e
la reazione al torque viscoso T,. Il flusso dovuto a questa reazione prende il nome di

“backflow” (letteralmente, “retroﬂusso”)[z 14y,
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In questo paragrafo mostriamo che in prima approssimazione, nell’ipotesi di pic-
cola deformazione, 'effetto globale del backflow consiste semplicemente in una ride-
finizione del coefficiente di viscosita ;.

Partiamo dall’equazione (2.72). Per eliminare il campo vincolare o ed ottenere
una equazione in forma normale (cioé in cui compare la derivata n senza fattori
davanti), proiettiamo ambo i membri sul piano perpendicolare ad n utilizzando la

matrice d;; — n;n;. Scriviamo il risultato esplicitando solo il contributo viscoso:
Y1 (i — Wanng + niWignang) + v2 (Vinng — niVaenang) = g1, (3.18)

con
gri = (0in — niny) (gi - 9?) - (3.19)

L’equazione (3.18) va risolta insieme all’equazione (2.71) per v.
Per 9 piccolo, conserviamo solo i termini lineari nelle piccole grandezze n,,n, e

v, nella (3.18), che si riduce allora a

2B =g (=) (3.20)

M —

(Pequazione per n, non & necessaria). Nella stessa approssimazione linearizzata,

trascurando 1 termini inerziali in v, 'equazione (2.71) si riduce alla seguente

0 . 1 )
5, |Hen + 5 (poa + p15 — p2) v;| =0 (i =x9) (3.21)

(nell’ipotesi che non ci siano forze esterne dirette come gli assi x o y). Non abbiamo
. , : , , L . : . o
scritto ’equazione per v, perché contiene il termine di pressione arbitraria (3, che non

siamo interessati a conoscere, e che fa in maniera da soddisfare I’equazione
v.=0, (3.22)

derivante dalla incompressibilita (2.73).
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Integrando le equazioni (3.21) e (3.22), con la condizione al contorno v = 0 (che
deriva dal fatto che la velocita non puo subire discontinuita spaziali in un fluido

viscoso), otteniamo

v, =0 (3.23)

2 1 L
U;:_Mz@._ / nd) (=) . (3.24)
Ha + s — 2 L Jo

Sostituendo questi risultati nella (3.20), otteniamo

. 241 ( 1 L.d> T ) (3.25)
n— ———— | —— | ndz] =g i =, :
T s — o L Jo 9L Y
(avendo usato le relazioni (2.67) per 72), in cui essendo v, = 0 si ha n; = 9;n;. Usando

ora il metodo di Galerkin, descritto nel paragrafo precedente, supponiamo che, per v

piccolo e twist ¢ trascurabile, sia valida I'espressione approssimata

ni(z, 1) = Ai(t) sin (”LZ) (i=a,y) . (3.26)

Sostituendola nella (3.25), e proiettando sul primo modo di Fourier, otteniamo

.2 L
YA = Z/o g1isin (T) dz (i =umzy) , (3.27)
con
2413 < 8 >

= —— (1= = . 3.28
nem Ha + s — 2 us (3.28)

Vediamo percio che, nell’ambito in cui U'ipotesi (3.26) & soddisfacente, effetto del
“backflow” si riduce a cambiare il coefficiente di viscosita v, in f (una diminuzione
di circa il 10%).

In quanto seguira per tenere conto del backflow ci limiteremo sempre alle sos-
tituzioni 74 — 7 e v.— 0, anche laddove andremo oltre le ipotesi (3.26). Una
trattazione piu completa appesantirebbe molto la teoria, cambiandone solo di poco i

risultati quantitativi.
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3.4 Onda elettromagnetica piana: equazioni esatte

Supponiamo adesso che un’onda piana monocromatica, ad esempio prodotta da un
laser, incida perpendicolarmente sul campione in corrispondenza del piano z = 0. Sia
w la frequenza dell’onda fuori dal campione (espressa in rad per unita di tempo) e
A = 27c/w la lunghezza d’onda nel vuoto. All'interno dello strato 'onda non sara
piu esattamente monocromatica, perché I'intensita e la polarizzazione possono variare
nel tempo quando varia n. Utilizziamo comunque la notazione complessa, dato che
queste variazioni sono comunque lentissime rispetto alla frequenza w: E, H, D, B in-
dicheranno percio vettori complessi, la cui parte reale fornisce il campo effettivamente
presente.

Trascurando il backflow, eccetto nella ridefinizione della costante di viscosita ~;, le
equazioni che determinano la dinamica del sistema sono il bilancio dei torque (2.75),
con T, = T, dato dalla (2.40), e le equazioni di Maxwell (2.43)-(2.46).

Supponiamo che il mezzo sia non magnetico, per cui B = H. Derivando I’equazio-
ne (2.46) rispetto a t e sostituendovi I'espressione di B /0t fornita dalla (2.45), otte-

niamo l’equazione d’onda

1 9°D
rot rot E + —

Sap =0 (3.29)

da risolvere insieme alla (2.43). Sfruttando la simmetria piana, queste due equazioni
si riscrivono come segue:
O’E 1 0°D
022 2 Ot2

(3.30)

D.=0 . (3.31)

Da quest’ultima, essendo D, = 0 fuori dal campione deduciamo che D,(z,t) = 0 in

tutto il sistema. Cio ci consente di esprimere E, in funzione di E, ed E,. Con 'aiuto
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delle (2.26), otteniamo
Erxlly + eyl
€2z '

b, =

(3.32)

Anche D, e D, possono essere ora espressi in funzione dei soli campi F, ed E,,

avendo definito la matrice
Eij = <5z’j - gig%) (t=m9) . (3.34)

La (3.32) e le (3.33) ci consentono infine di riscrivere ’equazione d’onda (3.30) in

termini delle sole componenti F, ed E,:

O*E; 1 97

022 2 0ot?

In alternativa alle due componenti di polarizzazione lineare E, ed E,, possono
essere impiegate le componenti di polarizzazione circolare destra e sinistra, Fr =
(E, +iE,)/V2 e E = (E, — iE,)/v2. Lequazione (3.35) & valida anche in questa
rappresentazione, purché la matrice &;; sia espressa nelle componenti R e L. E con-

veniente introdurre anche i parametri di Stokes,

So = |EL*+|E,> = |Er*+|EL? ,
Sy = |EJ—|E,” = 2Re(ErE}) ,
Sy = 2Re(E,E;) = 2Im(EgEj) (3.36)
Sy = QIm(Ea:E;) = |Erl* —|EL]” |

reali, e legati dalla condizione S? + S5 + S35 = S2. 1l parametro Sy ¢ 'ampiezza totale
del campo, a prescindere dalla polarizzazione. Definiamo anche i parametri di Stokes
“ridotti”, s = S1/S0, 89 = S2/S0, 83 = S3/Sp, di valore compreso fra —1 e 1, e che

portano una informazione relativa alla sola polarizzazione del campo. In particolare
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sz fornisce il grado di “ellitticita” della polarizzazione: per s3 = 0, la polarizzazione
e lineare; per s3 = +1 la polarizzazione ¢ circolare destra o sinistra a seconda del
segno; per valori intermedi ¢ ellittica destra o sinistra a seconda del segno. s; e s
portano I'informazione relativa all’orientazione dell’ellisse rispetto agli assi cartesiani:
'angolo ¢ = (1/2)tan"!(sy/s;) ¢ I'angolo che I'asse maggiore dell’ellisse forma con
’asse x.

Calcoliamo ora esplicitamente i vari contributi al bilancio (2.75), scritto in coor-
dinate polari 9 e . Usando l’espressione (3.1) per I'energia libera di distorsione, e le
relazioni (2.78), otteniamo le componenti dei torque elastici

Taw = Kis3 [(1 — py sin? 19) VA % sin 200 9% — (; — po sin? 19) sin 209 @’2} :

Tdp = 882 |:K33 (1 — pysin? 19) sin® ¢ gp’} ) (3.37)

L’espressione (2.40) per il torque ottico, tradotta in coordinate polari, ed eliminato

E, con la (3.32), fornisce

o1t sin 209
Toy — ﬂ (So + Sl COS2Q0 + SgSiIl2(,0) ,
’ 327T€L€||
52 32 9
Top = %711(;1; (Sycos2¢p — Sysin2yp) (3.38)
dove
7= Holte , (3.39)

\/n?, sin® 9 + n2 cos? v

e l'indice di rifrazione visto dall’onda straordinaria che si propaga in una direzione
ad angolo ¥ con il direttore n, in un campione omogeneo (nel nostro caso la luce si
propaga sempre nella direzione dell’asse z, per cui 9 € proprio ’angolo azimuthale).

Infine, i torque viscosi possono essere ricavati dalle (2.80), assumendo v = 0 e

ridefinendo 7, in v7. Troviamo cosi

*
Ty — _71197

Toe = —Yisin®d¢ . (3.40)
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Riscriviamo il bilancio (2.75) nella forma di equazioni evolutive per 9 e ¢:

. 1
v = " [Td,ﬂ(ﬁ”a 19/a 90,7 ﬁ) + To,ﬁ(rﬁa P, Easa Ey)] )
M1
. 1
o = fﬁ s [Td,gp(sp,la 9, J) + To#,(ﬁ, o, B Ey)| . (3.41)

Il sistema di equazioni nonlineari (3.35) e (3.41), se completate da condizioni al
contorno appropriate, descrivono la dinamica del sistema. Dobbiamo specificare le
ampiezze E, e Ey dell’onda incidente ad entrambi i vetrini, piu la frequenza w di
oscillazione del campo. Inoltre, ’ancoraggio omeotropico forte implica che 1} sia nullo
per z = 0 e z = L. Bisogna pero aggiungere anche delle condizioni al contorno per
©, per completare 'insieme di condizioni necessarie. Queste ultime derivano dalle
informazioni sul limite di ¢’ per z che tende ad un qualsiasi punto zy in cui ¥(zy) = 0,
informazioni che 'equazione (2.75) scritta in coordinate cartesiane contiene ma che
perde nel passaggio a coordinate polari. Il limite di ' = (n.n, — nyn,)/(n2 + n?)
ha la forma indeterminata 0/0 ma, applicando la regola del L’Hospital ed usando le
espressioni di nj; ed ny che si ottengono dall’equazione (2.75) in coordinate cartesiane,
si trova lim,_,,, ¢’ = 0, risultato che non puo essere determinato direttamente dalle

(3.41). L’insieme completo delle condizioni al contorno ¢ allora il seguente:

9(0,1) =0 O(L,t) =0 ,

¢'(0,¢) =0, ¢'(L,t) =0,
EF(0,t) = Ege ™t | EZ (L,it)=0 , (3.42)
EF(0,t) = Eye ™", E;(L,t)=0,

dove ET ¢ E~ sono i vettori complessi relativi alle onde viaggianti rispettivamente
nel verso di z crescenti e decrescenti. Nel caso in cui 'onda incidente sia polarizzata

linearmente o ellitticamente, ¢ sempre possibile scegliere gli assi x ed y in modo da
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avere S3(0,t) = 0, il che corrisponde a far coincidere I’asse maggiore dell’ellisse di

polarizzazione con I’asse x.

3.5 Approssimazione adiabatica

La dinamica di n descritta dalle (3.41) ha tempi caratteristici dell’ordine di ~; L?/ K33,
come quelli determinati nel paragrafo (3.2). Si tratta di tempi enormi rispetto al
periodo ottico 27 /w. E quindi piu che adeguata generalmente ’approssimazione di
portare la matrice &;; fuori dalle derivate temporali nella (3.35). Si puo porre allora
Ei(z,t) = E;(2,t) exp —iwt, dove i campi E;(z,t) soddisfano I'equazione

PE, .
022 +k(2]€ij

E;=0 (i =zy) , (3.43)

dove kg = w/c = 2w/, e il tempo compare solo parametricamente nella matrice &;;.
Ovviamente, per gli stati di equilibrio, in cui n non dipende dal tempo, la (3.43) &
esatta.

Trascurando la lentissima dipendenza temporale delle ampiezze Ej, possiamo
adottare 'espressione dell’intensita I di un’onda valida per campi monocromatici.

I & la media su un ciclo della componente z del vettore di Poynting S = (¢/47)E x H,

e descrive la densita di flusso energetico dell’onda. Per campi monocromatici, la (2.45)

fornisce H = —i(c/w) rot E; da cui
c c?
<8 >= —Re(E' x H) = ~—Im(E" x 10t E) . (3.44)
Nella geometria piana, quindi, si ha
[ o< S 5 i (BB 4 BB = I (ELE, + ELE 3.45
=< Z>_%m<mx+yy)_%m<RR+LL)' ( )

Si verifica facilmente che I'equazione (3.43) implica I’ = 0, cioé 'intensita dell’onda
e costante. Fuori dagli stati di equilibrio questa legge non e rigorosamente verificata,

dato che I'equazione (3.43) & solo una approssimazione della (3.35).
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Oltre alla intensita I, definiamo un’altra quantita dal notevole significato fisico,

1 N . 1 . )
M. = ook (E;E, - E;E)) = Spam (ELE, — ELEY) . (3.46)

Dalla (3.43), si trova
M, = —Top . (3.47)

Quindi M, ¢ il flusso della componente z di momento angolare nella stessa direzione
z, trasportato dall’onda, perché la sua variazione e la componente z del torque ot-
tico. Anche la (3.47) vale rigorosamente solo negli stati di equilibrio, mentre ¢ solo
una ottima approssimazione in regime dinamico. Si noti che M, & associato alla
polarizzazione della luce, e quindi puo essere considerato un momento angolare pura-
mente “intrinseco”. Infatti la componente z del momento angolare “orbitale” e nulla,

essendo la quantita di moto dell’onda diretta come z.

3.6 Approssimazione di ottica geometrica

La soluzione del sistema (3.43) ¢ difficile in generale. In questo paragrafo mostriamo
come ottenere un sistema di equazioni piu semplice per la propagazione dell’onda,

nell’ipotesi in cui le variazioni spaziali di n siano “lente” rispetto alla lunghezza
d’onda APL 921,

Poniamo
E; = ei(2)e™ el (2) + c(2)e®?Pei(z)  (i=w,y) (3.48)

dove le ampiezze complesse ¢, ¢y e le fasi ¢y, ¢ sono funzioni lente di z, e dove e! e
e sono versori appartenenti al piano zy ed autovettori di £;;(z). Gli autovalori di &

sono &; = n?*(z), dato dalla (3.39), e & = n?. Si ha

<~ 1 _ 21 . 2_ 22
Eje; =ne; , Eye; =mnye; (3.49)
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con

e' = (cosp,sing,0) , e = (—siny,cosy,0) (3.50)

(¢ & 'angolo polare di n).
Sostituendo la (3.48) nella (3.43), otteniamo
{(Cjej)” + 2ik0¢;(Cje]), + Z.k()QS;-/(CjeJ + k?g(gj — Qs;z)(CjeJ)} GZkOd)j =0 . (351)
—1

J
Scegliamo le fasi ¢; imponendo ¢ = \/57 , in modo da annullare i termini in k2, che
altrimenti prevalgono sugli altri.

Trascuriamo poi i termini della (3.51) che non contengono kg, che nelle nostre

ipotesi & grande rispetto alle derivate delle ¢;, ¢; e €. Utilizzando le relazioni e” =

pe? e e? = —y'el, otteniamo
27_10/1 + e, — 2n0¢1626ik0(¢>2*¢1) =0,
2oy — 2ngp 0@ — (3.52)

Riscriviamo queste equazioni in termini delle ampiezze complesse totali (non lenta-

mente variabili) a; = ¢; exp iko¢;:

—/
n n
' o o
a;, = |thon — — | a1+ —¢'as ,
2n n

ay = —ﬁgo'al—l—ikronoag. (3.53)

o

Se facciamo ora l'ulteriore approssimazione di piccola birifrangenza, cioe consid-
eriamo piccola la quantita n — n,, possiamo trascurare ulteriormente i fattori n/n,

davanti a ¢', e il termine in 7, ottenendo le equazioni

/ . — /
ay, = tkonay + ¢as

ay = —¢'ay+ikonoay . (3.54)
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Queste ultime equazioni sono pero inadeguate a calcolare la dipendenza da z del
parametro di Stokes Sy = |ai|* + |ag|?; infatti, in base a queste equazioni, Sy(z)
risulterebbe costante. Le useremo percio soltanto per determinare la variazione della
polarizzazione, espressa dai parametri ridotti si, sg, 3, mentre la variazione di Sy
potra essere ottenuta dalla relazione che lo lega all’intensita I, quest’ultima realmente
costante con ottima approssimazione.

Definiamo i parametri di Stokes ridotti relativi agli assi “ruotanti”, e! ed e?,

2 2
& = M = $1C082¢p + s98in2¢p |
So
2R 5
£ = eéal%) = —s1sin2¢p +cos2p , (3.55)
0
2Im (aiab)
€3 - SO = 83 -

Le (3.54) equivalgono alle equazioni

51 = 290152 )
& = —(n—mny)ko&s — 2461, (3.56)
5{,5 = (ﬁ - no)k0£2 )

che possono essere anche riscritte nella forma vettoriale

6, = ((ﬁ - no)k(h 07 _290/) X 5 : (357)

Passando ai parametri di Stokes relativi agli assi fissi z e y, troviamo 1’equazione

finale

/

s’ = ko(n — n,) (cos2p,sin2¢p,0) x s . (3.58)

Calcoliamo ora le espressioni approssimate dell’intensita I e del flusso di momento

angolare M., usando le (3.53). Dalla (3.45), si trova

C
1= (Rlas]? + nolazl?) (3.59)
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da cui, con le definizioni (3.55),

;- C n(z) + ne N n(z) — n,
8w 2 2

&(2)| So(2) - (3.60)

Dalla (3.46), si trova

1
Mz = ——S83 . (361)
w

Entrambe queste espressioni diventano esatte se il mezzo ¢ omogeneo.

3.7 Intensita di soglia per la riorientazione

Una semplice soluzione stazionaria del sistema (3.35), (3.41) e (3.42) ¢ la seguente

(trascurando le riflessioni sui vetrini)

I(z,t) = 0,

©(z,t) = arbitrario,

Ei(z,t) = Eypeltk=t (1==x,y) , (3.62)
E.(z,t) = 0

dove k = n,w/c. Questa soluzione & lo stato non distorto US che si instaura quando
I'intensita dell’onda ¢ molto bassa.

Per valutare la stabilita di questa soluzione, procediamo come per il caso di campo
magnetostatico, linearizzando le equazioni per ¥ e ¢ attorno alle soluzioni (3.62),
nell’ipotesi che vi sia una piccola fluttuazione del direttore. La dinamica temporale
del campo sara trattata in approssimazione adiabatica, con la (3.43).

Nello stato non deformato US, in cui n, = n, = 0, si ha &;; = €,6;;. In presenza
di deformazione, gli elementi di €;; cambiano con termini almeno quadratici in ng,, n,,
che devono percio essere ignorati nelle equazioni linearizzate. Quindi i campi F;(z,t)
devono essere tenuti costanti (a parte 'oscillazione ottica) durante la fluttuazione di

n. In particolare, scegliamo gli assi x ed y in modo da avere S, = 0.

68



Linearizzando 'equazione dinamica per ¢ otteniamo allora

Ea€l
167T€||

Vi) = Kag (19” - @6219> + ¥ (Sy + S1cos2¢) (3.63)

dove I'angolo ¢(z) € una funzione arbitraria ma costante, e i parametri di Stokes S;
sono quelli dello stato US (in particolare non dipendono da z). L’equazione lineariz-
zata per ¢(z,t) non ha importanza nella determinazione della soglia.

Lo stato US ¢ instabile se esiste una configurazione ¢y(z), per la quale una flut-
tuazione ¥(z,t) non rilassa a 0. La configurazione ¢ (z) piu favorevole alla crescita di
¥ deve avere ¢ = 0, in modo da minimizzare il torque elastico di richiamo a 0. Nel
contempo, il torque forzante ottico & massimizzato dalla scelta ¢q(z) = 0 per S; > 0
0 po(z) = m per S; < 0. Queste due scelte soddisfano automaticamente anche la

condizione precedente, e danno luogo all’equazione

0 Eaf L
9 = Ko + ——9 (S S . 3.64
" 330" + T67e, (So + [51]) ( )

Con uno sviluppo di Fourier analogo a quello fatto con il campo magnetico, si trova

che il primo modo non decade piu per

SO > 167T3€||K33 '
T el L2(1 4 |s1])

(3.65)
L’intensita I dell’onda nello stato US e legata ad Sy dalla relazione I = ¢n,Sy/8,
ottenuta dalla (3.60) per J = 0 (che in questo caso ¢ esatta perché il campione ¢
omogeneo). Percio l'intensita di soglia I ¢
7T2C€||K33 2

aol? 14 /1 g2

dove abbiamo sotituito |s;| con /1 — s3 per rendere I'espressione indipendente dalla

Iy =

(3.66)

scelta degli assi x ed y.
La (3.66) fornisce quindi I'intensita di soglia per luce polarizzata in modo qualun-

que. Si vede che il suo valore dipende dal solo parametro di ellitticita sz, ¢ minima
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per luce polarizzata linearmente (s3 = 0) e aumenta per ellitticita crescente. In
particolare, per polarizzazione circolare (s3 = 41) il valore di soglia ¢ esattamente il
doppio di quello per il caso lineare. L’ordine di grandezza della intensita di soglia in
uno strato nematico spesso 100 ym & di 1000 W /cm?.

Recentemente si € scoperto che drogando un nematico normale con certe sostanze
coloranti (assorbenti), I'intensita di soglia per la riorientazione puo essere diminuita

di un fattore 100 e oltre. La spiegazione di questo fenomeno ¢ ancora incertal431-49],

3.8 Polarizzazione lineare: modello simmetrico

Supponiamo ora che la polarizzazione del fascio incidente sia lineare, diretta come
I’asse . Se non c’e rottura spontanea della simmetria speculare rispetto al piano zz,
si puo assumere ¢(z,t) = 0.

La polarizzazione della luce rimane allora lineare in tutto il campione. Si ha cioe
s = (1,0,0). Per trovare Sy(z), utilizziamo 1’approssimazione adiabatica e I'ottica
geometrica. Consideriamo percio I'intensita della luce I come una costante, indipen-

dente da z. Per la (3.60), si ha

So(z) = =M (3.67)

cn(z)

Al posto di I, introduciamo il parametro adimensionale I = I /I, dove I & I'intensita
di soglia per polarizzazione lineare, data dalla (3.66) con s3 = 0. Sostituendo nella

prima delle (3.38), otteniamo

_ 3
- K.
Tow = 21 sin ¥ cos ¥ (n(ﬂ)) ( 33) . (3.68)

No L2

Questa espressione ¢ molto simile a quella per il torque magnetico utilizzata nel
paragrafo (3.2). I risultati che abbiamo esposto per il caso magnetico possono essere
quindi riottenuti in modo del tutto analogo in questo caso, e coincidono a meno di

dettagli.
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Secondo il modello esposto in questo paragrafo, quindi, 'effetto Fréedericksz ot-
tico € molto simile a quello magnetico. Nella realizzazione sperimentale, 'unica dif-
ferenza importante ¢ che, mentre il campo magnetico puo essere ritenuto davvero
uniforme, il fascio laser deve per forza avere un profilo trasverso (cioe nelle direzioni
x e y) di dimensioni non troppo grandi, altrimenti la soglia in potenza sarebbe troppo
alta. Tipicamente il fascio ha un profilo trasverso gaussiano, con una larghezza di
100 — 200pm. La presenza di una intensita variabile in direzione trasversa crea una
riorientazione variabile. Il profilo di birifrangeza ¢ allora tale da creare una figura di

diffrazione ad anelli nel campo lontano del laser, di cui parleremo nel capitolo 5.

3.9 Polarizzazione lineare: rottura di simmetria

Fino ad ora abbiamo supposto che la simmetria speculare rispetto al piano xz sia
mantenuta dal sistema (¢ = 0); ora rimuoviamo questa ipotesi. Al contrario del
caso magnetico, le previsioni che ne derivano sono incredibilmente diverse da quelle
del modello simmetrico. Come vedremo, la ragione di questa notevole differenza sta
nell’accoppiamento dell’angolo ¢ con la polarizzazione della luce, fenomeno che non
ha alcun analogo nel caso magnetico.

Una importante relazione integrale che mette in rilievo questo accoppiamento,
puo essere ottenuta integrando su z la seconda delle (3.41), dopo avervi sostituito
I'espressione approssimata (3.47) di 7, e la seconda delle (3.37) per 74,. Tenendo

conto delle condizioni al contorno (3.42), otteniamo la relazione globale
L
Vi / psin?d dz = M,(0) — M(L) . (3.69)
0

Questa espressione ¢ il bilancio della componente z di momento angolare: sulla de-
stra compare il momento angolare perduto per unita di tempo dalla luce nel passaggio

attraverso il campione; sulla sinistra c’e il torque viscoso totale, che descrive il mo-
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mento angolare ceduto al campo v, e che viene poi trasmesso al contenitore. Il flusso
di momento angolare dovuto al torque elastico si annulla alle pareti, per cui comp-
lessivamente non da contributo.

L’equazione (3.69), nel caso in cui il sistema si trovi in uno stato stazionario,
per cui ¢ = 0, si riduce alla condizione M,(L) = M,(0). Ricordando ’espressione
approssimata (3.61) per M., ne deduciamo che in uno stato stazionario Uellitticita ss
della luce incidente deve coincidere con quella della luce emergente. In particolare,
luce incidente polarizzata linearmente deve emergere polarizzata ancora linearmente,
con al piu una rotazione del piano di polarizzazione.

In questo paragrafo descriviamo un modello semplificato ma non forzatamente

simmetrico per 'OFT 291 basato sulle due ipotesi
sind(z,t) ~ A(t)sin <7TLZ> :
o(z,t) ~ o) . (3.70)

Ipotizziamo cioe che la deformazione di splay-bend, sin9(z), sia sostanzialmente data
dal primo modo di uno sviluppo di Fourier, e che il twist sia completamente trascur-
abile. Le ipotesi (3.70) soddisfano le condizioni al contorno (3.42). Supponiamo
inoltre che A(t) < 1, in modo da poter trascurare qualsiasi potenza di A maggiore
di A3,
Si ha
TZ

n(z) ~ n, (1 + i:a” sin? 19) ~ n, (1 + %AQ sin? L) . (3.71)

Conviene definire una variabile u(z) per la differenza di fase accumulata al punto z

tra I'onda straordinaria e quella ordinaria:

2
TNeELA (z L . 27rz> (3.72)

725”)\ S ——

u(2) = ko /OZ (") — o dz’ ~ = I

La differenza di fase totale o = u(L) alla faccia di uscita del campione ¢ legata ad A
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da

o =u(L)~ LA? | (3.73)
dove
= TMNyE (L
L= — 74
28” ()\) <3 7 )

€ un parametro adimensionale proporzionale allo spessore. La fase «, sebbene sia
proporzionale a A2, non deve essere ritenuta piccola, perché la costante L, contenendo
il fattore L/, pud essere un numero molto grande (tipici valori di L sono ~ 100, per
cui v puo variare di molti 7). L’equazione (3.72), riscritta in termini di «, diventa

z 1 . 27rz> (3.75)

u(z):a(L—%smL

Le equazioni approssimate (3.56) per la polarizzazione della luce possono ora essere

riscritte nella forma semplificata

g B dj

dove u(z) ¢ data dalla (3.75). Per dp/du = ¢' = 0 questa equazione si risolve

banalmente, e la soluzione e
61 = 61 (O) )
& = —&(0)sinu + &(0) cosu (3.77)
& = &(0)cosu+ &(0)sinu .

La luce incidente e polarizzata linearmente nel piano xz, per cui s1(0) = 1,59(0) =

0,s3(0) = 0. Passando alle variabili &;(0) con le (3.55), e sostituendo il risultato nelle

(3.77), si ha
& = cos2yp
& = —sin2p cosu , (3.78)
&3 = —sin2psinu .
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Possiamo ora sviluppare la prima delle (3.41) in potenze di ¢, troncando lo
sviluppo a 9¥?. Quindi, seguendo il metodo di Galrkin, sostituiamo le ipotesi (3.70)
nella equazione risultante e proiettiamo sul primo modo di Fourier. Per sostituire Sy
con l'intensita I, utilizziamo la (3.60), con n dato dalla (3.71). Infine passiamo dalla

variabile A(t) allo sfasamento totale «(t), usando la (3.73). L’equazione finale &

B 2,2 (. 1
Té = 7 {I(l—l—congp)—Q}—ﬂz {I[m—{—ng(l—cos2g0)](1+cos2gp)—2—p1},

(3.79)
dove e stata introdotta la costante di tempo
Vi L?
T = , 3.80
Ko (3.80)
e le costanti adimensionali
9€J_ — 3EH
= —— 3.81
T 8&jH ) ( )
o
2 165”

L’equazione per ¢ puo essere trovata direttamente dalla (3.69), con le ipotesi

(3.70) e lespressione approssimata (3.61) per M,. Il risultato &

. w2 [s;;(L) — 33(0)1

_ 82
V= - (3.82)

Questa equazione e valida qualsiasi sia la polarizzazione incidente. Nel caso di luce

polarizzata linearmente, usando la terza delle (3.78) (s3 = £3), si ha infine

2]~ :
T = —% sin 2¢p sn;oz : (3.83)

La dinamica del sistema ¢ quindi descritta dal sistema di due equazioni (3.79) e
(3.83), nelle variabili a(t) e ¢(t).
Consideriamo ora gli stati di equilibrio del sistema. Ritroviamo ovviamente lo

stato US, dato da a = 0 e ¢ arbitrario, stabile per I < 1. Per I > 1, compare lo stato
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di equilibrio (o, @), simmetrico per riflessione speculare nel piano zz, dato da

~n

-1
a/O - L jad 1 bl
ml—3(2p—1)

wo = 0. (3.84)

Questo stato, tuttavia, non rimane stabile aumentando 'intensita I. Si vede infatti,
dalla (3.83), che se il segno di sin v ¢ negativo una fluttuazione di ¢ non rilassa a 0,
ma tende invece a crescere. Il sistema dunque rompe spontaneamente la simmetria
speculare, non appena ao(f ) > m. A partire da questa seconda soglia, il sistema
possiede un certo numero, crescente con I , di stati stazionari (a,,,) a simmetria

speculare rotta, oltre allo stato (ag, o). Essi possono essere trovati risolvendo le

equazioni (3.79)-(3.83) in cui si sia posto ¢ =0 e & = 0. Troviamo cosi

a, = nmw .,
1 L+nm(m—p—3

pon = F=cos ( 2 (3.85)
2 L — nmny

(si & posto per semplicita 7, = 0), con n intero positivo limitato dalla condizione
nm < ag(I). La figura 3.4 descrive graficamente questi risultati.

In uno stato con n pari, la luce subisce uno sfasamento multiplo di 27, e quindi
esce con polarizzazione identica a quella all’ingresso, come previsto anche dalle (3.78).
Invece, in uno stato con n dispari, la polarizzazione della luce emergente € ancora
lineare, ma il suo piano di oscillazione e ruotato di 2¢ rispetto al piano xz. Una
analisi di stabilita basata sulla linearizzazione rivela che gli stati con n pari sono
instabili, mentre quelli con n dispari sono stabili, e sono circondati da traiettorie a
spirale che vi convergono (vedi Fig. 3.5). La presenza di molti stati simultaneamente
stabili, inoltre, implica il verificarsi di fenomeni di isteresi.

Se il sistema si trova in uno stato (o, ¢,) € non subisce transizioni ad altri stati,

variando l'intensita I la birifrangenza complessiva resta bloccata al valore nm e la
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@ (RAD)

1/1,

Figura 3.4: Diagramma degli stati stazionari che rompono la simmetria speculare del
sistema. Le linee continue descrivono gli stati (o, @,) con n dispari, stabili, quelle
tratteggiate rappresentano gli stati con n pari, instabili. Sono rappresentati solo gli
stati con @, > 0, dato che gli altri sono ottenuti da questi per riflessione speculare.

figura di diffrazione ad anelli nel campo lontano sembra “congelata”, un effetto chiam-
ato “phase-locking”.

Riassumendo, il modello descritto prevede la rottura spontanea della simmetria
speculare rispetto al piano xz, I'instaurarsi di uno stato a birifrangenza bloccata con
rotazione del piano di polarizzazione di un angolo 290n(_f ) dipendente dall’intensita
del fascio, la presenza di isteresi, e di transienti con oscillazioni smorzate. E evi-
dente I'’enorme differenza tra queste previsioni e quanto invece avviene con un campo
magnetico.

Gli esperimenti svolti, tuttavia, non sembrano confermare queste previsioni in
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modo del tutto soddisfacente. I cicli di isteresi sono stati osservati (vedi Fig. 3.6), ma

alBll sie scoperto che, introducendo

la ripetibilita di queste osservazioni € molto bass
un piccolo fattore che favorisca la rottura della simmetria speculare, i fenomeni de-
scritti sono osservati molto piu facilmente. Un fattore del genere puo essere dovuto
ad una lieve asimmetria del campione, una piccola ellitticita residua nella luce inci-
dente, o un drogaggio con agenti chirali del nematico (in modo da renderlo lievemente

42 Se tutti questi fattori sono accuratamente rimossi, il sistema sembra

colesterico)l
privilegiare lo stato a simmetria speculare, contro ogni previsione.

La ragione dell’osservata inibizione della rottura di simmetria non va cercata nella
grossolanita delle ipotesi (3.70). Infatti, le previsioni di rottura di simmetria e di mul-
tistabilita con “phase-locking” sono state riprodotte anche risolvendo direttamente le
equazioni (3.41) e (3.43), con metodi numerici. Probabilmente, l'insufficienza del

modello ¢ nell’ipotesi di simmetria piana, ipotesi che come abbiamo gia detto non ¢

verificata dal fascio laser.
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Figura 3.5: Traiettorie nello spazio delle fasi (n, = Acosp,n, = Asinp), per
I = 1.045: (a) quadro generale; (b) dettaglio sull’intorno di uno stato stazionario
a stmmetria rotta.
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Figura 3.6: Cliclo di isteresi e phase locking, osservati in un campione di cristallo
liquido mnematico sotto 'azione di un fascio laser polarizzato linearmente: (a) curva
complessiva; (b) dettaglio della curva per intensita di poco sopra soglia.
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Capitolo 4

Diffusione stimolata autoindotta

4.1 Interpretazione quantistica

La notevole differenza riscontrata fra l'effetto Fréedericksz magnetico e quello ottico
¢ stata attribuita alla complessa interazione fra la polarizzazione della luce ed il
direttore, interazione che coinvolge uno scambio di momento angolare “intrinseco” fra
la luce e la materia. La natura di questa interazione appare ancora piu evidente nei
fenomeni che si osservano quando la luce incidente ha fin dall’inizio una polarizzazione
ellittica, ed in modo particolare per il caso di polarizzazione circolare.

In quest’ultimo caso, quando l'intensita I supera la soglia I; per 'OFT (doppia
rispetto al caso di polarizzazione lineare), il sistema non raggiunge piu alcuno stato
di equilibrio. Analizzando la luce emergente, infatti, la si scopre polarizzata ellitti-
camente, con ’asse maggiore dell’ellisse che ruota ad una velocita costante 2. Cio
significa che anche il direttore molecolare in ogni punto del campione, oltre ad essere
riorientato, ruota uniformemente attorno all’asse z, descrivendo una superficie conica
(vedi Fig. 4.1)321,

Come anticipato, questo fenomeno ¢ dovuto allo scambio diretto di momento an-
golare intrinseco (di polarizzazione) della luce con i gradi di liberta orientazionali

(quindi anch’essi “intrinseci”) del cristallo liquido. In una descrizione quantistica, il
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Figura 4.1: Schema della rotazione del direttore molecolare indotta da un fascio di
luce polarizzato circolarmente.

processo ¢ una diffusione stimolata della luce: ogni fotone diffuso passa dallo stato
iniziale, cioé un’onda piana polarizzata circolarmente, ad uno stato finale di elicita
opposta e di uguale momento, cedendo nel contempo al mezzo un momento angolare
di 2h, diretto lungo ’asse z. Se vengono diffusi p fotoni per unita di tempo, il trasfer-
imento di momento angolare produce un torque costante 7, = 2hp agente sul mezzo,
che induce una rotazione del direttore attorno all’asse z. A regime, questo torque
e bilanciato dal torque viscoso, e la velocita angolare €2 della rotazione molecolare e
costante nel tempo.

Durante questo processo quindi, dell’energia viene continuamente dissipata dalle
forze viscose nel mezzo; questa energia deve provenire dalla luce stessa. Dato che
il mezzo e trasparente, i fotoni non possono essere assorbiti. Di conseguenza, la
frequenza di ciascun fotone che inverte la sua elicita deve subire uno spostamento
Aw verso il rosso, in modo che la sua energia diminuisca di hAw. La differente
frequenza tra le due componenti di polarizzazione circolare si manifesta nella rotazione

331

dell’ellisse di polarizzazionel Lo schema energetico del processo di diffusione e

mostrato in Fig. 4.2.
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Figura 4.2: Schema energetico della diffusione stimolata autoindotta dei fotoni nel
cristallo liquido: il fotone diffuso inverte la sua elicita e subisce una lieve diminuzione
di energia.

La relazione fra lo spostamento Aw e la velocita angolare €2 puo essere ottenuta
in un modo molto semplice: il lavoro fatto nell’'unita di tempo dal torque ottico
7, su n e 7, = 2hpS); questo lavoro va uguagliato all’energia persa dai fotoni per
unita di tempo hAwp, ottenendo cosi Aw = 2€2. Dato che nella relazione finale A
e scomparso, ci si aspetta che tale relazione possa essere determinata anche su basi
puramente classiche, come infatti mostreremo nel paragrafo successivo.

Questo fenomeno e stato chiamato “diffusione stimolata autoindotta” della luce
(SISLS per Self-Induced Stimulated Light Scattering) B34, Lo si pudp considerare una
sorta di diffusione stimolata di Brillouin/4S: 49], con modi collettivi orientazionali al
posto dei fononi. Pero, a causa della forte viscosita che agisce su questi modi, non
e possibile avere alcuna oscillazione libera nel mezzo, al contrario della diffusione di

Brillouin. Cio implica le seguenti peculiarita del SISLS:

e non c’¢ produzione di fotoni antiStokes (cio¢ con uno spostamento della fre-

quenza verso il blu);
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e lo spostamento in frequenza 22 € molto piu piccolo dello spostamento Brillouin

(tipici valori di 2 sono 107! = 1072 Hertz);

e la frequenza () non ¢ determinata dal mezzo, ma varia con l'intensita I del fascio

laser stesso;

e l'intensita I necessaria per osservare il fenomeno ¢ molto bassa, tanto che pos-

sono essere utilizzati laser commerciali a luce continua.

Inoltre, lo scattering Brillouin e principalmente un back-scattering, cioe la maggior
parte dei fotoni diffusi viaggiano in verso opposto a quelli incidenti. Al contrario, lo
scattering autoindotto descritto € uno scattering in avanti, in cui i fotoni cambiano
solo il verso della polarizzazione.

La diffusione autoindotta si verifica anche per luce incidente polarizzata ellitti-
camente, ma avviene nell’ambito di regimi dinamici pit cornplessi[36]. Per ellitticita
abbastanza piccola o per luce lineare, invece, 'effetto appare solo durante i transienti,
quando l'ellitticita di uscita non € ancora uguale a quella di ingresso. Indubbiamente
legato allo stesso fenomeno & anche il comportamento di un sistema < nematico +
luce> in cui la polarizzazione di ingresso della luce ¢ lineare, ma l'incidenza della
luce avviene ad angolo obliquo[?’h: in tal caso, se il piano di vibrazione e il piano
di incidenza sono ortogonali, la polarizzazione cambia nel campione, e si instaurano
regimi dinamici oscillatori o anche caotici; se invece il piano di polarizzazione ¢ lo
stesso di quello di incidenza, la polarizzazione rimane lineare e si ha una semplice
riorientazione statica. Altri fenomeni di riorientazione nei cristalli liquidi in cui la

polarizzazione gioca un ruolo determinante sono riportati nei Rif. [37] - [42].
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4.2 Polarizzazione circolare: regime stazionario

L’equazione (3.35) per il campo elettrico dell’onda, riscritta in termini delle compo-

nenti circolari Er ed E}, diventa

82E 1 82 =2 2 a72
L. (” +”OER+”‘Q2EL> ~ 0,

622 g@ 2 26H
PE, 1 0% (24 n? Eal® o
52 @op\ o et @ER] =0 (4.1)
dove
Q =sinde . (4.2)

Le (4.1) vanno risolte insieme alle (3.41), e alle condizioni al contorno (3.42). Anche
in queste ultime, ovviamente, conviene riesprimere il campo elettrico in termini delle

componenti circolari Er ed E. I torque ottici (3.38) sono percio riscritti nella forma

£,n* sin 20 2
oy = o ||Eg* + |EL]* + —5Re (ERELQ?
o 327e L€ [’ AR o (FrbrQ )] ’
=2
_ Eqll * 2
oo = "™ (ERELQ%) (4.3)

mentre le condizioni al contorno sul campo si riscrivono come segue:

EE(0,t) = Egge™™t En(L,t) =0,

EF(0,t) = Epge™™t | E; (L,t) =0, (4.4)

con una sola fra le ampiezze ERO e ELO diversa da 0, dato che la luce incidente e
polarizzata circolarmente.

Poniamoci ora il problema della ricerca di regimi asintotici che non siano neces-
sariamente stati di equilibrio. Questi regimi sono descritti dagli attrattori del sistema
(4.1), (3.41) e (3.42). Per trovarli, possiamo sfruttare I'invarianza del nostro modello

rispetto a rotazioni attorno all’asse z; una rotazione di un angolo Ay attorno all’asse
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z trasforma i campi come segue

Q — Q¥
Ep — Ege™® | (4.5)

EL — ELG_ZAW.

Le equazioni (4.1) e (3.41) non cambiano forma a seguito di questa trasformazione,
mentre nelle condizioni al contorno c’e soltanto una traslazione dell’origine dei tempi
di +Ap/w.

Poiché I'insieme di tutti gli attrattori possiede la stessa simmetria del sistema di-
namico, dobbiamo aspettarci di trovare o singoli attrattori simmetrici o sottoinsiemi
simmetrici di attrattori. Al fine di cercare i singoli attrattori simmetrici, applichiamo
una rotazione dipendente uniformemente dal tempo Ag(t) = Qt ad una configu-
razione stazionaria dei campi (eccetto per l'oscillazione ottica). Si ottiene cosi un
insieme di campi periodici, che durante il moto coprono tutte le configurazioni che
possono essere generate dalla configurazione iniziale con le trasformazioni (4.5). In

altre parole, richiediamo che la dipendenza temporale dei nostri campi sia data da
0(zt) = 9(z) ,
p(zt) = elz)+0t,
Er(z,t) = Eg(z)e”™r" | (4.6)
Ep(z,t) = Ep(z)e ™t |
con
wp —wr =20 . (4.7)

I campi indipendenti dal tempo 9(2), ¢(2), Eg(z), Er(z) devono allora obbedire al

seguente sistema di equazioni nonlineari, con €2 che gioca il ruolo di un autovalore:

. wr\2 [(n?+n? ~ £ 0% o~
i () °f 26, ) =0
RT c 5 R+ 2, Q°EL )
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" Q*2ER> =0, (4.8)

Td,ﬁ(ﬁ/la 19/7 90/7 19) + 70,19(197 @, ER; EL) =0 ) (49)

Tap (0", 0, ¢, 0) + 75, (0, 0, En, EL) = Qfsin?d . (4.10)

Per soddisfare le condizioni al contorno (4.4), dobbiamo porre wg = w (w essendo
la frequenza dell’onda incidente) o w; = w, a seconda del verso di polarizzazione
dell’onda incidente.

La dinamica descritta dalle equazioni (4.6) & uno stato di equilibrio se Q = 0,
ed & un ciclo limite se 2 # 0. Nel secondo caso la frequenza della componente di
polarizzazione circolare avente elicita opposta a quella dell’onda incidente subisce uno
spostamento verso il rosso di 2(2, come si evince dalla (4.7). Abbiamo cosi ritrovato

su basi classiche il risultato della semplice analisi del paragrafo precedente.

4.3 Bilancio dell’energia e del momento angolare

Con l'aiuto delle equazioni (4.7) e (4.8), possiamo ora fare delle semplici considerazioni
sulle grandezze conservatel39.

Nel paragrafo (3.5) abbiamo trovato 'espressione (3.45) per 'intensita di un’onda
monocromatica di frequenza w. Normalmente, se il sistema non si trova in uno
stato stazionario, I’onda non puo essere considerata esattamente monocromatica, e
'espressione (3.45) deve essere considerata solo un’ottima approssimazione. Tuttavia,
nel regime periodico determinato nel paragrafo precedente, ognuna delle componenti

circolari del campo e esattamente monocromatica, anche se di diversa frequenza: i

campi Fr e Dy oscillano a frequenza wg, mentre i campi £y, e Dy, oscillano a frequenza
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wr,. Possiamo pertanto usare la (3.45) per scrivere le loro rispettive intensita

2

C
Ir = Im (ELE,
I C (BB (4.11)
fry m . .
L 8wy, L=L

Inoltre, le (4.8) implicano le equazioni

WR

[;% = 77‘0,(’0,
I, = —%To,w, (4.12)

dove 7, ¢ la componente z del torque ottico, dato dalla seconda delle (4.3). Dalle

equazioni (4.7) e (4.12) si possono ricavare le seguenti importanti espressioni:

a)

0 ([L Ir I
0z

I
— 4+ ) =0 ovvero — 4+ il = cost. |, (413)
wi, WR wr, WR

che esprime la conservazione del flusso totale di fotoni nel processo;

0
% (IL + ]R> = _QTo,cp N (414)

che esprime 'uguaglianza fra ’energia persa dall’onda per unita di tempo e di

volume e il lavoro fatto dal torque elettromagnetico sul mezzo;

9 (IL N fR) — (4.15)

0z wr, WR

che permette di identificare la quantita

I, I
M, ="+t _°F (4.16)

wr wr,

come il flusso netto di momento angolare (componente z) trasportato dal campo

ottico.
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La (4.16) ¢ la generalizzazione al regime dinamico ruotante della espressione (3.46),
quest’ultima essendo valida esattamente solo nel caso stazionario. Ovviamente le due
espressioni coincidono per wr = wry,.

Le equazioni (4.13)-(4.15), sebbene derivate nel quadro di una teoria puramente
classica, sono perfettamente consistenti con la descrizione in termini di fotoni del
paragrafo (4.1), ove si ponga Igr = nrhwg, [, = nphwy per mettere in relazione le
intensita con i flussi di fotoni ng,ny. Le (4.13)-(4.15) sono le relazioni di Manley-
Rowe del processo[SO], ottenute senza ricorso ad alcuna approssimazione (nell’ambito
della simmetria piana).

Usando il bilancio dei torque (4.10), sostituiamo 7, nelle (4.14) e (4.15). In-
tegrando le equazioni risultanti, otteniamo i seguenti bilanci globali, dove i termini

elastici sono scomparsi:

L
10)— I(L) = ~? / sin? 9 dz (4.17)
0

L
M(0) = M(L) = 40 / sin 9 dz (4.18)
0

(dove I = Ir + I). L’equazione (4.17) uguaglia I’energia persa dal campo di ra-
diazione (a sinistra) al lavoro totale fatto dalle forze viscose (a destra) per unita di
tempo. Analogamente, la (4.18) uguaglia la variazione di momento angolare subita
dal campo ottico al torque viscoso totale. Si deve notare, tuttavia, che I’energia scam-
biata I(0) — I (L), necessariamente positiva, ¢ dissipata in calore nel mezzo, mentre il
momento angolare M, (0) — M, (L) viene trasferito al campo di velocita v, e successi-

vamente al contenitore.

4.4 Soluzione approssimata

Per determinare la configurazione spaziale del regime periodico considerato, e il val-

ore della velocita angolare 2, al variare dell’intensita dell’onda incidente, dobbiamo
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risolvere le equazioni (4.8)-(4.10). Si tratta di un problema agli autovalori nonlineare,
che non puo essere risolto esattamente. Cionondimeno, introducendo alcune ipotesi
semplificatrici, si puo ottenere una soluzione analitica approssimata. Facciamo le

seguenti ipotesi:
e le deformazioni di splay-bend sono piccole, cioe

¥?(z) < 1 per ogni z; (4.19)

e le deformazioni di twist sono piccole, cioe

1
¢’ (2)] < 7 per ogni z; (4.20)

e il profilo di deformazione splay-bend ¢ dato dal primo modo dello sviluppo di

Fourier, cioe
TZ

sind(z) = |Q(z)] = Asin 7

(4.21)

dove A ¢ una costante;

e la velocita angolare €2 e quindi la differenza w;, — wgr € piccola se paragonata
alla frequenza ottica, cioe

20 <w (4.22)

che corrisponde alle ipotesi per la validita dell’approssimazione adiabatica;

e possono essere trascurate tutte le riflessioni, e si suppone che

1 1
W — ! 4.2
/\>>! | e /\>>!<P| (4.23)

(il che ovviamente implica L > ), che sono le ipotesi per la validita della

approssimazione di ottica geometrica.
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In pratica usiamo le stesse ipotesi adottate nel paragrafo (3.9) per il caso di luce
lineare. A differenza di quello, pero, in questo paragrafo non trascureremo completa-
mente il twist, ponendo ¢’ = 0, ma ne terremo conto in certa misura. Infatti, il twist
ha un ruolo determinante negli aspetti quantitativi del sistema in esame.
Ripercorrendo i passaggi del paragrafo (3.9), otteniamo ’espressione approssimata
(3.71) dell’indice di rifrazione 7, da cui definiamo le variabili di sfasamento al punto z,
u(z), data dalla (3.75), e di sfasamento totale o = u(L) = LA?, dove L ¢ la costante
adimensionale definita dalla (3.74). La fase a, per il suo piu diretto significato fisico,
sara preferita all’ampiezza di deformazione A nella presentazione dei risultati finali.
In base alle ipotesi (4.22) e (4.23), la propagazione della luce puo essere trovata in-
tegrando le equazioni (3.56), con le condizioni al contorno &;(0) = 0,£,(0) = 0,&3(0) =
S30, € S390 = 1 a seconda del verso di polarizzazione della luce incidente. Sostituendo
la variabile z con u, le equazioni (3.56) assumono la forma piu semplice (3.76). Come
anticipato, non trascuriamo completamente il twist dy/du in queste equazioni, ma
le risolviamo con una procedura iterativa nella grandezza dy/du: 1'ordine zero sara
allora ottenuto integrando le (3.76) con dy/du = 0; dopo aver sostituito il risultato
di questa prima integrazione di nuovo nelle (3.76), un’altra integrazione fornisce la

soluzione al primo ordine,

&1(z) = —2s3 /OZ O'(2) sinu(2') dz’ |
&(2) = —ssosinu(z) | (4.24)
&(z) = szpcosu(z) .

In quanto segue, in virtu dell’ipotesi (4.20), ci limitiamo a questa soluzione del primo
ordine in ¢'. Il calcolo degli ordini superiori, che non riportiamo per non appesantire

troppo 'esposizione, ha condotto a correzioni non significative dei risultati finali.
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Come si vede dalle (4.24), la variabile & (z) & proporzionale alla funzione “piccola”
¢'. Trascurando percid termini misti del tipo ¥%¢’, la relazione (3.60) fra I'intensita

I ed il parametro di Stokes Sj diventa la seguente:

167
SQ(Z) = m[ (425)

Per I'ipotesi (4.22), I'intensita I puo essere considerata costante, e la (4.25) puo essere
percio usata per trovare la dipendenza da z di Sj.

Passiamo ora a risolvere la (4.10) per la deformazione di twist ¢’. In virtu della
(4.15) e della definizione (4.16) possiamo sostituire 7,, = —M] nella (4.10); una

prima integrazione della equazione risultante fornisce allora
K33 (1 — py sin? 19) sin? 0 ¢’ = M,(2) — M,(0) + Qﬁ/ sin?9(2) dz’ . (4.26)
0

Usando ora l'ipotesi (4.21), e le espressioni approssimate (3.75) per u(z) e (3.61) per

M., si ha

20 sin? (7TLZ) {1 — ap—g sin? (Tﬂ L' = Qu(z) 4+ 71 [s50 + s3(2)] (4.27)

dove abbiamo introdotto I'intensita adimensionale I = I/I, (I, essendo l'intensita di
soglia per luce circolare, che si ottiene dalla (3.66) con s3 = £1) e la velocita angolare

adimensionale

(4.28)

(7 & la costante di tempo definita dalla (3.80)). L’equazione (4.27), valutata a z = L,

fornisce il seguente risultato per I'autovalore

O = p2p2all) ~ sn
——

(4.29)

Sostituendo l'espressione di s3(z) data dalla terza delle (4.24) nella (4.29) e nella
(4.27), e trascurando i termini misti in 9%y’ = ¢’/ L, otteniamo

- _ 1
() = r2syyf SO =L (4.30)
[0
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o (4.31)

72 .1 —cosu(z) — (1 —cosa
(0 = E i L0 (s

w4

asin? T

A questo punto, sia le autofunzioni ¥(z), ¢(z) che 'autovalore {2 sono state espresse
in termini della quantita incognita A, ovvero a. Questa costante va determinata
utilizzando 'unica equazione ancora non utilizzata, cioe la (4.9). A questo scopo,

riscriviamola in termini del campo |Q] = sind, ed espandiamola in potenze di |Q)|,

fermandoci ai termini cubici (trascurando anche i termini misti ¥?¢’). Troviamo

:j
(1= mlQP) Q"+ (1-p)IQUIQI ~ Q1+ 5101 (146 — Q1) =0 (432

(si & utilizzata anche la (4.25)), dove 7, ¢ la stessa costante definita nella (3.81), per il
caso di luce lineare. Quindi, seguendo il metodo di Galerkin, sostituiamo nella (4.32)
il primo modo di Fourier, cioe la (4.21), e proiettiamo 1’equazione risultante sullo

stesso modo. Il risultato ¢ una equazione trascendente per I'incognita «, cioe

_ 72
a [1 U PN <1 - 77Lloz> +[G(oz)] =0, (4.33)

dove G(a) ¢ la funzione definita da

Cloy = e [ SOOI QI ~ ()~ 1~ ol
L /01 { 1- cos[av(i}s;l(wlc— cos a)U(C)} i (4.34)
v(()=¢— 217r sin(27¢) . (4.35)

Il grafico della funzione G(«) nellintervallo di valori (0, 107) ¢ mostrato in Fig. 4.3.
Una soluzione banale della (4.33) & a(I) = 0, che corrisponde allo stato di equilib-

rio omogeneo US gia descritto nel paragrafo (3.7). Le soluzioni non nulle della (4.33)

dipendono da I, e possono essere ottenute invertendo la funzione I () data da

2 1+2
1—’7304—\/1— Mo —2G(a) <1— +~p1a> . (4.36)
L AL

L
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Figura 4.3: Grafico della funzione G(«).

Delle due radici dell’equazione quadratica (4.33) abbiamo scelto quella che assume
valori ragionevoli (I'altra o e negativa, o fornisce valori di I troppo elevati perché le
approssimazioni considerate siano applicabili).

La figura 4.4 illustra la tipica curva o(I) trovata dalla (4.36). La curva dell’autova-
lore Q(I) corrispondente, ottenuta sostituendo a(I) nell’equazione (4.30), & mostrata
in Fig. 4.5.

Per « piccolo rispetto alla costante L, il termine « / L & trascurabile, e la funzione

I(a) & ben approssimata da

(o) = G(la) [1 i za(a)] . (4.37)

Si noti che in questa espressione le costanti caratteristiche del cristallo liquido py,n; e

lo spessore dello strato, contenuto nella costante L, sono scomparsi. Percio, in questa
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approssimazione, il ritardo di fase « e la velocitd angolare ridotta € risultano essere
funzioni “universali” dell’intensita ridotta 7, indipendenti dalle costanti del materiale,
spessore, ecc.

Possiamo distinguere cinque regioni di I aventi proprietd qualitativamente di-
verse, e delimitate da quattro valori critici, I;, 1, 5, I3, come mostrato nelle Fig. 4.4
e 4.5. Per I < I, 'unica soluzione & lo stato di equilibrio iniziale US. Ad I=1
¢’e una biforcazione “saddle-node”, con la comparsa di due rami di soluzioni, oltre
a US. Il ramo con «a(I) decrescente (indicato con RSO nelle figure, per “Rotating
State 0”) ¢ instabile, mentre quello crescente (indicato con RS1) ¢ stabile (I’analisi
di stabilita si basa sulla teoria delle biforcazioni, unita alla conoscenza della sta-
bilita di US ottenuta nel paragrafo (3.7)). Dato che il valore di « in questi due
rami & piccolo rispetto ai tipici valori di L (se lo spessore L > 20um circa), le curve
a351(f ) Q 351(1: ), aRso(f ), Q Rgo(j ) sono pressocché indipendenti dal particolare cam-
pione utilizzato. In questa regione di I ¢’¢ bistabilitd fra il regime periodico RS1 e lo
stato stazionario US. Ad I = 1 il sistema esibisce una biforcazione subcritica di Hopf,
oltre la quale US diventa instabile.

Iniziando con il sistema nello stato US, ed aumentando lentamente il parametro
di controllo I, il sistema resta in US fino ad I = 1. Una volta raggiunta la soglia,
subisce una transizione del primo ordine (la OFT) da US a RS1. Dopo la transizione,
il sistema rimane sul ramo RS1 anche se I viene diminuito sotto il valore di soglia 1.
Solo per I < I, il sistema rilassa di nuovo in US, chiudendo cosi un ciclo di isteresi.
Il valore previsto I; ~ 0.88 & essenzialmente indipendente dal campione.

Abbiamo percio ottenuto una importante previsione teorica, in cui si mette in
evidenza una notevole differenza fra la OFT prodotta con luce polarizzata linear-

[25]-128]

mente, che ¢ sempre una transizione del 2° ordine , € quella prodotta da luce

polarizzata circolarmente, che e del 1° ordine, e si associa quindi a bistabilita ed
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isteresi.

Nell'intervallo 1 < I < I, ci sono due soluzioni, US e RS1, ma solo RS1 & stabile.
Ad I = I, ¢’¢ la prima di numerose biforcazioni “saddle-node”, che danno luogo a
nuovi rami di soluzioni (indicati con RS2, RS3, ecc.), che sono stabili se « & crescente e
instabili se & decrescente. Dato che i valori di « in queste biforcazioni non sono piccoli,
la soglia I, ed il numero di soluzioni simultaneamente stabili dipendono abbastanza
dalle costanti del campione. Tutti questi rami scompaiono in biforcazioni “saddle-
node” subcritiche, eccetto quello cui compete il minimo valore di « (cioe RS2) e quello
con il massimo « (indicato con RSH). Per I = I restano solo quattro soluzioni, cioe
US (instabile), RS1 (stabile), RS2 (instabile) e RSH (stabile). Pertanto ci si aspetta
ancora bistabilita, ma in questo caso il modello non prevede l'esistenza di una soglia
per passare da RS1 a RSH.

Anche la dipendenza Q(f ) merita qualche commento. Prima di tutto, notiamo
che cambiando il segno di s3, cambia anche il segno di Q, e cio¢ il verso di rotazione,
come si vede dalla (4.30), mentre a non cambia. Il ramo RS1, corrispondente al
regime con il minor angolo ¥(z), e quindi con il minimo torque viscoso, & caratter-
izzato dalla massima velocita angolare Q. Inoltre, Q & solo lentamente dipendente
da I perché agg (1) & quasi costante. La figura 4.6 mostra 'andamento teorico del
periodo adimensionale T = 27/Q(I) per il ramo RS1, che come abbiamo detto &
sostanzialmente indipendente dal campione. Al contrario, il ramo RSH esibisce un
andamento oscillante a causa del termine cos a nell'equazione (4.30). I valori di I in
cui Qprsy = 0 corrispondono a stati stazionari, con un angolo arbitrario ¢ (cioe il
ciclo limite simmetrico degenera in insiemi simmetrici di punti fissi). In questi stati,
il momento angolare trasferito dalla luce M,(0) — M,(L) si annulla.

Il confronto fra i risultati teorici descritti ed i risultati sperimentali sara oggetto

del capitolo 7.
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4.5 Polarizzazione ellittica

L’analisi teorica descritta nei paragrafi precedenti per il caso in cui la luce incidente
abbia polarizzazione circolare e notevolmente facilitata dalla simmetria cilindrica del
sistema attorno all’asse z. Questa simmetria non c¢’e¢ piu nel caso in cui la polariz-
zazione della luce incidente sia invece ellittica. Cio rende notevolmente piu arduo fare
uno studio teorico soddisfacente di questo caso con metodi analitici. Resta ovviamente
la possibilita di ricorrere ad una analisi basata su simulazioni numeriche.

L’integrazione numerica delle equazioni (3.41) accoppiate alle equazioni approssi-
mate per la luce (3.58) e (3.60), ha permesso di delimitare le regioni nel piano dei
parametri (I, s3p) caratterizzate da regimi asintotici qualitativamente diversi, come
mostrato in figura 4.7.

Per s3g molto vicino a 0, si osserva un comportamento asintotico stazionario.
Aumentando |sgg], per intensita di poco oltre la soglia, il sistema si porta in un regime
stazionario corrispondente qualitativamente ad uno degli stati (o, p,) descritti nel
paragrafo (3.9), con n numero dispari e piccolo. Per intensita maggiori, invece, il
sistema entra in regimi periodici in cui il direttore n non descrive rotazioni complete
attorno all’asse z. Questi regimi sono stati chiamati “oscillatori”. Per [s3y| prossimo
a 1, infine, ritroviamo un comportamento abbastanza simile a quello per il caso di
luce circolare. C’¢ infatti isteresi nella OFT, e nel regime asintotico il direttore n
compie rotazioni complete attorno all’asse z. Anche per una ellitticita molto vicina
ad 1, pero, la imperfetta simmetria rotazionale induce nel sistema una nutazione di
n contemporanea alla rotazione. Quindi lo sfasamento « non e costante, ma oscilla

con un periodo uguale al periodo di rotazione.
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Figura 4.4: Esempio di curva o(I) prevista dal modello per un campione di 5CB
lungo 75 um: (a) visione complessiva; (b) dettaglio. Legenda dei simboli: US - stato
stazionario omogeneo, RSn con n dispari - regimi dinamici di rotazione stabili, RSn
con n pari - regimi dinamici instabili, RSH - regime dinamico con il massimo valore
di .
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Figura 4.5: Esempio della dipendenza della frequenza adimensionale Q dall’intensita
I in un campione di 5CB lungo 75 pm. Legenda dei simboli: US - stato stazionario
omogeneo, RSn con n dispari - regimi dinamici di rotazione stabili, RSn con n pari -
regimi dinamici instabili, RSH - regime dinamico con il massimo valore di «.
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Figura 4.6: La funzione universale T(I) = 2r /Qge1(I).
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Figura 4.7: Regioni nel piano dei parametri [I/15(0), x| (dove I5(0) ¢ la soglia per luce
lineare, e x = %Sirf1 s30 € un parametro di ellitticita equivalente a s3) caratterizzate
da una dinamica asintotica qualitativamente differente. Legenda: U - stato omogeneo
non riorientato, S - stato stazionario riorientato, O - regime oscillatorio, R - regime
rotatorio. La dipendenza da I e stata ricorretta per descrivere un effetto di riscalda-
mento locale (vedi parte sperimentale). Le linee definisono le soglie di intensita per
il cambio di dinamica, ad ellitticita fissata. La linea tratteggiata é la soglia per la
scomparsa del regime R ad intensita decrescenti.
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Capitolo 5

Metodi di osservazione

5.1 Anelli di diffrazione

Il metodo pitt semplice per ottenere informazioni su quanto avviene in un campione
di cristallo liquido che interagisce con un fascio di luce prodotta da un laser consiste
nell’analisi della stessa luce emergente dal campione. Come illustrato nei capitoli
precedenti, infatti, la polarizzazione di uscita della luce nel caso generale dipende
fortemente dalla configurazione assunta dal direttore nel campione. Ovviamente,
I'informazione che si ottiene relativamente ai campi 9(z),¢(z) ¢ di tipo integrale,
cioe “mediata” rispetto alla variabile z. La teoria fin qui descritta, tuttavia, si basa
sull’ipotesi che I'onda elettromagnetica sia piana, una semplificazione che, come abbi-
amo gia detto, non puo essere considerata soddisfacente in nessun esperimento reale.
Il campo ottico in realtd ha un profilo di intensita I(r) (dove r = /2% + 32), che tipi-
camente ¢ gaussiano (cio¢ I(r) = I(0) exp(—r?/2w?)) con una larghezza wy di poche
centinaia di micron. La deformazione indotta dalla luce nel campione dipende allora
anch’essa dalle coordinate “trasverse” x,v, e quindi la birifrangenza non ¢ omogenea.

Una teoria completa, che tenga conto di questi aspetti “trasversi” insieme a quelli
di polarizzazione, presenta notevoli difficolta e non ¢ stata mai sviluppata. Uno stu-

dio teorico e sperimentale della deformazione stazionaria indotta da luce polarizzata
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linearmente senza rotture di simmetria, un caso in cui non ci sono effetti di polariz-
zazione, ¢ presentato nel Rif. [22]. La teoria ad onda piana puo essere considerata
soddisfacente per la descrizione di quanto succede nella zona centrale del fascio, dove
la luce ha pit o meno un fronte d’onda piano, almeno fin quando la riorientazione
non e troppo accentuata. Tuttavia, non si puo assolutamente prescindere dagli ef-
fetti trasversi quando si studia la propagazione della luce emergente dal campione,
perché anche una piccola curvatura del fronte d’onda iniziale influenza enormemente il
“campo lontano”, cioe la configurazione del campo ottico a grande distanza (rispetto
alla lunghezza caratteristica di diffrazione w3 /), tipicamente di alcuni centimetri),
che e per’altro quella che si osserva piu facilmente.

Supponiamo che il nematico abbia una configurazione deformata con ¥ = ¥(z,r)
dipendente anche dalla posizione trasversa ma avente simmetria cilindrica attorno
all’asse del fascio (in cui 7 = 0), e ¢ ovunque omogeneo. Possiamo allora scindere
I’onda piana incidente nelle due componenti di polarizzazione lineare oscillanti nel
piano zn (onda straordinaria) e nel piano a questo perpendicolare (onda ordinaria).
Attraversando il campione, la prima vede un indice di rifrazione n(v), disomogeneo,
maggiore nella zona centrale del fascio, dove l'intensita I ¢ maggiore, e via via minore
fino a raggiungere il valore n(0) = n, nelle zone illuminate dalle “code” del fascio. La
seconda invece vede un indice omogeneo pari a n,. All’uscita dal campione, I’onda
ordinaria € ancora un’onda piana, mentre I’onda straordinaria ha un fronte d’onda
curvo, con un ritardo di fase «a(r) rispetto all’altra onda, massimo per 7 = 0, e
tendente a 0 per r crescente, come mostrato in Fig. 5.1. Il ritardo massimo «(0) puo
essere calcolato con 'espressione (3.73) valida per l'onda piana, e puo valere anche
molti 7. Propagandosi nell’aria dopo aver attraversato il campione, ’'onda ordinaria
non fa nulla di particolare, comportandosi come se fosse passata attraverso un vetro.

L’onda straordinaria, invece, si comporta come se fosse passata attraverso una lente
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Figura 5.1: Schema dei fronti d’onda (curve verticali) e dei raggi (curve orizzontali)
dell’onda straordinaria che attraversa un campione di cristallo liquido nematico rior-
tentato dalla luce stessa. All’uscita dal campione il fronte d’onda e curvo, e la luce
st focalizza.

a focale cortissima (pochi millimetri), e di apertura confrontabile con la larghezza wy
del fascio sul campione (poche centinaia di micron). Propagandosi nell’aria, quindi,
I'onda straordinaria si focalizza quasi subito, per poi allargarsi con una divergenza
molto grande, creando una spettacolare figura di diffrazione ad anelli concentrici (vedi
Fig. 5.2). Su uno schermo posto a qualche metro di distanza dal campione, questa
figura puo avere un diametro anche di vari metri.

Anche senza utilizzare le complicate espressioni della teoria della diffrazione, delle
semplici considerazioni geometriche ci consentono di comprendere le ragioni della

47, Nella ap-

formazione della figura ad anelli da parte dell’onda straordinaria
prossimazione dell’ottica geometrica, ogni elemento del fronte d’onda curvo presente
all’'uscita dal campione genera un’onda piana con vettore d’onda k diretto come la
normale all’elemento considerato. Come si vede in Fig. 5.3, ci sono sempre due ele-

menti distinti del fronte d’onda iniziale che sono fra loro paralleli e generano pertanto

onde piane con lo stesso k (i due elementi vengono a coincidere solo per i punti di
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Figura 5.2: Tipica figura di diffrazione ad anelli concentrici della luce emergente da
un cristallo liquido da essa riorientato, nel campo lontano.

flesso del fronte d’onda). Queste coppie di onde piane interferiscono, e a seconda
che la loro relazione di fase corrisponda a una interferenza costruttiva o distruttiva
danno luogo ad una zona luminosa o buia nel campo lontano. L’onda piana prodotta
dalla zona centrale del fascio che si propaga in avanti (cioe con k parallelo all’asse
z) interferisce solo con le code del fascio, di intensita trascurabile, e quindi rimane
sostanzialmente inalterata, dando luogo al centro sempre luminoso della figura (unen-
dosi all’onda ordinaria). L’anello piu largo della figura di diffrazione e invece dovuto
alle onde generate dai punti di flesso del fronte d’onda iniziale, che non interferiscono
con altre onde. E facile convincersi che il numero di anelli scuri (o chiari) della figura
di diffrazione moltiplicato per 27 coincide grossolanamente con lo sfasamento centrale
a(0). Quindi, l'osservazione della figura di diffrazione fornisce un metodo semplice
e diretto per valutare «(0), con una precisione di . Per piccole riorientazioni, in-
oltre, la divergenza della luce che forma la figura di diffrazione ¢ proporzionale allo
sfasamento massimo «(0), per cui da essa si possono ottenere delle misure relative
di sfasamento con un dettaglio anche migliore. Inoltre, dato che solo la componente

straordinaria di polarizzazione viene diffratta, ci si aspetta che gli anelli siano po-
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Figura 5.3: Schema del fronte curvo dell’onda straordinaria emergente dal campione,
e delle onde piane generate da due elementi paralleli di esso, che vanno ad interferire
nel campo lontano.

larizzati linearmente, e che il loro piano di polarizzazione formi con il piano zz un
angolo coincidente con quello del direttore, ¢. Pertanto, inserendo un polarizzatore
davanti allo schermo dove si osserva la figura ad anelli e ruotandolo, dagli angoli
di oscuramento si puo determinare anche ¢. Le osservazioni da noi condotte hanno
generalmente confermato che ¢ e solo debolmente inomogeneo, e gli anelli presentano
ovunque lo stesso piano di polarizzazione entro £5°.

L’analisi del campo lontano permette cosi di ottenere informazioni globali sia
sull’angolo 1 che sull’angolo . Il metodo ¢ pero lento e difficilmente automatizzabile,
per cui si presta poco allo studio di fenomeni dinamici, anche se questi sono molto

lenti.
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5.2 Polarimetria della luce emergente

Se non ci fossero gli effetti trasversi, la polarizzazione della luce emergente sarebbe
una ottima fonte di informazione sulla configurazione interna del direttore. Anche se
la polarizzazione assunta dalla zona centrale del fascio all’uscita dal campione coincide
approssimativamente con quella prevista dalla teoria per onda piana, la propagazione
successiva in aria la cambia totalmente, ed in modo troppo complicato perché sia
possibile risalire a quella iniziale, a meno che lo sfasamento massimo «(0) non sia
piccolissimo.

Per annullare gli effetti della propagazione in aria si puo utilizzare un sistema di
due lenti, concepito per creare una immagine della faccia di uscita del campione su uno
schermo o su un rivelatore. Si puo progettare il sistema in modo che produca anche un
forte ingrandimento, in modo da rendere possibile 1'osservazione della distribuzione
trasversa di polarizzazione nell'immagine. La prima lente deve avere apertura molto
grande per raccogliere tutta la luce proveniente dal campione, creando una prima
immagine della sorgente in un punto qualsiasi discosto dal campione. Se non viene
raccolta tutta la luce, 'immagine non riproduce fedelmente la sorgente. In ogni
caso, diventa impossibile raccogliere tutta la luce quando lo sfasamento massimo
a(0) supera la decina di 7, perché la divergenza diventa eccessiva. La seconda lente
deve avere focale cortissima (pochi millimetri), in modo da creare sullo schermo o sul
rivelatore una seconda immagine molto ingrandita della prima immagine, e quindi
della sorgente. La focale corta rende impossibile avvicinare direttamente la seconda
lente alla sorgente e fare cosi a meno della prima lente.

Il modo piu semplice per analizzare la polarizzazione della immagine creata sullo
schermo ¢ di inserirvi un polarizzatore il cui asse di trasmissione sia ruotato manual-

mente. Osservando per quali angoli del polarizzatore ci siano i minimi e i massimi di
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Figura 5.4: Schema del sistema bilente che crea una immagine ingrandita del campo
ottico emergente dal campione (LC) su uno schermo o un rivelatore.

intensita nei vari punti dello schermo, e quanto sia accentuato il contrasto fra questi,
¢ possibile risalire alla ellisse di polarizzazione di ogni punto.

Un metodo piu preciso, ma piu articolato, di misurare i parametri dell’ellisse
di polarizzazione manualmente prevede 'impiego di una lamina di ritardo a quarto
d’onda (A/4), posta prima del polarizzatore. Ruotando l'asse ottico della lamina ed
il polarizzatore, € possibile estinguere completamente la luce in un punto prefissato
dell'immagine. Le posizioni angolari degli assi della lamina e del polarizzatore for-
niscono allora tutte le informazioni sull’ellisse di polarizzazione in quel punto: 'asse
ottico della lamina si trova a +45° dall’asse maggiore dell’ellisse; I’angolo o che la di-
rezione di trasmissione del polarizzatore forma con 1’asse ottico della lamina ¢ legato
all’ellitticita dalla relazione

tan(45° — 0) = Z : (5.1)

dove a e b sono le ampiezze dei semiassi dell’ellisse.
I due metodi descritti sono tuttavia inadatti allo studio di fenomeni dinamici, dato
che richiedono l'intervento manuale. Il piu semplice apparato utilizzabile per osservare

fenomeni dinamici € un polarizzatore fisso seguito da un misuratore di intensita, ad
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esempio un fotodiodo, posto in un punto dell'immagine (ad esempio nel centro). Se
la polarizzazione della luce ha una ellitticita fissata diversa dalla circolare, e ’asse
maggiore dell’ellisse ruota a velocita €2, la componente trasmessa dal polarizzatore
ed acquisita dal rivelatore oscilla sinusoidalmente nel tempo, con una frequenza pari
a 2(). Quindi questo semplice sistema consente di misurare 2. Se anche lellitticita
varia periodicamente con frequenza €, il segnale oscillante rivelato non & piti una
sinusoide, ma e periodico con frequenza €2, con una accentuata componente di seconda
armonica (di solito si osserva una oscillazione a frequenza 2, in cui due oscillazioni
consecutive differiscono leggermente). Dato che la acquisizione puo essere prolungata
per un numero arbitrario di oscillazioni, il periodo 27/ ovvero la frequenza 2 possono
essere misurati con precisione arbitraria.

Sostituendo il polarizzatore e il rivelatore con un sistema costituito da una lam-
ina A\/4, seguita da un divisore di fascio polarizzatore e da due fotodiodi posti sui
due canali di uscita del divisore, € invece possibile misurare automaticamente il solo
parametro di ellitticita s3. La lamina \/4 con asse ottico orientato a 45° dall’asse
x trasforma le componenti di polarizzazione circolare Er e Ep, in componenti lineari
E, e E,. 1l divisore di fascio polarizzatore separa queste due componenti, inviandole
su altrettanti fotodiodi che ne misurano l'intensita. Quindi i fotodiodi misurano le
intensita I e I, delle componenti circolari della polarizzazione iniziale. Trascurando
la piccola differenza in frequenza di queste due componenti, il parametro s; della

polarizzazione iniziale e allora dato da

_Ir—1Ip

= 5.2
Ir+1I;, ( )

53

come si ricava dalla definizione.
Le due misure, di ellitticita e di periodo, possono anche essere fatte contempo-

raneamente: per far cio e necessario separare il fascio con un divisore che conservi
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Figura 5.5: Schema dell’apparato che misura il parametro di Stokes s3 e l’intensita
I, di una delle componenti lineari della ellisse di polarizzazione del fascio di pompa
emergente dal campione. Legenda: P - polarizzatore, A/4 - lamina birifrangente a
quarto d’onda, LC - campione di cristallo liquido, T - termostato, DP - divisore di
fascio polarizzatore, F - fotodiodo, AD - acquisizione dati.

la polarizzazione iniziale, come un vetrino ad incidenza lievemente obliqua, inviando
i due canali di uscita ai due sistemi descritti. Lo schema dell’apparato completo e

mostrato in Fig. 5.5.

5.3 Impiego di un laser di sonda

Per osservare lo stato di orientazione del cristallo liquido puo essere conveniente impie-
gare un altro fascio laser (oltre a quello che induce la riorientazione) di potenza molto
bassa, in modo da poter trascurare completamente la sua influenza sul cristallo lig-
uido. Questo secondo fascio verra detto fascio “di sonda”, mentre quello che provoca
la riorientazione e gli effetti dinamici di SISLS verra detto “di pompa”.

L’impiego di un fascio laser di sonda per l'osservazione della orientazione del

cristallo liquido presenta i seguenti vantaggi:
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1. il sistema di polarimetria dopo il campione riceve una intensita molto ridotta
rispetto ai valori tipici del fascio di pompa, il che consente di non inserire filtri

o altri elementi ottici attenuanti, che possono alterare la polarizzazione;

2. l'intensita del fascio di sonda puo essere mantenuta costante in tutte le misure,
al contrario di quella del fascio di pompa che va variata per studiare i diversi

regimi;

3. si puo seguire anche il processo di rilassamento allo stato indeformato US che

si attua quando il fascio di pompa viene interrotto;

4. la polarizzazione iniziale del fascio di sonda puo essere liberamente scelta sulla
base di considerazioni di sensibilita e di ottimizzazione, contrariamente a quella

del fascio di pompa;

5. il fascio di sonda puo essere focalizzato in una zona del campione molto piccola
rispetto alla larghezza del fascio di pompa, in modo da sondarne solo la re-
gione centrale omogenea, minimizzando cosi gli effetti trasversi nella successiva

propagazione in aria.

Quest’ultimo punto, tuttavia, presenta notevoli difficolta di realizzazione se la potenza
massima del fascio di pompa non e molto grande (come nel nostro caso), perché il
fascio di pompa deve allora essere focalizzato sul campione in uno “spot” di dimensioni
gia piuttosto piccole.

Un esempio di apparato basato su un fascio di sonda ad incidenza obliqua e
mostrato in Fig. 5.6. Il fascio di sonda e inizialmente polarizzato linearmente in
direzione perpendicolare o parallela al piano di incidenza, in modo che, nello stato

US, emerga dal campione con polarizzazione immutata, prima di essere raccolto da
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Figura 5.6: Semplice schema di apparato di misura basato sull’uso di un fascio laser
di sonda ad incidenza obliqua. Legenda: \/4 - lamina birifrangente a quarto d’onda,
LC - campione di cristallo liquido, P - polarizzatore, AD - acquisizione dati.

un fotodiodo che ne misura l'intensita. Se si dispone un polarizzatore prima del foto-
diodo in modo da “incrociare” la polarizzazione del fascio, il segnale rivelato e nullo.
In presenza di una deformazione del direttore molecolare che non sia complanare al
piano di incidenza del fascio di sonda, la polarizzazione del fascio di sonda varia nel
campione e non viene incrociata piu dal polarizzatore, per cui il segnale rivelato e
diverso da zero. Con questo sistema, semplice ma sensibile anche alle pitt piccole
riorientazioni, € possibile misurare con grande precisione l'intensita di soglia per la
OFT, seguire i regimi dinamici misurandone il periodo, e osservare il rilassamento

allo stato omogeneo US una volta che sia stato interrotto il fascio di pompa.
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Figura 5.7: Schema dell’interferometro-polarimetro Mach-Zender ad eterodina per la
polarimetria in tempo reale del fascio di sonda. Legenda: LP - laser di pompa, CP
- cella di Pockels, LS - laser di sonda, P - polarizzatore, MAQO - modulatore acusto-
ottico, \/4 - lamina birifrangente a quarto d’onda, \/2 - lamina a mezza onda, LC
- campione di cristallo liquido, T - termostato, D - cubo diwvisore di fascio, DP -
dwisore di fascio polarizzatore, F - fotodiodo, AD - acquisizione dati.

5.4 Interferometro-polarimetro

Il sistema di misura piu sofisticato e completo da noi utilizzato e I'interferometro po-
larimetro Mach-Zender ad eterodina, basato su un fascio laser di sonda, il cui schema

93], Lo schema Mach-Zender prevede la divisione del fascio

& mostrato in Fig. 5.7
iniziale del laser di sonda in due rami, di cui uno viene utilizzato proprio come sonda

attraversando il campione, e I'altro come “riferimento”. Questa separazione, nella

variante ad eterodina, viene effettuata da un modulatore acusto-ottico, che oltre a
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dividere il fascio cambia la frequenza di uno dei due rami rispetto all’altro di un
valore Aw pari alla frequenza di modulazione, tipicamente dell’ordine delle decine
di MHz. Il ramo di riferimento & polarizzato linearmente in un piano che forma un
angolo di 45° con l'asse z (la rotazione del piano di polarizzazione viene effettuata
da una lamina birifrangente a mezza onda, A/2). Il ramo che attraversa il cam-
pione ¢ invece polarizzato circolarmente (da una lamina a quarto d’onda, A/4) ed
incide perpendicolarmente sul campione. L’attraversamento del campione in generale
trasforma la sua polarizzazione da circolare in ellittica, e 'ellisse di uscita contiene
due importanti informazioni sullo stato di orientazione del cristallo liquido, la cui
intepretazione e particolarmente semplice se si puo supporre che il twist ¢’ nel campi-
one sia trascurabile, e se gli effetti trasversi vengono evitati o annullati. Infatti in tal
caso il campione appare al fascio di sonda come una lamina di ritardo con asse ottico
diretto come 1’angolo ¢ rispetto all’asse di riferimento = (ad esempio I'orizzontale),
che induce un ritardo di fase pari a @. A meno che « non sia esattamente un multiplo
di 27, la polarizzazione di uscita sara in generale ellittica con s3 = cosa. L’asse
maggiore dell’ellisse, cioe 'angolo 1, si trovera a +45° dal piano di riorientazione,
cioe ¢ = ¥ £ 45°. Quando i due fasci vengono ricombinati, la loro differenza in fre-
quenza Aw produce nelle componenti dell’onda risultante un battimento di intensita
alla stessa frequenza Aw. Con un divisore di fascio polarizzatore, si separano le due
componenti di polarizzazione lineare x e y, e i fasci corrispondenti sono raccolti da
due fotorivelatori veloci, dotati di amplificazione selettiva in frequenza, per rivelare
solo i segnali oscillanti alla frequenza Aw. Dato che il riferimento & polarizzato lin-
earmente a 45° dall’asse z, le sue due componenti lineari lungo x e y posseggono la

stessa ampiezza e la stessa fase, cioe

EI" = Rcos [(w — Aw)t] (i =ua,y) . (5.3)
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Il fascio di sonda in generale ha invece la forma
Eonda — A; cos (wt 4 ;) (1=u=x,y) . (5.4)

Dopo la sovrapposizione dei due rami, percio, la potenza totale P delle componenti
, 2

di polarizzazione lineare z e y, cioe P, = K (E: Wy Ef"”d“> , contiene dei termini

oscillanti a frequenza ottica 2w, che non possono essere visti dai fotodiodi, dei termini

in continua, che vengono tagliati dai filtri degli amplificatori, e i termini di battimento
P = KRA;cos(Awt + ;) (5.5)

oscillanti alla radiofrequenza Aw, e che vengono rivelati e amplificati. I due segnali di
battimento riproducono sia per ampiezza che per fase le componenti lineari x e y del
campo elettrico del fascio di sonda, e quindi la sua polarizzazione. Un oscilloscopio
capace di seguire tali segnali veloci, configurato in modo da rappresentare il segnale
relativo alla polarizzazione y in funzione di quello relativo all’asse x, permette di
visualizzare in tempo reale I'ellisse di polarizzazione di uscita del fascio di sonda. Un
voltmetro vettoriale al posto dell’oscilloscopio, invece, puo calcolare in tempo reale il
rapporto delle ampiezze e la differenza di fase dei due segnali, cioe tutte le quantita
necessarie alla caratterizzazione dell’ellisse di polarizzazione, e trasferire poi questi
valori ad un sistema di acquisizione automatico.

Il fascio di pompa entra nell’interferometro dall’angolo opposto rispetto al fascio
di sonda, e viene filtrato subito dopo aver raggiunto il campione.

Le uniche controindicazioni di questo potente apparato sono le difficolta di allinea-
mento e i problemi legati alla coesistenza del fascio debole di sonda con il fascio intenso
di pompa in alcuni elementi ottici dell’interferometro. Infatti e difficile avere elementi

ottici che lavorino bene per entrambi i fasci.
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Capitolo 6

Esperimento

6.1 Messa a punto dell’apparato

L’osservazione dell’effetto Fréedericksz ottico prodotto da luce polarizzata circolar-
mente e del regime dinamico in cui si osserva la diffusione stimolata autoindotta puo
essere effettuata agevolmente con uno degli apparati descritti nel capitolo precedente.
Le indagini qualitative preliminari sono state da noi condotte senza utilizzare il laser
di sonda, con i metodi descritti nei paragrafi 5.1 e 5.2. Lo studio sistematico dei
regimi dinamici e stato invece realizzato con l'interferometro descritto nel paragrafo
5.4. Le misure di tempi finalizzate alla valutazione del coefficiente viscoelastico del
cristallo liquido, richiedendo esperimenti di lunga durata senza che si creino problemi
di disallineamento, sono state effettuate con I’apparato rappresentato in Fig. 5.6.

Il laser di pompa utilizzato ¢ un laser ad Ar*, con emissione nella riga a 514.5
nm e una potenza massima di 2 Watt. In tutte le configurazioni utilizzate il fascio
di pompa e stato focalizzato sul campione sempre dalla stessa lente, posizionata ap-
prossimativamente sempre alla stessa distanza dal laser, in modo da avere sempre la
stessa larghezza del fascio wg (o “beam waist”) sul campione. Per determinare wq
si e utilizzato un diaframma con una apertura di circa 10um montato su un sup-

porto traslatore: traslando il diaframma lungo un diametro del fascio e misurando la
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Figura 6.1: Profilo trasverso di intensita del fascio laser di pompa nel fuoco, dove
viene posto il campione di cristallo liquido.

potenza trasmessa si € ottenuto il profilo di intensita e la sua larghezza. Per assicu-
rarsi di aver posizionato il diaframma nel fuoco e stato necessario eseguire le misure
di larghezza w per vari z (asse del fascio) e confrontare i risultati ottenuti con la

formula seguente, valida per fasci gaussiani:

1t (m] | 6.1)

Si e trovato in tal modo wy = 81 + 2um. La fig. 6.1 mostra il profilo di intensita del

w(2) = wg

fascio misurato nel fuoco.

Il laser di sonda utilizzato € un laser a He-Ne, con emissione nella riga a 632.8
nm, e una potenza massima di 5 mW. La larghezza w, del suo profilo di intensita sul
campione e di circa 30um, non abbastanza piccola da eliminare gli effetti trasversi.

Diversi problemi tecnici hanno impedito di diminuire ulteriormente le dimensioni del
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fascio di sonda sul campione: si deve infatti evitare di far passare il fascio di pompa
nelle lente che focalizza il fascio di sonda sul campione (che deve avere una lunghezza
focale molto corta) e in quella che raccoglie il fascio emergente; inoltre, la potenza del
fascio di sonda deve essere diminuita, per evitare che la sua intensita raggiunga valori
tali da cominciare ad influire sull’orientazione molecolare, e questa diminuzione crea
problemi di sensibilita.

Il modulatore acusto-ottico usato nell’interferometro ¢ stato pilotato da un oscil-
latore a 40 MHz. Il suo principio di funzionamento ¢ molto semplice: un trasduttore
piezoelettrico genera un’onda sonora sinusoidale viaggiante in direzione trasversa a
quella di attraversamento della luce, alla frequenza di modulazione. La diffrazione
prodotta dal reticolo di indice di rifrazione associato a quest’onda genera dei fasci de-
flessi (diffratti) che presentano anche uno spostamento in frequenza. In una semplice
descrizione quantistica, ogni fotone che attraversa il mezzo ha una certa probabilita
di assorbire un fonone o pit fononi. Per ogni interazione, il fotone assorbe ’energia
e la quantita di moto trasversa del fonone, subendo percio un aumento di frequenza
pari alla frequenza del fonone ed una lieve deflessione.

La polarizzazione della luce e stata selezionata usando polarizzatori Glan-Taylor
(basati sulla riflessione totale), e lamine birifrangenti di quarzo. Per variare in modo
continuo Dellitticita del fascio di pompa da quella lineare a quella circolare, e stata
impiegata una cella di Pockels, cioe un cristallo la cui birifrangenza dipende dalla
differenza di potenziale longitudinale che vi ¢ applicata, la quale puo essere pilotata
da un generatore esterno.

Per ottenere una buona polarizzazione circolare del fascio di pompa, si e invece
utilizzata una lamina a quarto d’onda di quarzo, con una struttura multistrato pro-
gettata per compensare le variazioni di temperatura. L’orientamento dell’asse ottico

a 45° dal piano di polarizzazione iniziale della luce ¢ stato ottenuto in modo estrema-
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mente preciso con la procedura di “null-reflection”, ponendo cioe uno specchio dopo
la lamina, e facendo in modo che la luce riflessa, passando due volte per la lamina
venisse completamente estinta dal polarizzatore lineare precedente la lamina.

L’allineamento di tutti i componenti ottici, ovviamente posti su supporti per il con-
trollo micrometrico dell’orientazione, € stato eseguito con procedure standard basate
sul controllo della luce riflessa dagli elementi ottici stessi, e delle frange di interferenza
(nel caso di lenti) prodotte dalle sovrapposizioni dei riflessi. Per l'interferometro, la
migliore procedura di allineamento prevede che si crei prima la struttura base del
Mach-Zender, inserendo ed allineando i componenti ai vertici del rettangolo; quindi si
aggiungono progressivamente i vari elementi presenti nei rami, riallineando ogni volta
tutti i componenti. Una difficolta comune a tutti gli apparati basati su un fascio di
sonda ed uno di pompa e quella di fare in modo che i due fasci attraversino il campione
nello stesso punto (anzi, il fascio di sonda deve essere centrato nello spot del fascio
di pompa). Il procedimento adottato € di ottenere un primo allineamento grossolano
con l'aiuto di un microscopio, e poi correggere il risultato osservando la figura di
diffrazione del fascio di sonda (che si genera qualora non si riesca ad eliminare del
tutto gli effetti trasversi), e facendo in modo da renderla simmetrica.

Il campione di cristallo liquido, della cui preparazione si parlera nel paragrafo suc-
cessivo, € stato posto in un termostato per il controllo in temperatura. Il termostato
utilizzato consente una programmazione delle variazioni di temperatura, ed ha una
precisione di +0.1°C.

La potenza del laser e stata misurata con un Power-Meter, cioe un fotorivelatore
ad ampia superficie sensibile calibrato per fornire in uscita la potenza totale espressa
direttamente in Watt.

I fotorivelatori impiegati sono tutti fotodiodi usati nello schema fotoconduttivo,

cioe alimentati da un generatore di tensione in continua, e con una resistenza di carico
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da scegliere conciliando le opposte esigenze di sensibilita e di velocita di risposta. I
fotodiodi veloci utilizzati nell’interferomentro sono posti in uno schema pit complesso,
che fa capo ad un amplificatore operazionale con filtro in frequenza. La taratura dei
fotodiodi e stata effettuata confrontando le indicazioni rivelate con quelle del Power-
Meter, in modo da individuare la regione di linearita della risposta.

Come gia accennato, i segnali a radiofrequenza (40 MHz) provenienti dai fotodiodi
dell’interferometro sono inviati ad un voltmetro vettoriale, uno strumento capace di
valutare ampiezza e fase di un segnale a radiofrequenza rispetto ad un segnale di
riferimento. In tal modo i due segnali vengono confrontati fra loro.

Nei nostri esperimenti, i dati provenienti dai fotodiodi e dal voltmetro vettoriale
sono stati acquisiti da un personal computer, dotato di una scheda di acquisizione con-
tenente i necessari convertitori DAC. Il software di acquisizione, presentazione grafica
ed elaborazione dei dati e stato interamente realizzato da noi, eccetto per le routine

di controllo della scheda di acquisizione, in modo da ottimizzarne le prestazioni.

6.2 Campioni di cristallo liquido

Il cristallo liquido utilizzato nella maggior parte degli esperimenti effettuati ¢ noto
con la sigla E7, ed & una miscela prodotta dalla BDH, che presenta fase nematica
fra —10°C e 60° circa. L’E7 ha transizioni di fase graduali a causa dei fenomeni di
smiscelamento. E stato anche utilizzato un composto puro, noto con la sigla 5CB,
la cui molecola e 4’-n-Pentyl-4-cyanobiphenil, mostrata in Fig. 6.2, di circa 2 nm di
lunghezza, la cui fase nematica si trova fra 22.5°C e 35.3°C. Il 5CB non presenta
fase smettica. Il calore latente della sua transizione solido-nematico ¢ 29.57 KJ/mole,
quello della transizione nematico-isotropo ¢ 0.57 KJ/mole.

Lo schema di un campione idoneo alle misure di interazione descritte ¢ illustrato in
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Figura 6.2: Molecola di 4’-n-Pentyl-4-cyanobiphenil o 5CB.

distanziatore cristallo |IQUId0 vetrino

surfattante

Figura 6.3: Schema di un campione ottico di cristallo liquido.

Fig. 6.3: due vetrini separati da un distanziatore di spessore calibrato (tipicamente fili
di rame o lamine di plastica) costituiscono una cella trasparente che ospita il cristallo
liquido. I vetrini sono tenuti insieme da colla disposta esternamente al distanziatore.
Sia la colla che il cristallo liquido possono essere facilmente inseriti nei rispettivi spazi
per capillarita, purché la cella sia aperta da due lati. E importante in questo caso
non utilizzare colle molto aggressive chimicamente e molto fluide (come I’Attack) che
possono scorrere nella cella e reagire con il cristallo liquido. La colla impiegata da
noi € una resina epossidica a due componenti, che dopo la polimerizzazione e inerte
chimicamente.

Per fare in modo che 'allineamento scelto dal direttore molecolare nella cella sia
quello omeotropico € necessario trattare i vetrini prima di costruire la cella. I vetrini
devono essere di buona qualita, esenti da graffiatura anche minime (che favorirebbero
I'allineamento planare), e devono essere puliti accuratamente, meglio se con 1'uso

di ultrasuoni. Dopo la pulitura, e una volta perfettamente asciutti, vanno immersi
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per una decina di minuti in una soluzione di un surfattante. Il surfattante da noi
impiegato ¢ Cetyltrimethyl-ammonium bromide, formula [CH3(CH,)15](CH;3)3NBr,
indicato solitamente con la sigla CTAB o HTAB, prodotto dalla BDH. Il solvente imp-
iegato & alcool isopropilico, formula C3HgO, e le proporzioni in peso soluto/solvente
sono di 1/1000. Dopo I'immersione dei vetrini nella soluzione conviene effettuare un
rapido passaggio in acqua distillata allo scopo di eliminare strati troppo spessi (non
monomolecolari) di surfattante.

Immediatamente dopo I'inserimento per capillarita del cristallo liquido nella cella,
I’allineamento non e omeotropico. Ben presto compaiono domini di allineamento
omeotropico che si espandono lentamente. Il tempo necessario al completo allinea-
mento del campione puo essere di oltre un’ora. Al termine di questo processo la
qualita del campione deve essere controllata osservandolo con un microscopio, fra
polarizzatori incrociati.

Lo spessore dello strato di cristallo liquido coincide ovviamente con quello della
cella, determinato dallo spessore del distanziatore. Dopo la preparazione, osservando
la cella di lato con un microscopio avente un oculare graduato, e possibile controllare
che lo spessore sia quello previsto e che non ci siano disomogeneita o curvature dei

vetrini.

6.3 Misura del riscaldamento locale

Dovendo eseguire misure al variare della temperatura del sistema, € importante
conoscere non soltanto la temperatura ambientale del campione ma anche la tem-
peratura locale della zona interessata all’interazione con la luce. Il motivo per cui
queste due temperature possono differire e la presenza di un pur debole assorbimento

della luce da parte del cristallo liquido, assorbimento che viene in parte convertito in
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aumento dell’energia interna locale e quindi della temperatura.

L’E7 ¢ un cristallo liquido con ottime proprieta di trasparenza, per cui ¢ plausi-
bile aspettarsi che il riscaldamento locale dovuto al fascio laser sia trascurabile, per
intensita I della luce confrontabili con quelle necessarie alla OFT. Tuttavia abbiamo
ritenuto opportuno eseguire una misura per verificare questa ipotesi, o eventualmente
per valutare il riscaldamento locale provocato dal fascio a diverse intensita 1.

Il metodo si basa sulla misura della dipendenza dalla temperatura 7" dell’indice

n([)54’ 591 Per misurare le variazioni di n, con T si € usato

di rifrazione ordinario
lo stesso laser di pompa, ma con intensita basse rispetto alla soglia per la OFT, in
modo da evitare ogni effetto riorientazionale, ed inviandolo sul campione di cristallo
liquido ad incidenza normale. Il campione stesso viene utilizzato come un interfer-
ometro Fabry-Perot. Se la temperatura ambientale del termostato viene variata, n,
cambia secondo la sua legge n,(T") e U'intensita del fascio trasmesso in funzione di
T mostra un andamento oscillante, a causa dell’alternarsi di interferenze distruttive
e costruttive delle riflessioni multiple della luce nel campione. Un eventuale ulte-
riore incremento di temperatura dovuto all’assorbimento del laser produrrebbe una
traslazione di tutta la curva della intensita trasmessa in funzione della temperatura,
e 'entita della traslazione sarebbe una buona stima del riscaldamento locale.
Abbiamo eseguito le misure per diversi valori dell’intensita del fascio laser, tutte
ottenute con lo stesso valore del beam-waist wg, e con una potenza variabile fra 20 mW
e 120 mW, con luce polarizzata circolarmente (nel campione impiegato la soglia della
OFT per luce circolare ¢ pari a 210 mW, alla temperatura in cui essa ¢ minima).
La temperatura ambientale e stata fatta variare fra 50°C e 56°C con una velocita
di 1°C/min. Si ¢ scelto un intervallo prossimo alla regione di transizione nematico-
isotropo allo scopo di avere un valore di dn,/dT il pitt grande possibile. Avvicinandosi

molto alla regione di transizione le oscillazioni si infittiscono, il che garantisce anche
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Figura 6.4: Intensita trasmessa dal campione in funzione della temperatura del ter-
mostato per diverse potenze del fascio incidente. Le oscillazioni del coefficiente di
trasmissione osservate aumentando la temperatura sono dovute all’interferenza delle
riflessioni multiple interne al campione.

che esse sono dovute al cristallo liquido e non al vetro.

I risultati delle misure sono mostrati in Fig. 6.4. Si vede chiaramente che fino al
valore di intensita massimo nessuno spostamento della curva e visibile entro la sen-
sibilita del metodo (cioe¢ £0.1°C, che ¢ la precisione del termostato). Estrapolando
questo risultato, si puo supporre che alle potenze massime impiegate nel nostro es-
perimento (meno di 1 W sul campione), il riscaldamento locale ¢ sempre minore di

1°C. Pertanto in quanto segue verra ignorato.
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Figura 6.5: FEsempio di dati acquisiti con linterferometro polarimetro, relativi al
regime di rotazione molecolare di un campione di 5CB spesso 75 um per I=11.
L’angolo ¢ ¢ ’angolo fra l’asse maggiore dell’ellisse di polarizzazione della luce di
sonda emergente dal campione ed un asse fisso di riferimento.

6.4 Procedimento di misura

Gli esperimenti sono stati condotti su campioni di E7 di diversi spessori (da 50 a 120
pm) e su un campione di 5CB di 75 pm.

All'inizio di una serie di misure con un campione a una data temperatura, si
e misurata la potenza di soglia P, per la OFT, da cui si puo ricavare 'intensita
media di soglia I, ~ P,/rw?. La potenza di soglia misurata nel campione di E7
lungo 120 pm, per temperature variabili da 20°C a 50°C, varia da 700 mW a 280
mW, corrispondenti ad una intensitd media di soglia I, che va da 3.4 KW/cm? a

1.4 KW/cm? (per polarizzazione circolare). Le misure fatte successivamente con la

stessa temperatura e con lo stesso campione possono essere identificate con il rapporto
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Figura 6.6: Esempio di acquisizione di parametri del fascio di pompa emergente da
un campione di 5CB lungo 75 pm, per I = 1.15: (a) oscillazione del parametro di
ellitticita di uscita s3(L); (b) oscillazione della potenza di una componente di polar-
1zzazione lineare della luce di uscita, che descrive la rotazione dell’ellisse.
P/ P, che coincide con I/I, = I. La soglia puod perd subire fluttuazioni non del tutto
trascurabili (5%) da punto a punto del campione, a causa di inevitabili disomogeneita.
La potenza del fascio di pompa e stata cambiata con incrementi piccoli di 5-10
mW, sia a salire che a scendere, in modo da studiare i cicli di isteresi. Dopo ogni
cambiamento, e stato necessario aspettare alcuni minuti perché il transiente termi-
nasse, prima di incominciare ’acquisizione del segnale relativo al regime dinamico.
Il numero di anelli di diffrazione visibili nel campo lontano e stato sempre registrato
manualmente, per completare le informazioni acquisite automaticamente.

Per intensita di poco inferiori alla soglia, si osserva una birifrangenza non trascur-

abile dovuta all’aumento di fluttuazioni nella configurazione del direttore. La soglia

125



2000 3000
tempo (s)

Figura 6.7: Oscillazione di una componente di polarizzazione lineare della luce emer-
gente da un campione di E7 lungo 110 pm per I =1 (cioé a soglia): (a) segnale; (b)
spettro di potenza del segnale.
vera e propria della OFT per luce circolare ¢ comunque molto ben individuata essendo
del 1° ordine.

Esempi dei dati acquisiti durante i regimi dinamici sono mostrati nelle figure 6.5-
6.7.

Le misure quantitative di periodi di rotazione, necessarie alla stima della costante
di tempo 7 del campione (definita dalla (3.80)), sono state effettuate acquisendo
numerose oscillazioni, e dividendo il tempo totale per il numero n di periodi, in
modo da avere misure con errore inferiore all’1% (ma l'errore puo essere ulteriormente
ridotto semplicemente aumentando n). Per confronto, sono state anche effettuate
delle misure di tempi di rilassamento, anche queste legate alla costante di tempo

del campione, utilizzando 'apparato di Fig. 5.6, ed eseguendo un fit del segnale di
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Figura 6.8: Misura del rilassamento dell’orientazione molecolare in un campione di
E7 spesso 110 pm a 35°C. La curva ¢ l’esponenziale che si adatta meglio ai dati, e
corrisponde ad una costante caratteristica T = 69.7 £ .5 s.

decadimento con una funzione esponenziale (si ¢ eseguito un fit lineare pesato sul

logaritmo dei dati). Un esempio di queste misure ¢ mostrato in Fig. 6.8.
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Capitolo 7

Descrizione ed analisi dei risultati

7.1 Polarizzazione circolare

Le figure 7.1 e 7.2 di questo paragrafo mostrano due esempi dei dati ottenuti dalle
misure di sfasamento «, una eseguita contando il numero di anelli del campo lontano,
e migliorando poi la precisione con la misura dell’ellitticita di uscita s3 ~ cosa,
I’altra con la misura di divergenza del fascio emergente dal campione. I dati sono
confrontati con le curve teoriche ottenute dalla soluzione approssimata descritta nel
paragrafo 4.4. Come si vede dalle figure ¢’e¢ un buon accordo generale. In particolare,
nella confronto mostrato in figura 7.1 non sono stati impiegati parametri aggiustabili.
Il ciclo di isteresi (RS1-US) e ben riprodotto anche quantitativamente dal nostro
modello. Al contrario, per I > I, la teoria mostra solo un parziale accordo con
il comportamento osservato. In particolare, la multistabilita nell’intervallo (fz — fg)
non e stata osservata. Inoltre, si ¢ trovato un secondo ciclo di isteresi tra i rami
RS1 e RSH. Sebbene il modello preveda la simultanea stabilita di questi due regimi,
esso non fornisce alcuna spiegazione per la transizione RS1 — RSH. L’intensita
di transizione I, osservata, tuttavia, non sembra possedere un valore fissato; da un
esperimento all’altro (con lo stesso campione), essa esibisce cambiamenti di oltre il

20%. Come elemento di paragone, la fluttuazione dell’intensita di rilassamento I,
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Figura 7.1: Misure di sfasamento o in funzione dell’intensitd ridotta I = I/ in un
campione di E7 spesso 120 pum, a confronto con la curva teorica. I quadrati sono
1 valori misurati per intensita crescenti, 1 triangoli quelli per intensita descrescenti.
Le misure sono ottenute contando gli anelli nel campo lontano, e con la misura del
parametro di ellitticita s3. Legenda: US - stato non riorientato, RS1 - regime rotatorio
a piccola birifrangenza, RSH - regime rotatorio a grande birifrangenza.
nei diversi esperimenti effettuati anche con diversi campioni, ¢ inferiore al 3%. 1l
fatto che diversi campioni esibiscano sempre lo stesso valore I, & una conferma della
“universalitd” di questo valore come previsto dal modello. Una misura di I; al variare
della temperatura in uno stesso campione e mostrata in Fig. 7.3.

E ragionevole supporre che il fallimento del modello nella regione di alte inten-
sita scaturisca dalla imperfetta simmetria rotazionale del sistema in un esperimento

reale, a causa di perturbazioni asimmetriche inevitabili. Le perturbazioni possibili

sono diverse, tra cui la gravita che influenza il backflow, un imperfetto parallelismo
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Figura 7.2: Misure di sfasamento o in funzione dell’intensita ridotta I = 1)1

in un campione di E7 spesso 120 pum a confronto con la curva teorica. 1 dati
sono ottenuti dalla divergenza angolare del fascio di pompa emergente dal campi-
one. Si e esequito un fit sul fattore moltiplicativo che lega la divergenza allo sfasa-
mento massimo «. Supponendo una riorientazione avente profilo gaussiano del tipo
a(r) = a(0) exp (—2r?/w3), dal fit risulta wy = 30um.

dei vetrini, una lieve eccentricita residua della polarizzazione iniziale del fascio. Gli
agenti che rompono la simmetria creano un accoppiamento fra le variabili dinamiche
a e ¢, che, durante la rotazione, induce una oscillazione sincrona di a. Questa “nu-
tazione” e stata effettivamente osservata, ad esempio sotto forma di oscillazione nel
numero di anelli della figura di diffrazione, ma rimane molto piccola per I< 1, mentre
diventa sempre piu grande incrementando I. E probabilmente proprio la nutazione
che destabilizza lo stato RS1 per I = I, e che rende i regimi intermedi RSn difficil-

mente osservabili.

Nella regione I < I, i periodi misurati di rotazione si accordano molto bene con
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Figura 7.3: Misure del rapporto I, fra soglia di rilassamento e soglia della riorien-
tazione per un campione di E7 di 50 pm al variare della temperatura.

le previsioni teoriche, come si vede in Fig. 7.4. La curva teorica del periodo riportata
nelle figure & T'(I) - 7, dove T(I) = 27 /Qgg1 (1) & la funzione universale riportata in
Fig. 4.6 e ottenuta dalla (4.30), e 7 & una costante di tempo utilizzata come parametro
di fit dei dati. Dalla relazione (4.28) si vede che 7 ¢ allora una stima sperimentale della
costante caratteristica v L?/K33. Quindi la misura dei periodi pud essere utilizzata
per misurare il coefficiente viscoelastico 77 /K33, come verra discusso in dettaglio nel
paragrafo 7.3.

La misura di periodi nel regime RSH non ¢ stata fatta in modo sistematico per
due ragioni: primo, la durata di una rotazione completa nel regime RSH, per un
campione di E7 di 50pum di spessore, ¢ di diverse decine di minuti, per cui uno studio
sistematico avrebbe richiesto tempi molto lunghi; secondo, nessun confronto con i
risultati del modello e possibile, dato che I'oscillazione di a cambia notevolmente la
dinamica temporale rispetto a quella prevista dal modello stesso. Un esempio di una

misura di periodi che si estende ad un regime diverso da RS1 € mostrato in Fig. 7.5.
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7.2 Polarizzazione ellittica

L’osservazione dei regimi asintotici al variare dell’ellitticita e della intensita del fascio
di pompa ha condotto alla mappa riportata in Fig. 7.6, che va confrontata con quella
teorica, Fig. 4.7. Come si vede 'accordo ¢ molto soddisfacente, pur riguardando
soltanto aspetti qualitativi.

La dipendenza della soglia I dall’ellitticita s3 nelle misure effettuate sul 5CB non
mostra un buon accordo con la formula (3.66), a causa di un ignoto agente che altera la
scala delle intensita. Una ipotesi plausibile e che sia un effetto del riscaldamento locale
dovuto all’assorbimento, fenomeno che nel 5CB non ¢ del tutto trascurabile come per
I’E7; infatti un aumento di temperatura proporzionale all’intensita del fascio di pompa
produce un abbassamento della soglia I a causa della variazione delle costanti che la
determinano, e quindi uno schiacciamento della scala di intensita relative alla soglia
per polarizzazione lineare.

Per i campioni di E7, invece, c¢’¢ un accordo soddisfacente, entro il 10%. In
particolare la soglia misurata della OFT per luce polarizzata circolarmente e risultata

poco maggiore del doppio di quella per polarizzazione lineare.

7.3 Misura del coefficiente viscoelastico

Come abbiamo anticipato, la misura dei periodi di rotazione e la determinazione
della costante di tempo 7 = v; L?/ K33 puo essere utilizzata per ottenere buone stime
del rapporto viscoelastico ~;/ K%ZH. La sensibilita del metodo e limitata solo dalla
precisione con cui conosciamo lo spessore L dello strato, e dalla correttezza delle
approssimazioni impiegate nel modello, dato che i periodi possono essere misurati

praticamente senza errore. Inoltre, per valutare I, il rapporto di intensita I /I pud

essere rimpiazzato dal rapporto delle potenze totali P/P;, che non risente della scarsa
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precisione con cui ¢ nota la larghezza wq del fascio.

Le misure presentate in questo paragrafo sono state effettuate con due campioni
di E7, il cui spessore era rispettivamente di L = 80 + 5um e L = 120 4+ 5um. Per
queste misure e stato utilizzato 'apparato descritto in Fig. 5.6, in modo da effettuare
anche un confronto con le stime ottenute dai tempi di rilassamento. La temperatura
ambientale ¢ stata variata utilizzando un termostato, e come descritto nel paragrafo
6.3, si e verificato che il campione di E7 non subisce un significativo riscaldamento
locale dovuto ad assorbimento del fascio laser. Per ogni temperatura 7' si € prima
proceduto ad una misura della soglia Py, che si e trovata fortemente dipendente dalla
temperatura. Dopodiché, sono stati misurati i periodi di rotazione del regime RS1
per diversi valori di I = P/P,. Con una procedura standard di best fit lineare si
e trovato il valore di 7, e quindi del coefficiente ~; /K33, che meglio adatta la curva
teorica ai dati. Un esempio di una serie di misure con i rispettivi fit teorici € mostrato
in Fig. 7.7. I risultati dei best fit nell’intervallo di temperature 22°C' — 50°C' sono
mostrati in Fig. 7.8.

Interrompendo bruscamente il fascio di pompa mentre il sistema ¢ nel regime
RS1, il direttore rilassa verso lo stato omogeneo US, con un tempo caratteristico 7,.
Questo tempo dipende dalla configurazione precisa iniziale 9(z), ¢(z). Tuttavia, per
una semplice valutazione qualitativa, si puo supporre ¢’ = 0 sempre (assenza di twist),
e J(z,t) =~ A(t)sin(rz/L) (primo modo di Fourier). Utilizzando i risultati dell’analisi
linearizzata descritta nel paragrafo 3.2 (ponendo il campo magnetico H = 0), si vede
che il tempo di rilassamento & 7, = 1/a; = 7{L?/7? K33 = 7/7%. La birifrangenza «,
per piccolo 9, & proporzionale ad A%, come si vede dalla (3.73), per cui il suo tempo di
rilassamento ¢ 7, /272, Questo ¢ anche il tempo di decadimento del segnale osservato
dal rivelatore. Utilizzando questo risultato, ed usando un fit esponenziale sui dati

relativi all’intensita del fascio di sonda sul rivelatore, e stato possibile ottenere altre
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stime indipendenti di ] /K33. Questi risultati sono riportati in Fig. 7.9, dove si vede
che coincidono per ordine di grandezza con quelli ottenuti misurando i periodi di
rotazione.

In E7, la dipendenza di ] e K33 dalla temperatura prevista da modelli statistici

é[& 9, 10].

Ki3 ~ 5%, (7.1)

dove E' ¢ una energia di attivazione, k ¢ la costante di Boltzmann, ed S' ¢ il parametro
d’ordine scalare. La dipendenza dalla temperatura di S & ben approssimata dalla

espressione

T\?
S — <1 - ) , (7.2)
Tni
in cui 7,,; € una temperatura efficace, prossima ai valori della transizione nematico-
isotropo, e & un esponente caratteristico che tipicamente va da 0.1 a 0.3 (in E7, il

Rif. [12] riporta § ~ 0.17). Combinando le (7.1) e (7.2) si ottiene

* eE/kT

7
Ki (1= T/T) (7.3)

Questa equazione prevede una diminuzione monotona quasi lineare di 77 /K33 fino ad
una temperatura prossima a 7},;, dove c’e una saturazione o eventualmente addirittura
un cambio di segno della pendenza. Questo andamento qualitativo ¢ evidente in
Fig. 7.8.

Un confronto quantitativo con i dati sperimentali su v, /K7 in E7 riportati nei
Rif. [12, 13], ottenuti con misure di tempi di risposta ottici, dopo la correzione del
fattore K1;/K33 ~ 0.6 (abbastanza indipendente da T'), mostra un accordo migliore

del 10%.
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Figura 7.4: Misure di periodi del regime rotatorio RS1 in un campione di 5CB spesso
75 um a 24°C [(a) e (b)] e in un campione di E7 spesso 50 um a 20°C [(c)]. La curva
continua € ottenuta moltiplicando il periodo adimensionale T(f) previsto dal modello
per una costante di best fit T.
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Figura 7.5: Misura di periodi di rotazione in un campione di 5CB lungo 75 pm a
25°C. Oltre al regime RS1, si osserva un altro regime simultaneamente stabile e con
periodo maggiore. Lo sfasamento o in questo regime mostra una forte oscillazione
sincrona con la rotazione. I quadrati sono misure esequite ad intensita crescenti, 1
triangoli ad intensita decrescenti.
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Figura 7.6: Regioni nel piano dei parametri [1/15(0), x| (dove I5(0) é la soglia per
luce lineare, e x = %sin_1 S30 € un parametro di ellitticita equivalente a s3) caratter-
1zzate da una dinamica asintotica qualitativamente differente. I quadrati sono stati
riorientati stazionari, © cerchi sono regimi oscillatori, 1 triangoli sono regimi rotatorsi.
I simboli vuoti sono misure esequite ad intensita crescenti, quelli pieni ad intensita
decrescenti. Un agente non identificato con certezza, probabilmente il riscaldamento
locale dovuto ad assorbimento (che nel 5CB non é trascurabile), hanno provocato uno
schiacciamento della figura rispetto all’intensita I. La curva punteggiata e la previ-
sione teorica della soglia di OFT ricorretta per leffetto di riscaldamento locale.
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Figura 7.7: Misure di periodi del regime RS1 in un campione di E7 spesso 80um e
relativi fit sulla costante di tempo T per diverse temperature.
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Figura 7.8: Coefficiente viscoelastico i/ K33 in funzione della temperatura ottenuto da
masure di periodi di rotazione nel regime RS1. La curva continua é un fit polinomiale
sut dati.
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di rilassamento allo stato omogeneo US.
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Conclusioni

In questa tesi sono riportati i risultati di uno studio teorico e sperimentale del
fenomeno di diffusione stimolata autoindotta della luce di un fascio laser in un cristallo
liquido nematico, sia in generale, sia, piu in dettaglio, nel caso in cui il fascio laser
sia inizialmente polarizzato circolarmente.

Si e cosi messa in evidenza la natura della diversita di comportamento fra la ri-
orientazione di un cristallo liquido indotta dalla luce e quella indotta da un campo
statico. In sintesi questa diversita ¢ legata alla polarizzazione della luce, che rende
quest’ultima molto piu sensibile alla riorientazione molecolare di quanto non sia
un campo statico. L’accoppiamento della polarizzazione della luce con il direttore
molecolare comporta uno scambio di momento angolare “intrinseco” tra la luce e le
molecole, e quindi necessariamente anche un trasferimento di energia. La complessita
dell’interazione nonlineare che ne risulta ¢ tale da condurre il sistema in regimi asin-
totici dinamici oltre che statici, regimi periodici o addirittura caotici, multistabilita
ed isteresi.

La tesi ha inizio con una ampia introduzione alla teoria del continuo dei cristalli
liquidi in presenza di campi elettromagnetici. Entrando nello specifico degli effetti di
riorientazione, per una geometria particolare, nel capitolo terzo sono esposti breve-
mente i risultati di uno studio teorico e sperimentale del caso in cui la polarizzazione
del fascio incidente sia lineare, un caso fino ad oggi ritenuto erroneamente del tutto

simile alla riorientazione indotta da campi statici. Anche in questo caso, invece,
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gli effetti della polarizzazione compaiono sotto forma di instabilita, multistabilita e
“congelamento” della birifrangenza associata alla riorientazione.

Il capitolo quarto espone i risultati dello studio teorico sulla diffusione stimolata
autoindotta nel caso in cui il fascio incidente sia polarizzato circolarmente. In parti-
colare, vi sono riportate le equazioni esatte (per il caso di onda piana) dello scambio
di energia e momento angolare nel sistema. Grazie alla simmetria cilindrica del prob-
lema, si € potuti pervenire ad una soluzione analitica delle sue equazioni evolutive,
ottenendo previsioni quantitative del regime dinamico di rotazione molecolare indotto
dalla diffusione. Una curiosa “universalita” di vari aspetti quantitativi del fenomeno
e anche stata stabilita.

Si e realizzato un esperimento finalizzato alla verifica di queste previsioni, come
illustrato nel resto della tesi, che ha confermato la buona validita del modello. La
misura accurata dei periodi di rotazione molecolare ha consentito infine di ottenere
la misura del coefficiente viscoelastico del cristallo liquido impiegato, al variare della

temperatura.

142



Appendice A

Variazioni in un fluido

A.1 Variazioni di un campo tensoriale

Consideriamo un fluido soggetto ad uno spostamento infinitesimo dx; e ad una vari-
azione infinitesima delle sue proprieta locali, descritte da campi tensoriali. Quest’'ul-
tima puo essere descritta in vari modi fra loro equivalenti.

Per fissare le idee, concentriamo la nostra attenzione su un generico campo ten-
soriale a(z), sottintendendo gli indici laddove non siano necessari. Elenchiamo le

principali descrizioni alternative della variazione di a:

1. Variazione locale d;a. E la variazione di a in un punto x fissato, riferita ad un
sistema di assi fissi. Divisa per la durata temporale 0t della variazione, fornisce

la derivata “parziale” o locale 0;a.

2. Variazione convettiva da. E la variazione di a in un elemento di fluido seguito nel
suo moto, riferita ad un sistema di assi fisso. Divisa per 6t fornisce la derivata

“totale” o convettiva da/dt = a.

3. Variazione relativa dra. E la variazione di a in un elemento di fluido seguito nel
suo moto, riferita ad una variazione “di trascinamento” subita da a per effetto

solamente della rotazione e deformazione dell’elemento di fluido. Per poterla
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calcolare, quindi, bisogna aver definito matematicamente il puro trascinamento
del tensore a. Ad esempio, nel caso di un nematico, il trascinamento subito dal
direttore molecolare n ¢ una rotazione uguale a quella dell’elemento di fluido

circostante. Divisa per &t fornisce la derivata relativa.

Si dimostra facilmente che il legame fra le variazioni convettiva da e locale dpa e

il seguente:

da = Ora+ ox;0;a . (A.1)

Si noti che la variazione §;, commuta con la derivata parziale d;, mentre la regola

di commutazione per la variazione convettiva e la seguente:
d0ja = 0j0a — (0; 0x,)(Oha) . (A.2)

Se a ¢ un tensore invariante per trascinamento, la sua variazione relativa coincide
con quella convettiva, dra = da. Il gradiente 0;a di un tensore invariante per trascina-
mento, invece, subisce una variazione per trascinamento, che coincide con la variazione
d(0;a) che si ha per da = 0. Usando la (A.2), si trova 6(0;a) = —(0; 0xy)(0ka). la

variazione relativa ¢ allora

Si puo dimostrare che la rotazione infinitesima di un elemento di fluido, dovuta

ad uno spostamento dz;, € descritta dalla matrice di rotazione d;; + dw;;, dove
1

Questa matrice descrive anche la rotazione subita per trascinamento dal direttore n.

Ne consegue che la sua variazione relativa dgn; €
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La variazione relativa del gradiente del direttore d;n; ¢ ottenuta combinando le

due precedenti definizioni,
53((9]-712-) = (5(8]711) - 5wih(0jnh) + ((93 5xh)(8hnz) = 8j (5711 — 5wih8jnh 3 (A6)
A.2 Variazione di una grandezza globale

Supponiamo che Z sia una grandezza globale di una massa M di fluido, nella forma

di un integrale esteso al dominio variabile V' (¢) contenente M, di una densita I:
7= / rav (A7)
v

La variazione di Z puo essere espressa in termini delle variazioni locali. Seguendo
ogni elemento di fluido nel suo moto, e assimilando l'integrale ad una somma infinita,
si ha

5I:/V 5(IdV):/V((5I) AV +1(6dV) . (A.8)

Usando § dV = (9; 0x;) dV, troviamo
0T = /V (61 + 1(9;62,)] dV . (A.9)
Usando la (A.1) possiamo anche passare alla variazione locale, ottenendo
5T = /V (601 + 8,(I62,)] dV = /V S.1dV + 7{115@ dA; | (A.10)

dove A e la superficie di contorno di V.
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