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Ma no! Farebbe i calcoli prima di mel

Schrodinger in risposta al suggerimento di consultare Weyl



Comincic




riviamo a ScCri




Poi arriviamo a considerare sistemi piu complicati

Con piu particelle

i
agnetici o forze viscose

Con campi

Su spazi che

Con vincoli

Ad infinit

ometria Dif-
ifferenziabili,




Ci sono vari f 4 e la meccal Ea classica, La-
grange, Hamiti n-Jacobi. Dato che voglio ¢ cutere la mec-
canica quantis . smo Hamiltoniano

Un sistema fis io delle fasi, una varieta dif-

ferenziabile. I i ca .':,_f.: Hpnto questo € lo
spazio euclide i or zioni = e dei momenti
. 5

_ . o s
Lo stato di ' entificato con un

punto dello

Piu in generalg ensita classica

di probabilita p(p,z)
La conoscenza e alla distribuzione
1)



.
P
o

Un osservabile é una funzione sullo spazio delle fasi, E devo
poter sommare e moltiplicare gli osservabili fra di loro per
costruirne di nuo Questo prodotto e ab%Iiano

‘&
Per esempio la coordinati z1 , 0 iLmomento p> o il momento angolare

P1T2 — p271 4.

Se lo stato del sistema e descritto da uno stato puro, un
punto xzg,pg, allora il vaiqre dell’osservﬁile f(x,p) €& dato

dal valore della funzione in un punto: f(zg,qo)

Se lo stato e dato d
siamo parlare di v

dove du € I'app
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Potevamo partire dalgli osservabili, definiti
" bra (ecommutativa) e definire uno stato com

Il dagli menti dell’algebra degli osservg Wnei
p:f— R, ovvero p(f)=(f), by
H
; ' Considerando bli osservabill come la parte reale delle zio‘i a valori sul

dobbiém% imporre sugli stati le c‘ni ' p(1)=1 e p(f*f)>0

.
I gunti dello sp@zio delle fasi possono essele rigosttuiti
gli stati pdri, sfati Chj r‘ﬂno scrivier n$s
cadhvessa due altri stati p=ap1 + (1 —a)p>
« n .

v

t a una serie di risult

~mm zione sulla geometria e la

..tqpologia dello spazio
degli osservabili




uova struttura: la
egli osservabili con

introdurre una

rodotto suII’aIgebra‘
)

Per discutere la dina
parentesi di Poisson, u
le proprieta

- Antisimmetria:

- Leibniz: {fg,h}y = f{g,h} + {f, h}g
r o
- Jacobi {f {g,h}} + {9, {h, f}} +{n, {f. 9}}




La parente oisson é la struttura etrica

che caratt a uno spazio delle fasi una
varieta non alsiasi.

Infatti po Y che avere casi in cui non & possibile divider coordi-
nate cC ente Iin posizioni e momenti

Evol porale: —
‘ f=A{fH}
L’evolu ' orale é una trasformazione can@nica, e per conoscere

I’evoluzione di un osservabile mi basta conoscer I’evolzipne di ogni

punto dello spazio delle fasi

e sostituire



Anche in meccani nsoderare una evoluzione

alla Heisenberg

classica io posso
lla Schrbdinger

uzione iniziale di
Iternativamente

Ovvero (in gen le) se conosco la dist
probabilita di ufBistema dato da p xROSS
evolvere 1o stat@qQul. vabile. .

(1, ®) = [ duf@(®),p(D)p(w0,p0) = [ duf(wo,po)p(z(t), p(t))

—

Notiamo che la relazione norrr;a\mente usate per gli stati
puri fi(x,p) = f(z(t),p(t)) € una conseguenza del fatto che
I’algebra e abeliana, e che posso evolvere indipendente-
mente qualunque monomio z"p™, per esempio in una es-

pansione di Taylor.
|

Sto iniziando a par re_tivité 8 1| momento di
passare alla. . ‘
Ry 10




M tistica

La meccanica quanflistica e una oria diversa dalla mec-

canica classica

- .

- Esiste una costante fondamentale con le dimensioni di una po-
sizione per un momento (il volume dello spazio delle fasi aveva
dimensione /" .

)‘ " | " i

- Non si pudé piu Qarla're i i ' spazio delle fasi a causa del

principio di indeterminaz S€

- Lo stato di ema non é pia un punto di esistente spazio
delle fasi m: ToX | 2glio una matrice

densita
mento sono pi , | ente spazio delle
peratori ZM ' .
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- Posizione
- fasi, ma de



Schrddin
dalle on

critta
rivate

eccanica ondulatoria. La fi
ateria regolate da una equazio

parziali. unzione d’onda rappresenta lo | Sis-
tema

Heisenber

da degli os

servabili s

Anche in q

I’Osservabile



R
Osservabili: Elementi autoaggiunti di un’algebra di opera-
tori che non commutano

Nel caso della meccanca di pun, i e costruiti a partire

da due opeg

2 ,«--1.; -~ "‘
Y ’ |
Uno stato € una mappa dagli osservabili nei numeri reali
<F‘>A = TrEp
p %
(“— ﬁ
con p=Ycilvi) (Wil e Ye=1 i

1e (FIF) >0f W
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% 8.’{%‘:.“
[ 7e ‘sz%ne“%mporale d ] osservabili € data dal commu-

E operatore o lo
stat rédinger sono
equi
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elle fasi e diventato I’ alg'!ebra Eiclﬂhlgper—

i Hilbert a dlmen5|one infinita? BI1lB

A Rl N
C I

Questo-&-azzardato, gli spazi'di Hilbert sono -ttt uguali
(sone™isomorii),"e lo stesso vale per I’algeqHMi.'WEra—
- I " oy Hovn
tror i!i #‘i ‘esso. .Gli spazi delle fa5|.w uttl
8) 0l III

ugqa. m:r.qq;pr.p. hanno dlmen5|on| diver
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Ci sono delle ambiguita nel principio di corrispondenza. .

“a2 1' .

Data la funzione (osservabile classico) z2p2 quale op
tore gli facciamo corrispondere?

5&2]’52 +ﬁ2§2
2

iﬁ% oppure oppure 7

Abbiamo bisongo di una mappa che ad un_ogs%_
sico (funzione sullo spazio delle fasi), fa corri
operatore

E viceversa Ny



ppa di .

/dnx d’npf(p q)eh(fcznz —pi&;)

r
F(n,8) = (QW)n/z

trasformata di FouL@tlca

UNG®) = [ e nfEmW(En)
\1 -

™
mmappa di Weyl semplicgente sarebbe
di Fourier

W(n, &) = eh(ﬁp n-T)

Se non ci fosse
I'inverso della tra

a na funzione sullo spazio delle
n operatore (osservabile quantis-

Invece abbiamo
fasi (osservabile
tico)
17



La mappa di Weyl ha un inverso, chiamato map di Wigner, che ad
un operatore associa una funzione di z,p: Dk

dPnd™E i oae.
QO L(F)(p, q) = (22—)22 R HER) Tr W (e, )

Funzioni a quadrato sommabile vanno in operatori di HiIbert—Schaldt e viceversa
y .

Ora abbiamo una maniera canonica di associare agli os-
servabili classici gli osservabili quantistici.

Ed alle matrici densita delle funz_i_oni sullo spazio delle fasi che vor-
remmo interpretare come densita di probabilita

Ma purtroppo queste non sono definitespositive € non possono essere
definite densita di probabilita nello spazio delle fasi!

Ma per gli stati coerenti lo sono




Ma allora Ci possmmo ricordare del nostro caro vecchio
spazio delle fa5| def“mto dagll osservabili che sono funzioni

Yy
—

|

i

di z, Y2
B auils

Ma ora ahblamo una

gli osservablll;u abbl

assoaﬁlvm Brodot

In quest«

con ‘A ntesi di Poisson
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= » . \
Naturalmente abbia{ \

T;*pj — pj*x; = [z5,pjlx = 1A
d"'o f"r e ‘A
tto di Meyal inftdfmini di [/
frxg= fg+ Ih{f,g} + O(h?)

Espandendo il

Abbiamo deform "algebr [ ' iv‘a degli osservabili
bra_noncommutativa gui-

@mmutatlva COr-
spazio delle fasi

Ma abbiamo d 'Q"pf

i ».l gL
rispondeva alla gkq inarra). d
C" o 2! . . ek '
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LI non

=

xp*xp=w2p2—2h2 *0

esempio

I Ssono a

Asi, ma ora oltipli

Dluzione temporale

f ==, B = {f,H} + O()




Quindi la mecca a quantisti na defor-

mazione della Frleccanica classica

etria
iva

La deformazione é data dalla deformazio .
sottostante che diventa una Geometria

dinario
JSSiamo
algebra

Cosi come potevamo descrivere la geometria d
(fatto di punti) tramite un’algebra comm

sviluppare tecniche per descrivere ‘m

non commutativa

Possiamo rinunciare ai punti senza

I della ge-
U concetti
neralizzare al

Esiste un dizionario che asso
ometria differenziale oggetti
algebrici, che si possono imir
caso noncommutatlva
22



La mappa di Weyl, e quindi questa quantizzazione, non sono uniche.
Una data meccanica classica puo essere il limite di diverse meccaniche
quantistiche.

| per cui le funzioni vanno
prodotto deformato, per

Per esempio posso avere
in operatori Wick-ordinati
cui il commutatore di z

I semplice come R2"® con
AMO uha generica varieta

Che succede se invece di
una parentesi di Poisson
differenziabile con una pare

Dovremmo essere in_grado I erica meccanica clas-
sica.

Il problema si é rivelato molto icile e solo pochi anni fa é stato
risolto da Kontsevich (che ha vinto la Field medal per questo)
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E se volessi fare un dispetto e partire da Lagrange e Feyn-
mann e costruire la meccanica quantistica seguendo gli in-
tegrali di cammino?

Niente paura! Basta interpretare il propagatore che evolve
Il sistema come un esponenziale x

Consideriamo lI'integrale di cammino per I’evoluzione da x4
a zo in un tempo ¢

DpDq | [ ir(pi—H) — [ AP fp(er—az),—HHCIZ20)1
2mh 2mh

con ef =1+ X+IXxX+...
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Eccetto ch'@“"qoncentro troppa energia in uno
- S VALY A - -
spazio troppo piccolo_creo un buco nero, e il fo-
tone non esce piu ! Che faccio con 1 punti dello

spazio d_e_lle'"""_.' ﬁi_gur IoNKe
| , | 2 L ﬁl.“\
' %n*alﬁﬁ"s?t»ria

Ma gUesta
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