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Questo documento contiene una breve introduzione alle stiamoni di correttezza degli
algoritmi. Nella prima sezione del documento verra farnin richiamo alla tecnica di di-
mostrazione per induzione. La seconda sezione illusamite semplici esempi, le problem-
atiche connesse alle dimostrazioni di correttezza deggirémi. Le sezioni 3 e 4 descrivono
le tecniche di dimostrazione per algoritmi ricorsivi e #&vi, rispettivamente. In sezione 5
verra trattato il problema della dimostrazione di terrzinae per algoritmi iterativi e ricor-
sivi. Infine, la sezione 6 presenta un’applicazione degjoarenti trattati in questa dispensa
alla dimostrazione completa della correttezza dell’atgo di ordinamento InsertionSort.

1 Principio di Induzione

Il Principio di Induzione Matematica € una importante tecnica di dimostrazione, particolar-
mente adatta a dimostrare proprieta universali che inndarvengano numeri interi.

Principio di Induzione Semplice. Siang un intero e siaP(n) un enunciato (una pro-
prieta) che ha senso per ogni> n,. Se:

1. P(ng) & vero

2. per ognin > ng, P(n) vero implicaP(n + 1) vero

allora I'enunciatoP(n) & vero per tutti i numeri naturati > n.

Esempio 1. Mostriamo che che la somma dei priminumeri interi naturali e@

cioé mostriamo che vale I'uguaglianza:
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per ogni interan > 1.

n n+1

In questo cas®(n) &> i = ,mentreP(n+1)@) i =

i=1 =1

M . Vediamo

(n+1)(n+2)
2

che:

R : S . 1(1+1
e P(1) e vera: infatti il primo membro valé e il secondo membre% =1,

e supponendo verd(n), si ottiene cheP(n + 1) & vero. Scomponendo la sommatoria

opportunamente e utilizzando la verita dell'ipotesi itti#a P(n) secondo cui & i =
i=1

1 .
M, otteniamo:

7} () = PO AD) ; 2n+1)] _ (n+ 1)2(n +9)

che e la tesi.

Pertanto la proprieta e vera per tutti gli> 1.

Esempio 2. Dimostrare che la somma dei priminumeri naturali dispari (non nulli) 22,
cioe che vale l'uguaglianza:

per ogni interan > 1.

e P(1) e vero: infatti il primo membro2- 1 — 1 = 1, mentre il secondo membrolé = 1.

e SuppostaP(n) vero, cioe supposto che valga I’uguaglia@@n —1) = n?, proviamo
n+1 =
P(n+ 1), cioe I'uguaglianza) ~(2n — 1) = (n + 1)*

i=1
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Scomponendo opportunamente la sommatoria e utilizzamplotd'si induttiva, otteni-
amo:

+2-(n+1)—1 = n*+2-(n+1)—1 = n?4+2n+1 = (n+1)*

> (2n-1) = [Z(Qn —1)

i=1 =1

che e la tesi.

Pertanto la propriet®(n) € vera per tutti glin > 1.

Principio di Induzione Forte. Siang un intero e siaP(n) un enunciato (una proprieta)
che ha senso per ogni> n,. Se:

1. P(ng) & vero

2. per ognin > ng, P(k) vero per ogniny < k < n implica P(n) vero

allora I'enunciataoP(n) & vero per tutti i numeri naturati > n.

Esempio 3. Vogliamo provare che ogni numero naturale> 2 € prodotto di numeri primi.

e P(2): l'affermazione e vera per= 2, poiché esso stesso € un numero primo.
e Consideriamo un generieo> 2 e supponiamo che tutti i numeri ddino adn — 1 siano
prodotti di numeri primi. Cerchiamo di provare che, allaachen lo deve essere.

Infatti, sen € esso stesso un numero primo, allora I'affermazione alb@nte vera. Se,
invece,n non & primo, allora, per definizione di numero primo, si @sprimere come
prodotto di due numeri interi piu piccoli di, cioén = k; - ko, CONk; < n€ky < n.

Essendo si&; chek, interi minori din, per ipotesi induttiva sono entrambi esprimibili
come prodotto di numeri primi. Cio&; = p; - ... - p,,, cONp; primo per ognil < i < r,
eky =q - ... ¢s, CONg; primo per ognil < j <s.

Quindi, sostituendo, avremo che:

N=p1- e Dp QLo Gs

che dimostra che anchee prodotto di numeri primi.

Concludiamo, allora, che I'affermazione e vera per ogtéron > 2.
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2 Correttezza degli algoritmi

In questo documento diremo che un algoritmeaeretto se il suo valore di output sod-
disfa una determinata condizione (dgttastcondizione) per ogni istanza di input che, a sua
volta, soddisfa una determinata condizione (dpt&gondizione). Intuitivamente, la poscon-
dizione & una condizione che esprime formalmente la nezitiormale di “risultato corretto”
dell'algoritmo, mentre la precondizione € la condiziohe adentifica le istanze di input “ra-
gionevoli”, cioé quelle per le quali ci si aspetta che l@igmo fornisca risultati significativi.
Sia la precondizione che la postcondizione sono fortemeortelate col problema specifico
che I'algoritmo e inteso risolvere.

Ad esempio, il seguente semplice algoritmo e pensato pevlaese la somma tra due numero
reali.

Algorithm ALG-1(X,Y)
1 S=X;

2 S=S+Y,;

3 retun S

In tal caso la correttezza puo essere espressa dalle siegadizioni:

Precondizione: X e Y numeri reali.
Correttezza o
Postcondizione: Sez = ALG-1(X,Y), alloraz = X+Y.

La formulazione completa della correttezza di un algoritmettacorrettezza totale viene
formulata nel nel seguente modo.

Correttezza totale: L'algoritmo termina per tutte le istanze di input che safiano la precon-
dizione e restituisce il risultato corretto.

La dimostrazione di correttezza di un algoritmo viene cépnente, suddivisa nella dimostra-
zione delle due seguenti prorpieta:

e Correttezza parziale: Se l'algoritmo termina, esso restituira il risultato kito (che,
cioe, soddisfa la postcondizione);

e Terminazione: L'algoritmo termina per tutte le istanze di input che sadfano la precon-
dizione.

E evidente che la dimostrazione delle due proprieta sopeatate fornisce la dimostrazione
della correttezza totale.

Una dimostrazione di correttezza consiste essenzialnieniea dimostrazione matematica.
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Il primo passo e, dunque, quello di tradurre le operazieageite dall’algoritmo in opportune
relazioni matematiche tra le variabili coinvolte, che neat&zano adeguatamente I'effetto.

Consideriamo I'esempio dell'algoritmo&s-1(X,Y) riportato sopra. Le uniche operazioni
eseguite dall'algoritmo sono assegnamenti del valore Gigpmessione matematica ad una
variabile. Appare, quindi, naturale rappresentare ognatide dell’algoritmo con una vari-
abile matematica. Ad esempio, possiamo rappresentaregiébiieX, Y e S con le variabili
matematicher, y e s (intese come variabili su un dominio reale), rispettivateersebbene
possa apparire naturale tradurre 'assegnamento S = X getaldone di uguaglianza= «,

non cosi e per il secondo assegnamento. Se volessimtii,irdppresentare I'assegnamento
S =S + Y con la relazionge = s + y, otterremmo una descrizione matematica errata
dell'operazione di assegnamento (non esiste, infattiyrelccoppia di valori reali pes e

y, eccettuato il caso banale = 0, tale che la loro somma sia uguale ad uno dei due nu-
meri). In generale, mentre I'uguaglianza € una relazidme muo sussistere tra i valori di
variabili o espressioni (e che, quindi, non ha alcun effsttbloro valore), I'assegnamento
e un’operazione che modifica il valore di una variabitechiaro, infatti, che le occorrenze
della variabile S a destra e a sinistra delllassegnameraigawo ruoli diversi e assumono
valori differenti durante I'esecuzione dell’algoritmon particolare, I'occorrenza della vari-
abile S a destra delllassegnamento si riferisce al valoeelahvariabile S assume prima
dell’'assegnamento, mentre quella a sinistra si riferidoealdre che la variabile S assume
dopo dellassegnamento. Al fine di poter rappresentarédreifiti valori che la stessa variabile
dell'algoritmo puo assume durante I'esecuzione e, guimecessario rappresentare la stessa
variabile con piu variabili matematiche. Le variabili raatatiche associate alla stessa vari-
abile dell’algoritmo intendono rappresentare i possiliditi (valori) che essa puo assumere
durante I'esecuzione. Tornando all’esempio dell’algoatALG-1(X,Y), assoceremo alla
variabile S tre variabili matematiche, che chiameresno; e s,, che rappresentano il val-
ore che S assume inizialmente, dopo il primo assegnamerdpeildsecondo assegnamento,
rispettivamente. Poiché né X né Y compaiono a sinistrardassegnamento, e sufficiente
rappresentarle ciascuna di esse con una singola variabtienmatica £ e y). Possiamo ora
tradurre I'algoritmo A.G-1(X,Y) con le seguenti relazioni matematiche:

S51 =X
So =581 +Y

Poiché il valore diritorno dell’algoritmo & proprio il i@re di S dopo il secondo assegnamento,
il valore finale dell’algoritmo € quindi rappresentatoldalariabile matematica,. Sfruttando

le proprieta della relazione di uguaglianza (in partioe)d fatto che se sussistono le relazioni
a =bec=a+ dallora sussiste anche la relaziane b + d), otteniamo che, a partire dalle
relazioni che descrivono l'algoritmo segue anche la rele&s, = = + y. In altre parole, il
valore ritornato dall’algoritmo e proprio la somma deioffforniti in input. Cio dimostra la
verita della proprieta di correttezza sopra individuata
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Consideriamo ora il seguente algoritmo.

Algorithm ALG-2(X)
if (X < 0)then

2 S=-X
3 else

4 S=X
5 return S

A

Precondizione: X numero reale.
Correttezza o
Postcondizione: Sez = ALG-2(X), alloraz =| X |.

Seguendo le considerazione sopra riportate, rappresemeson la variabile la variabile X

e con le variabilisy e s; la variabile S. In base alla semantica del costriitto then ... else ...
'assegnamento S = -X viene eseguito quando il valore di ¥gativo, mentre 'assegnamento
S = X viene eseguito quando il valore di X & positivo 0o nullamsBiamo, quindi, tradurre
I'algoritmo con le seguenti relazioni (dove ¢ il simbolo che denota I'implicazione logica):

(x <0) — (s = —x)
(r>0) = (s1 =)

Dalle relazioni sopra riportate segue immediatamentegaesge:

g =d 7 ser <0
L= r sex >0

Per la definizione di valore assoluto, questo implica- | z |. Essenda; la rappresentazione
del valore diS al termine dell’algoritmo, segue che il valore ritornatd'déyoritmo e proprio
il valore assoluto del datd in input.

3 Correttezza di algoritmi ricorsivi

Una delle tecniche piu utilizzate per dimostrare la coemta di un algoritmo ricorsivo e
guella di sviluppare, sfruttando la struttura induttivé’deyoritmo, una dimostrazione per in-
duzione. Tipicamente, la dimostrazione procede per imhgzsulla dimensione dell’istanza
di input ricevuta dall’algoritmo. In altre parole, si vualémostrare, per ogni valore> 0
della dimensione dell'input, che per un’istanza di inputigaria di dimensione che soddisfi
la precondizione, I'algoritmo, se termina (correttezzezjade), restituisce il risultato desider-
ato (postcondizoine). Per completare la dimostrazioneotiettezza (correttezza totale) e
poi sufficiente dimostrare che 'algoritmo termina per oggténza in input che soddisfa la
precondizione.

Consideriamo, a titolo di esempio, il seguente algoritmo:
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Algorithm BINSEARCH(A[],K,P,R)
L WP <Rinen

+
o= |5

N

3 if K < A[Q]then
4 return BinSearch(A[],K,P,Q)
5 else
6 return BinSearch(A[],K,Q+1,R)
7 else
8 if P = Rand A[P] = K then
9 return P
10 else
11 return -1
Precondizione: L'array A € ordinato. Quindi, posta. = length(A),
'assunzione € esprimibile come segtié:< = < n. A[z]< A[x+1].
Correttezza

Postcondizione: Sek e un elemento presente nell'array A€A) e
z = BINSEARCH(A,K,1,N) , allorak =A[z].

Iniziamo con I'individuare le variabili matematiche chdiazeremo per rappresentare le vari-
abili dell'algoritmo. Poiché ogni variabile dell’algdmo viene assegnata al massimo una
volta durante I'esecuzione della stessa chiamata ricyrsara sufficiente utilizzare una sin-
gola variabile matematica per ciascuna variabile delbgtgho. La variabilea (che, con un
abuso di notazione, nel seguito verra intesa per senmgphlciblte come insieme a volte come
sequenza) sara utilizzata per rappresentare I'array cd?@enzione, indicheremo cefp..r]
insieme di elementi della sequenzan essa contenuti tra la posiziope la posizione-. Le
variabilip, r, k e ¢ verranno, invece, utilizzate di seguito per rappresenéavariabili P, R, K

e Q, rispettivamente.

Al fine di dimostrare la proprieta di correttezza sopra rigta, dimostreremo la seguente
proprieta piu generale:

Precondizione: P e R sono interi tali che < P,R < length(A) e l'array
A é ordinato. L'assunzione € esprimibile come seguB: < = <

Correttezza R.Alz]< Alz +1].

Postcondizione: Sek € un elemento presente in A[P..R] €A[P..R]) e
z = BINSEARCH(A,K,P,R) , allorak =A[ z].

Nel caso specifico, dimostreremo che, pastor — p + 1 (cioe la dimensione della porzione
dell'array compresa traer):

Vi>0,%ek € alp..r] ez = BINSEARCH(a, k, p, ), allora k = alz].

La dimostrazione procede come segue:
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e Casobase 1 peri = 0. In questo casp < r. La condizione dellf...then...elsee quindi
falsa e I'algoritmo procede ad eseguita il ragise(riga7). Poichép # r, la condizione
arigas e falsa e viene, quindi, eseguita la riga Il valore ritornato e quindi-1. Poiché,
pero, se = 0 la partizione & vuota, la proprieta di correttezza € bapate verificata in
quantok ¢ a.

e Casobase?2 peri = 1. In questo casp = r. La condizione delif...then...elseg, ancora
unavolta, falsa e I'algoritmo procede ad eseguita il ratse(riga7). Questa volta, pero,
p = r e abbiamo due casi possibili.

— Sek € a allora deve essere vera la condiziatjg] = k. In tal caso I'algoritmo
restituisce proprio il valore.

— Sek ¢ a allora deve essere vera la condiziargl # k e il valore restituito &-1.
In entrambi i casi, la proprieta di correttezza vale.

e Caso induttivo peri > 1. Assumiamo, peipotesi induttiva, che una qualsiasi chiamata
all’algoritmo BINSEARCH(a, k, p, r), conr — p+ 1 < 4, soddisfi la postcondizione, cioé
che, sek € a[p..r| e z & il valore restituito, allora[z] = k.

Consideriamo ora una qualsiasi chiamata all’algoritmo garametrip e r tali cher —
p+ 1 =1i. Poiché& > 1, p < r e la condizione a riga e sicuramente vera. L'algoritmo
procede, quindi, ad eseguire la riga L'assegnamento a riga viene tradotto nella
relazioneg = L%j. E immediato verificare che < ¢ < r. Infatti:

— poichép < r, allora, sommandpad entrambi i membri, otteniamo che-p < p+r.
Da quest'ultima e dividendo entrambi i membri perotteniamo che=?2 < -,
che e equivalente a < ”2i Poichép ed r sono due valori interi, € immediato
concludere che < | 2" ]| =g;

— analogamente, poiché< r, allora, sommande ad entrambi i membri, otteniamo
chep +r < r + r. Da quest’ultima e dividendo entrambi i membri Reptteniamo
cheZ™ < i che & equivalente & < r. Poiche|Z"| < I, per transitivita
otteniamo che = [27-] < r.

A questo punto, abbiamo due casi, in relazione alla veniteeno della condizione a riga
3.

— Se la condizione & vera, alloka< a[q]. In tal caso, se fosse vero ches alp..r],
allora necessariamente sarebbe vero ehe a[p..q]. Lalgoritmo procede chia-
mando ricorsivamente se stesso sulla sottosequenza gdécioe eseguira, alla riga

4, la chiamata BNSEARCH(A,K,P,Q)). La dimensione della sottosequenza passata

a questa chiamata e strettamente minore tifatti, essende < ¢ < r, € immedi-
ato verificare ch® < ¢ —p+ 1 < r — p + 1. Per ipotesi induttiva, sappiamo che
sek € alp..q], allora la chiamata BISEARCH(A,K,P,Q) restituira un valore tale
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chea[z] = k. Poiché la chiamata originariaiBSEARCH(A,K,P,R) restituisce lo
stesso valore risultante dalla chiamata BEARCH(A,K,P,Q), avremo quindi che
il valore z restituito sara tale chez] = k, come richiesto.

— Se la condizione e falsa, alloka> alg]. In tal caso, se fosse vero ches alp..r],

allora necessariamente sarebbe veroickea[q + 1..r]. L'algoritmo procede chia-
mando ricorsivamente se stesso sulla sottosequenzat-daa r (cioé eseguira la
chiamata BNSEARCH(A,K,Q+1,R) ariga). Anche in questo caso, la dimensione
della sottosequenza passata a questa chiamata e strattamaore dii. Infatti,
essend® < ¢ < r, & immediato verificare che<r — (¢+ 1)+ 1 <r—p+ 1.
Per ipotesi induttiva, sappiamo che kec a[g + 1..r], allora la chiamata Bi-
SEARCH(A,K,Q+1,R) restituira un valore tale chea[z] = k. Poiché, anche in
guesto caso, la chiamata originari?NBEARCH(A, K, P,R) restituisce lo stesso val-
ore risultante dalla chiamata®SEARCH(A,K,Q+1,R), avremo quindi che il val-
ore z restituito sara tale chgz] = k, come richiesto.

In conclusione, ogni volta che I'algoritmo viene chiamatowna partizione di dimensione
i > 0 che contiene al sui interno il valore esso restituira un valoretale chea[z] = k.
Questo completa la dimostrazione della proprietéodiettezza parziale.

Esercizi

[3.1] Siconsideri il seguente algoritmo ricorsivo:

Algorithm ARB-SEARCH(T,K)

1

oONO UL WN

9

if (T # Nil) then
if (T—Key < K) then
R = ARB-SEARCH(T—sX,K)
else if(T—Key > K) then
R = ARB-SEARCH(T—DX,K)
else
R=T
return R
else
R = Nil

10 return R

Siformalizzi la seguente proprieta di correttezza: sgppd un ABR, se K e una chiave
presente in T, l'algoritmo restituisce il puntatore ad udemdi T che ha come chiave K.
Si dimostri, successivamente, la correttezza dell’atgwiper induzione sull'altezza di

T.

[3.2] Si consideri il seguente algoritmo ricorsivo:

Algorithm ExpP-RIC(A,M)
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[3.3]

[3.4]

if (M > 0)then
if Pari(M)then
B=AxA
R = ExP-RIc(B,M/2)

1

2

3

4

5 else
6 R = A% EXP-RIC(A,M-1)
7 else

8 R=1

9 return R

Si dimostri, per induzione sulla dimensione di M, che, se héntero non negativo (e
A € in valore reale qualsiasi), I'algoritmo restituisce ato ad esponente M.

Si consideri il seguente algoritmo ricorsivo:

Algorithm ComB(N,K)
if (K =1)then
return N
else if(N = K) then
return 1
else
return ComB(N-1,K-1) + ComB(N-1,K)

A

OO wWN

Assumendo N e K interi non negativi con X N, si dimostri, per induzione sulla di-
mensione di N, che I'algoritmo restituisce il coefficieniedmiale(ﬂ). (Si ricorda che

(k) = wrovmn)-

Si consideri il seguente algoritmo ricorsivo:

Algorithm PoLy (A[],D,X)
1 return PoLy-RIc(A[],D,X,0)

Algorithm PoLy-RIc(A[],D,X,R)
1 if D>0then

2 return PoLy-RIC(A[],D-1,X,A[D]+ X * R)
3 else
4 return R

Assumendo che D sia un valore intero non negativo e chey#fhcontenga i valori,
ai, ..., ap nelle posizioni A[0], A[1],..., A[D], si dimostri che PLY(A[],D,X) cal-
D

cola e restituisce il valorg a; - «'. Atal fine, si suggerisce di formulare un’opportuna

=0
proprieta di correttezza per I'algoritmaoRy-RIC(A[],D,X,R), da dimostrare per in-
duzione su D, e di utilizzare la correttezza di quest'ultipgr stabilire la correttezza
dell’algoritmo principale.
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4 Correttezza di algoritmi iterativi e invarianti di ciclo

Nei paragrafi precedenti abbiamo visto come sia possilfidteare la dimostrazione di cor-
rettezza di semplici algoritmi, ricorsivi e non, tramiteautradurre delle operazioni e dei
costrutti di controllo (sequenze, condizionali e ricor&d in relazioni matematiche. Ve-
diamo ora come procedere nel caso in cui l'algoritmo cordecgstrutti iterativi. Come
visto sopra, la traduzione in relazioni matematiche di apeni (e dei costrutti di controllo)
consiste nell'esprimere I'effetto delle operazioni treanbpportune relazioni tra le variabili
dell'algoritmo prima e dopo l'operazione. Nel caso dellagenza di costrutti iterativi il prob-
lema si complica, poiché le operazioni presenti nel corglocdstrutto vengono eseguite un
numerovariabile di volte (e che spesso dipendente dall’input). Si noti chsdtuzione di un
costrutto iterativo e equivalente alla ripetizione inseoga delle operazioni presenti nel suo
corpo. Possiamo, quindi, tradurre ciascuna variabilegasda all'interno del corpo in un in-
sieme di variabili matematiche, ciascuna associata adamagare esecuzione dell’assegna-
mento della variabile. Cie e dovuto al fatto che un assexgmao all’'interno di un costrutto iter-
ativo € eseguito ad ogniiterazione ed e quindi necesaasiociare alla variabile dell’algoritmo
in esso assegnata una diversa variabile matematica pesogmrisecuzione. Chiaramente, il
numero di variabili matematiche necessarie per ogni vieiabpotenzialmente infinito (il
costrutto iterativo potrebbe, infatti, non terminare). nGidleriamo, ad esempio, il seguente
algoritmo iterativo:

Algorithm ARRAYSUM(A[],N)
1 S=0

2 1=1

3 while (I < N)do
4 S=S+A[l]
5 I=1+1

6 return S

E facile osservare che, se il valore del parametro N & noargrp alla lunghezza dell'array
A[], l'algoritmo calcola la somma di tutti i valori contentta la posiziond e la posizione N
all'interno dell'array A[] fornito in ingresso, restitudo, alla terminazione dell’algoritmo, il
valore di tale somma nella variabile S. Tale proprieta dietbezza pud essere espressa come
segue:

Precondizione: N numero intero con < N < length(A).

N
Postcondizione: Sez = ARRAYSUM(A[],N), allora z = » " A[j].

Jj=1

Correttezza

Seguendo le considerazioni fatte all’'inizio di questaezj assoceremo alla variabile S e alla
variabile | le variabili matematichey, s, so, ... € le variabiliig, i1, i, . . ., rispettivamente.
Utilizzeremo una variabile matematichper rappresentare I'array (€ sufficiente una singola
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variabile poiché I'array non viene mai modificato). Come gk esempi precedenti, la vari-
abile indicizzata cor (ad esempios;) corrisponde al valore della variabile dell’algoritmo
prima di ogni assegnamento e, in generale, la variabilecirwhta conk (ad esempios;)
corrisponde al valore della variabile dell’algoritmo imdetamente dopo t—esimo assegna-
mento. In particolarey; (i1, rispettivamente) corrisponde al valore della variabilg, 8spet-
tivamente) immediatamente prima dell'inizio della prinseeuzione del ciclavhile. Piu in
generale, pek > 1, s, (i, rispettivamente) corrisponde al valore della variabilg, Sispetti-
vamente) immediatamente prima dell'inizio dettaesima esecuzione del cicMhile. Si noti,
inoltre, che il numero di variabili matematiche associatéagcuna variabile dell’algoritmo e
potenzialmente infinito.

Come gia osservato, sebbene I'esecuzione di un costtatttivo sia equivalente alla ripe-
tizione in sequenza delle operazioni presenti nel suo ¢ampa € in genere possibile (né
ragionevole) eliminare il costrutto iterativo, traduceladin una sequenza di istruzioni e pro-
cedere alla dimostrazione come nel caso di assenza di ttbdganativi. La lunghezza della
sequenza corrispondente non e, infatti, predicibile megale e potrebbe addirittura essere in-
finita. Al fine di dimostrare la proprieta di correttezza sopportata, procederemo riducendo
la proprieta in proprieta piu semplici, la cui dimosi@ee e piu agevole. Tali proprieta piu
semplici sono riconducibili a proprieta del ciclo contemuell’algoritmo. Lidea di base e
guella di individuare una o piu proprieta che vengono @neste ad ogni iterazione del ciclo
iterativo. Ad esempio, il ciclavhile dell’algoritmo ARRAYSUM ad ogni nuova iterazione
aggiunge al valore corrente della variabile S il valore eanto in una specifica locazione
dell'array A[]. Analogamente, ad ogni iterazione, la vaila I, viene incrementata di una
unita. In altre parole, | conta le iterazioni eseguite delog indicando all’inizio di ogni it-
erazione il numero dell'iterazione successiva da eseguaevariabile S, invece, contiene la
somma di tutti i valori contenuti nelle locazioni dell’ayraomprese tra la locazionee la
locazione corrispondente al valoreidi- 1. Possiamo, quindi, esprimere questa proprieta nel
modo seguente: all'inizio dell’iteraziorie-esima del ciclo:

sk= Alj] e ir=k (1)

In generale, una proprieta che viene preservata ad ogazite di un ciclo prende il nome
invariante di ciclo. Come vedremo, gli invarianti di ciclo, se correttamenghviduati, sono
di grande utilita al fine di dimostrare la proprieta di @itezza di un algoritmo iterativo. Sup-
poniamo, ad esempio, che la proprieta (1) sia effettivaeen invariante del ciclavhile
dell'algoritmo ARRAYSUM(A[],N). Supponiamo, inoltre, che il ciclo termini immedsa
mente prima dell& ,,-esima iterazionek{;, indica, cioe, il numero dell'iterazione del ciclo
prima della quale la condizione dehile e falsa) . Sarebbe di conseguenza verificato che:
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kpin—1
Skfin = Z Alj] e Zbkfm = Eyin
=1

Poiché i valori delle variabili, (per ognik > 1) sono valori interi non negativi, affinché
ks Sia il valore d’indice per cui il ciclo termina, & necessarhe all'inizio dell'iterazione di
indice ky;, la condizione deihile sia falsa. In altre parole, valg,,, > n. Per l'invariante,
avremmo chéy,, = kg, €, quindi,ky;,, > n sarebbe vero. Ora, essendo stato eseguito con
successo il ciclo di indicgy;,, — 1, la stessa condizione doveva essere falsa all’ inizio digue
iterazione, cio&y;, — 1 < n. Poiché perd;, € un valore intero, le relaziotis;, > n e

ksn — 1 < n implicano necessariamente che valgang = n + 1 e ky;,, — 1 = n. Sotto

Epin—1
queste condizioni, la prima parte dell'invariantg ( = Z Alj]) diventa equivalente a
j=1

Skpm = ZA[j]. Poichésy,,, € proprio il valore ritornato dall’algoritmo, la propréedi
j=1

correttezza e, dunque, verificata. Cio mostra che, seiao a dimostrare che la proprieta
(1) e effettivamente un invariante del ciclo, allora (sgdbritmo termina) il valore restituito &
proprio quello corretto.

Resta ora, quindi, solo da dimostrare la verita dell'ireatie ipotizzato. Di seguito € riportato
I'algoritmo dell’esempio, in cui & stato inserito I'invante (1) nel punto in cui si suppone sia
sempre verificatok(indica I'iterazione corrente del ciclo).

Algorithm ARRAYSUM(A[],N)

1 S=0

2 1=1 o

3 while (I < N)do INV: {sy = > A[j] eir =k}

=1

4 S=S+A[l]
5 I=1+1
6 return S

Dimostriamo ora che la proprieta (1) e effettivamentenvariante del ciclo, che, cioe, viene
preservato ad ogni iterazione. Poiché il numero di cicigesti € un numero intero non neg-
ativo, e possibile dimostrare per induzione sul numeradi eseguiti che I'invariante e ver-

ificato. In altre parole, dimostrare che € un invariante idiocsignifica dimostrare che la
seguente proprieta e verificata:

k—1
VE> 1,5, =Y Alj]eiy =k

J=1
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La dimostrazione e per induzione Bifconk > 1).

e Caso base Il caso base individuato € pér= 1. Questo caso corrisponde al caso in cui
la prima esecuzione del ciclo deve ancora avvenire. Dgbaimo risulta evidente che
sy = 0 ed; = 1. La proprieta (1) pek = 1, che corrisponde & = 23:1 Ayl =0e
11 = 1, e quindi verificata.

e Casoinduttivo Assumiamo, per ipotesi induttiva, che la proprieta gclgaqulma dell'ini-
zio dell’esecuzione del ciclé-esimo. Dunque, che valga = E | eip = k.
L'esecuzione della-esima iterazione comporta I'esecuzione, neII ordmdiedetruzmm
S =S + A[l] el = 1+1. Queste istruzioni, espresse in terminiedazioni matematiche,
corrispondono &1 = si + Alix] € ixy1 = ix + 1, rispettivamente. Sostituendo le
espressioni equivalenti per e i, derivanti dall'ipotesi induttiva, otteniamo:

Skt+1 = ZA +A e ’ik+1:]€—|—1

Masii = S "1 Alj] + A[k] = Y5, A[j]. Segue che, prima dell'inizio dék + 1)—
esimo ciclo, Ia seguente proprieta sara verificata:

k
Sk+1 = ZA[j] € g1 =k+1

Questo assicura che la proprieta (1) € preservata ad tegazione e che, quindi, essa & un
invariante del ciclawvhile.

La dimostrazione appena svolta, insieme a quella fatteedestemente sotto I'ipotesi di ter-
minazione dell'algoritmo all&;,-esima iterazione, garantisce che se I'algoritmo, chiamat
con un valore di N minore o uguale alla dimensione dell'ak@ly termina, allora la postcon-
dizione richiesta e certamente soddisfatta.

Esercizi

[4.1] Sidefinisca la proprieta di correttezza del seguatgeritmo e la si dimostri utilizzando
I'invariante di ciclo riportato:

Algorithm ALG-3(M)
1 P=1

2 1=1
k—1

3 while(I <2+M)do INV: {pr=[[(2-5 -1 ei=2k—1}

j=1
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[4.2]

[4.3]

[4.4]

4 P="Pxl
5 I=1+2
6 return P

Si definisca la proprieta di correttezza del seguatgeritmo e la si dimostri utilizzando
l'invariante di ciclo riportato:

Algorithm BINSEARCH-ITER(X,A[],N)
=1
J=N
while (I <J)do INV: {j, —ix =n —kesex € A, allora(Afix] <z < A[jk])}
P=[(1+J)/2
if (X > A[P]) then
I=P+1
else
J=P
if X=A][l] then
10 return |
11 else
12 return NOT_FOUND

O~NO O WN P

©

Si consideri il seguente algoritmo che calcola il val@orrispondente al primo argo-
mento A elevato all’esponente dato dal secondo argomentioaNprecondizione e che
M sia un valore intero non negativo e che A sia un valore resilee dimostri la corret-
tezza, utilizzando I'invariante di ciclo riportato.

Algorithm Exp(A,M)
B=A
E=M
R=1
while (E> 0)do INV: {ry - by* = a™}
if (E e disparithen
R=R*B
E=E-1
else
9 B=B*B
10 E=E/2
11 return R

O~NO U WNPRP

Si assuma che D sia un valore intero non negativo e ey A[] contenga i valoriy,
ai, ..., ap nelle posizioni A[0], A[1],..., A[D] (con D < length(A)). Si definisca la
proprieta di correttezza del seguente algoritmo e la sodtmutilizzando l'invariante di
ciclo riportato:

Algorithm PoLy-ITER(A[],D,X)
1 T=0

2 1=D
d

3 while(1>0)do INV: {ix =d—k+1eTp= Y a.z @ )y
z=d—k+2
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4 T=Al]+(X xT)
5 I=1-1
6 return T

5 Terminazione

Nelle sezioni precedenti ci siamo concentrati sulla dimazstne della correttezza parziale
di algoritmi iterativi e ricorsivi. Al fine di garantire la cettezza totale € perd necessario
dimostrare la terminazione dell’algoritmo per ogni istalz ingresso che soddisfi la precon-
dizione. Iniziamo ricordando alcune proprieta che savaurtiii allo scopo.

Proposizione 1. Ogni sequenza strettamente crescente di intet a; < ...a, < ... NON
possiede estremo superiore. Analogamente, ogni sequigaitareente decrescente di interi
a; > as > ...a, > ...NonN possiede estremo inferiore.

Si noti che un’immediata conseguenza della proposizioeeche, se la sequenza e stretta-
mente crescente, per qualsiasi valore int&resiste certamente un indicdale chea, > K.

Proposizione 2: Ogni sequenza di intetiy, as, . . ., a,, ... perla qualey,; — ap > € (con
e > 0) non possiede estremo superiore. Analogamente, Ognisegdeinteria,, as, . . ., ay,, . . .
per la qualei, .1 — a, < e (cone < 0) non possiede estremo inferiore.

Vediamo ora un’applicazione di queste propreita nellacditrazione di terminazione del sem-
plice algoritmo iterativo RRAYSUM della sezione precedente. Lalgoritmo termina sola-
mente se termina il ciclavhile in esso contenuto e quest’ultimo termina quando la sua con-
dizionel < N risulta falsa, cioeé non appena si verifica> N. In termini di relazioni tra le
variabili matematiche che abbiamo utilizzato per desceN@secuzione dell’algoritmo, cio

si verifica se esiste un intefo(che rappresenta il numero della prossima iterazione del)ci
tale per cuii; > n. Dalla precondizione dell’algoritmo sappiamo ch& un numero intero
compreso trd elength(A) e chei; = 1. Linvariante che abbiamo dimostrato nella sezione
precedente, garantisce che all’inizio di ogni iteraziéresima, varrd, = k. Abbiamo, in-
oltre, dimostrato che.,.; = i, + 1. Da questo possiamo concludere che le esecuzioni ciclo
while generano, implicitamente, la sequenza di valori inteti, . . . , i, . . . tale che:

O<ihi<ig <. ... < < ...

Questa e, appunto, una sequenza di interi strettamersteerrie e, per la proposizione 1 non
ammette estremo superiore. Segue che esistera un Vatafte chei; > n. Cioé esistera
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un’iterazione del ciclo (in particolare proprio ka-esima) all'inizio della quale la condizione
delwhile sara falsa e obblighera il ciclo (e in questo caso anchgdiamo) a terminare.

Se consideriamb il primo valore per cui; > n, questo significachg_, < n. Inaltre parole,
iy, <n<i; =1; ,+ 1. Poichén & in valore intero, necessariamente deve essefe; ,,

quindi¢; = n + 1. Dallinvariante, otteniamo quindo che = n + 1. Quindi, I'algoritmo
termina prima delldn + 1)—esima iterazione, quindi dopo aver eseguitterazione del ciclo.

Consideriamo ora l'algoritmo dell’'esecizio [4.2]. La canidne di terminazione dell’algoritmo
corrisponde alla condizione di terminazione del cictule in esso contenuto ¢ J). Il valore
delle variabili 1 e J prima della prima iterazione sono ragg@entatida; = 1ej; = n. E
possibile dimostrare per induzione sulle iterazibni 1 del ciclo che ad ogni iterazione la
differenzaj, — i, € sempre un valore intero e strettamente decresce ad egazidne. In altre
parole, dettal,, = j, — i, (per ognik > 1), possiamo dimostrare che la sequenza:

dy,d, ... .d,...

€ una sequenza di interi strettamente decrescente.k Perl € immediato verificare che
d, = j; — i, = n € un valore intero. Supponiamo ora chesia un valore intero e che venga
eseguita la—esima iterazione del ciclo. Cie avviene se e verificatzoladizione deivhile,
cioe sei;, < ji. Il primo assegnamento determipg,; = L%j. Dai, < j,, sommando
1, ad entrambi i membri, possiamo dedurre ¢her i, < ix + ji. Dividendo entrambi i
membri per 2 otteniamo chg < % Poichéi, & un valore intero per ipotesi induttiva, per
la definizione di base di un numero, avremo che:

i < Vk —gij

In maniera simile, partendo da < j, € sommandg, ad entrambi i membri e dividendo il
risultato per 2, possiamo dedurre chelt < jj. Poiche|“Fd: | < 2k per definizione di
base di un numero, otteniamo che:

ik + Jk ‘

5 <

2

Possiamo, quindi, concludere che:
ik < Prr1 < Jk

Si possono ora verificare due casi, a seconda del valoreateitlizione dellif:

e nel primo casof > Alpx+1]). In questo caso, viene eseguito 'assegnamento | = P + 1,
che determina,,; = py.1 + 1, mentre il valore di J rimane invariato, Cigg,; = ji.
Quindi,dy+1 = Jr+1 — tkr1 = Jrr1 — (Pke1 + 1) = Jea1 — Prs1 + 1. diyq € chiaramente



5 Terminazione 18

un valore intero. Poich,,; = j, avremo anche ché.,; = j, — pr1 + 1. Sappiamo,
inoltre, chei, < piy1, quindii, < prpo1 + 1. Da cido segue immediatamente che:

A1 = Jk — Prpr + 1 < Ji — i = dy,

e nel secondo casa: (< Alpri1])- In questo caso, viene eseguito I'assegnamento J = P,
che determing,.; = pi+1, mentre il valore di | rimane invariato, ciog,; = i. In
modo simile al caso precedente, avremo @he = jri1 — iky1 = Prr1 — Gky1 € UN
valore intero. Poiché&,,; = iy, avremo anche ché..; = p..1 — ix. ESsendo, pero,
pre1 < Jk, POSSiamo concludere che

Aks1 = Prt1 — U < Ji — Uy = dy,

In entrambi i casi, possiamo concludere @dpe; € unintero strettamente minoredii Quindi,
la sequenzd,,ds, ...,d.,... € un sequenza strettamente decrescente di valore intaria P
proposizione 2, questa sequenza non ha limite inferioristéta quindi un valoré tale che
d;, < 0. Cio, tale chel;, = j; — i;, < 0, che implicaj;, > i;. Sek & il primo valore tale che
d; < 0, segue che il ciclo terminera proprio immediatamente aritell'iterazionek—esima.
Concludiamo, quindi, che I'algoritmo termina sicuramepee ogni valore diV.

Consideriamo ora il problema della terminazione di algoiriticorsivo. Per la natura stessa
della ricorsione, e necessario dimostrare che ogni chealBalgoritmo deve generare solo
sequenze di chiamate ricorsive annidate che raggiungamdeircasi basi della ricorsione. A
tal fine, € spesso sufficiente dimostrare che la dimensieliengut passato a tutte chiamate da
effettuate da una qualsiasi chiamata all’algoritmo sietitmente inferiore di quello ricevuto
dalla chiamata. Sotto I'ipotesi di poter esprimere la digiene dell'input tramite un valore
intero, dimostrando questa proprieta per induzione fudiethensione garantisce che tutte le
sequenze di chiamate annidate generate da una qualcheathialtalgoritmo determinano
una sequenza di valori interi (le rispettive dimensionildiegut ricevuti) che € una sequenza
di interi strettamente decrescente. Le proposizioni 1 gp2asoportate possono quindi essere
applicate per concludere che 'algoritmo termina.

Consideriamo I'algoritmo BISEARCH della sezione 3. Nella sezione 3 e stata presentata
una dimostrazione della correttezza parziale per indezgla dimensione della porzione
dell'array contenuta tra il valore P e il valore R. In altrergle, la quantita intera su cui
viene fatta induzione €= r — p + 1. La dimostrazione stessa evidenzia che ogni chiamata
all'algoritmo, per un qualche valore di > 0 o termina immediatamente (per i casi base
i = 0,1) o genera una chiamata ricorsiva con parametri iniegig, 0 una chiamata con
parametri interiy + 1 e r. In entrambi i casi, abbiamo gia osservato che le dimensielie
sequenze individuate da questi valori interi sono stregtatgr minori di: ma sempre> 0

(si veda la dimostrazione in sezione 3). La proposizione rargesce che la sequenza di
dimensioni passate alle chiamate annidate non ha limigziore, quindi dopo un numero
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finito di chiamate annidate, I'input risultera essere ugual o a 0, quindi garantendo la
terminazione.

Esercizi

[5.1] Si dimostri la terminazione degli algoritmi ricorsitportati agli esercizi [3.1], [3.2],
[3.3] e [3.4]. Per laterminazione dell’esercizio [3.1]¢ensideri per dimensione dell'input
I'altezza dell’albero in ingresso. Si noti, inoltre, checlandizione T = NL, corrispon-
dente ad uno dei casi base, si verifica quando l'altezzaadledio T € O.

[5.2] Si dimostri la terminazione degli algoritmi iteratikportati agli esercizi [4.1], [4.3] e
[4.4].

6 Dimostrazione di correttezza dell’algoritmo di Insertion Sort

In questa sezione finale, proveremo ad applicare le tecrilicisérate con semplici esempi
nelle sezioni precedenti alla dimostrazione di corretigded|'algoritmo di ordinamento Inser-
tion Sort. Di seguito € riportata la versione dell’algord che analizzeremo:

Algorithm INSERTIONSORT(A)
1 forj:=2tolength(A)doINV1: {j; =k + 1 e A*[1..k — 1] & permutazione ordinata di*[1..k]}

2 key := A[j]

3 i=j-1

4 while (i > 0 and A[i] > key)do INV2: {i . = jr — ze A" [j, — 2 4+ 1.jx] > keyy. € }
{A®D G — 242,55 = A®D [ — 2+ 1.5, — 1] e}
{ AT G — 241 = ABD[1 g, — 2 4+1] }

5 Ali+1] := Ali]

6 i=i-1

7 Ali+1] ;= key

dove A*[] si riferisce alla configurazione dell'array A[] immediatante prima dell&-esima
esecuzione del cicléor (A'[] si riferisce alla configurazione iniziale dell’array, pandella
prima esecuzione del ciclior). Analogamentej, denota il valore della variabile prima
dellak-esima esecuzione del cictor. A%*2)[] si riferisce alla configurazione dell’array du-
rante lak-esima esecuzione del cicfor e prima dellaz-esima esecuzione del ciclehile,
mentrei;, . denota il valore della variabiledurante la—esima iterazione débr e prima della
z-esima esecuzione del cickehile. Per comodita, la notazionélp..r] > k verra usata come
abbreviazione per la proprieté < x < r. A[z] > k. Assumendo chel/™[] denoti la con-
figurazione dell'array al termine dell’algoritmo, possiaesprimerla proprieta di correttezza
come segue:
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Precondizione: L'array A contiene valori numerici (interi o reali).

Correttezza Postcondizione: Sen = length(A) e A/ & la configurazione dell'array
al termine dell’algoritmo, allor&1 < z < n. A/ [z] < Afn[x 4 1].

Come si puo notare, l'algoritmo contiene due cicli annidaio nell’altro. Al fine di pro-
cedere alla dimostrazione di correttezza, dovremmo um@dppa proprieta individuare per
ciascun ciclo. L'idea di fondo dell'algoritmo € quella chd ogni iterazione del cicléor la
porzione ordinata dell’array viene estesa di una locaziargartire dalla locaziong fino al
termine dell’'array l(engt h( A) ). Inizialmente, tale porzione ordinata € quella che cordi
la sola locazioné. Questa proprieta e formalizzata dall'invariante IN\fiortato all'interno
dell'algoritmo.

Per quel che concerne il cicihile interno, il suo ruolo € quello di traslare in avanti di
una posizione tutte le locazioni della porzione ordinatiiadeay che contengono elementi
piu grandi del valor&key (originariamente contenuto nella locazione con la qualeusie
estendere la porzione ordinata nel nuovo ciol). L'invariante INV2 riportato nell’algoritmo
esprime formalmente tale proprieta.

Dimostreremo la correttezza dell’algoritmo, dimostrante gli invarianti di ciclo sono validi
e infine trarremo la conclusione da cio che essi implicalzotafminazione dei cicli.

La dimostrazione dellinvariante INV1 e, come prevedbiper induzione sul valore > 1
che indica la prossima esecuzione del ciclb.immediato verificare che INV1 e verificate
immediatamente prima della prima dell’esecuzione debcjchso base), in quanto = 1,

j1 = 2 = k + 1 e laporzione di array che va dalla locaziohalla locazionej; — 1 = 1
contiene un solo elemento ed e quindi ordinata.

Al fine di mostrare che I'invariante INV1 € mantenuto dusagni esecuzione del cicfor
(caso induttivo), € necessario esaminare il corpo debciBleve valere che, all'inizio della
k—esima esecuzione dfelr, A*[1..k] & una permutazione ordinata di[1..k]. Per mostrare
Ci0 sara necessario esaminare prima l'invariante INVindtreremo questo invariante per
induzione sul numere di esecuzioni del ciclavhile, fissando un arbitrario valore &i> 1.

Linvariante 2 € verificato ad ogni sua inizializzazione- 1 (caso base), per qualsidgsi> 1.
Infatti iy, = ji — 1 = jr — 2, keyp = A®V[5.] e AED[i; 1] > key, (condizione deivhile).
Quindi, ogni elemento il *V[j, — z + 1..5,] > key,. Poiché non & ancora stata eseguita
alcuna iterazione del cichvhile per il k£ dato, il terzo e quarto congiunto dell'invariante INV 2
sono banalmente verificato. Infatti, pee= 1, gliintervalli [j, —z+2..jx] € [jr — 2+ 1..jx — 1]
sono vuoti, mentre il quarto congiunto corrisponde proprid®V[1..5;] = A®D[1..5].

Ogni iterazione: > 1 delwhile mantiene questo invariante (caso induttivo). Infatti:

e se viene eseguito il corpo dédr, allora deve valerel®*)[i; .| > key,. Per ipotesi
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induttiva, iy, , = ji — z, ergoAE[ji, — 2] > key.

e 'assegnamentd[ i +1] : = Al i] sposta il valore dAin posizionei; . = ji — z (Che
si sa essere keyy) in posizioneiy, , + 1 = j, — z + 1, lasciando tutti gli altri elementi
inalterati. Quindi, valgono le seguenti:

Al G 2] = ARG, — 2]
AkAD[5 2 1] = ARA [, — £]
A — 24 2.5 = ABD [ — 2+ 2..54]

o daA®* V(1. j,—z] = A®2)[1..j,—2] e dallipotesi induttiva che garantise**)[1.. j, —
2] = ABY[1..j, — 2], otteniamo:
A(k’z+1)[1..jk — Z] = A(k’l)[ljk — Z] (2)

o daA®= 0[5 — 2+ 1] = ABA[j, — 2] e ARV, — 2 +2.5,.] = A&, — 2+ 2..5,],
e dall'ipotesi induttiva che garantise&®?)[j, — z + 2..5,] = A®V[ji — 2 + 1.5, — 1]
e A&, — 2] = A®D[j, — 2], otteniamo:

AT — 24+ 1gi] = AP D[ — 2.k — 1] 3

e inoltre, sempre per ipotesi induttivad(* >+ 1) [j, —2+2..5,] = A% [ji—2+2..5:] > keyy,
che, insieme al*=*V[j, — 2] = AF2[j, — 2] > key, (per la condizione delhile e
Ak 50 — 2 1] = AR2)[j, — 2] (per effetto dell’'assegnamento), otteniamo che:

A(k’z+1)[jk — ij] Z keyk (4)

e infine, dopo I'assegnamenito : = i -1, avremmochéy .1 =iy, — 1 =jp—2—1=
jk — (Z + 1).

E immediato quindi verificare che (2), (3) e (4) sono equivaeispettivamente, alle seguenti:

AF=DI G (2 1) + 1] = ARG, — (2 +1) + 1] ()
ARG — (2 41) +2) = AP — (24 1) + Ljp — 1] 6)
A(k’z+1)[jk — (Z + 1) -+ 1]k] > keyk (7)

Queste tre, insieme al fatto che,., = j. — (¢ + 1), garantiscono che linvariante e ancora
verificato immediatamente prima de(la+ 1)—esima iterazione del ciclohile.

Utilizzando le considerazioni della sezione 5, possiamackalere che il ciclovhile ter-
mina sicuramente per qualsidgsi> 1. Infatti, il valore iniziale dii , i, ; & posto aj, che &
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certamente un valore intero positivo. Ad ogni iterazionkaiigo, i viene decrementata di
una unita, generando una sequenza strettamente dedsedcanomeri interi. Quindi, se non
termina prima a causa della condiziofi | < key, il ciclo while termina poiché, per la
proposizione 1, esiste almeno un valorezgier cuii; ., < 0. Possiamo quindi concludere
che. al termine del cicld, sara certamente maggiore o uguale & @acile convincersi che il

primo valore diz per cui si verifica, ., < 0, € quello per cuij , = 0.

Siaz il valore di z per cui il ciclo termina. Avremo, quindi, chg : > 0. Ne segue che:

o ARE[j — 24+ 2. k] = APk — 2+ 1.5k — 1]

o ARG, — 2+ 1..5;] > keyn(= ABMji])

e i = 0 oppured”*[j. — 2] < key, (condizione d’'uscita dekhile)

o ARE[1. gy, — 2] = APY1.jy — 2]
Possiamo ora procedere a dimostrare il caso induttivo peraliante INV1 del ciclofor.
Assumendo l'invariante vero immediatamente prima delésima iterazione ddér, avremo

cheA*[1..j, — 1] = A®![1..5; — 1] € una permutazione ordinatadi[1..j, — 1]. La variabile
key, € uguale ad*[ji] e i ajip — 1.

Al termine del ciclowhile, viene eseguito I'assegnamempi +1] = key, che modifica
solo la locazioné,, ; + 1 = dell'array A**. Cié determina la configurazion&€*! dell'array
immediatamente prima dell'inizio dell'esecuziofiet 1)—esima del cicldor . Avremo quindi:

Ak+1 Ik —Z—|—2 ]kz)] = Ak[]k —2—}— ljk — 1]

W
2. A1, — 2 + 1] = key, (assegnamentd i +1] = key)
3. Ak-l—l[]k — 542 ]k] > keyk( Al[]k:])

5. jx—2 = 0 oppurej, — 2 > 0 e A*[j, — 2] < key, (condizione di terminazione dalhile)

Da 1. e dall'ipotesi induttiva abbiamo ch&*![j, — 2 + 2..5] & ordinata, da 4. e dall'ipotesi
induttiva abbiamo chel**1[1..5, — 2] & ordinata. Consideriamo i due casi previsti dalla 5.:

e sej, —z=0alloraj, —2+1=1ej, —2+2=2. Inquestocaso,la3. e equwalente
a A2 ] > key,, e la 2. aA*t1[1] = key,. E immediato verificare che*+1[1..j,] &
quindi una permutazione ordinataf[1..j;] e, per ipotesi induttiva, anche di'[1..j;]
come desiderato;
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e sej, — 2 > 0 alloraA*[j;, — 2] < keyy. Quindi, vale ched*[j, — 2] = Ak, — 2] <
key, < A¥ 1[5, — 2 + 2..57:]. Ancora una volta, possiamo concludere etfe![1..5,] €
quindi una permutazione ordinataf[1..;j,] e, per ipotesi induttiva, anche di' [1.. ;]
come desiderato;

Poichéj, = k + 1 ej viene incrementato prima dell'inizio della prossima iome, in
entrambi i casi otteniamo che all'inizio della + 1)—esima iterazione del ciclior, j,., =

(k+1)+1e A*1[1..k+1] & una permutazione ordinatafi[1..k+1], cioé proprio I'invariante
INV1.

Questo completa la dimostrazione dell'invariante INV1.

Si noti che il ciclofor termina sicuramente per quel valoréidi fin tale chejy;, = n+1. Per
la validita dell'invariante avremo, quindi, chfgn = n e che "A/™[1..n] & una permutazione
ordinataA![1..n]", che completa la dimostrazione di correttezza dell’atgoo.



