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Uber die Kerntheorie. -
Von Ettore Majorana, zwr Zeit in Leipzig.
Mit 8 Abbildungen. (BHingegangen am 8. Mirz 1933.)

Es wird eine Neubegriindung der Heisenbergschen Kerntheorie diskutiert,
die zu einer etwas abweichenden Haimiltonfunktion fithwt. Dementsprechend
wird eine statistische Behandlung der Kerne entwickelt.

Die Entdeckung des Neutrons, d.h. eines schweren und ladungslosen
Klementarteilchens, hat die Moglichkeit geboten, eine Kerntheorie auf-
zubauen, dis, ohne allerdings die grundsatzlichen mit dem p-Zerfall vex-
bundenen Schwierigkeiten aufzuldsen, wohl aber die Begriffe der Quanten-
mechanil in einem Bereich zu benutzen gestattet, der geschlossen schien.
Nach Heisenberg?) ist es moglich, fiir viele Zwecke die Kerne als aus
Protonen und Neutronen bestehend, d. h. aus Teilchen mit fast der gleichen

Masse, die den Drehimpuls 1 —-}k- haben und der Fermischen Statistik

2 9m

gehorchen, zu betrachten. Das Studium der Kerne ist also zuriickgefithrt
auf die Aufsuchung einer geeigneten Hamiltonfunktion, die fiir ein solches
System materieller Punkte giltig sei, und zwar in nichtrelativistischer
Néherung, da die Geschwindigkeiten der Teilchen vermutlich ziemlich
klein im Vergleich zur Lichtgesehwindigkeit sind (v ~ i%> Um eine
zweckmiiBige Wechselwirkung zwischen den Bausteinen der Kerne auf-
zustellen, hat sich Heisenberg von einer offenbaren Analogie leiten lassen.
Das Neutron wird als aus einem Proton und einem Elektron bestehend,
also wie ein nach einem den jetzigen Theorien unzuginglichen Prozef
konzentriertes Wasserstoffatom gedacht und zwar so, daB es seine stati-
stische Bligenschaften und seinen Drehimpuls verindere. Heisenberg
nimmt nun an, daB zwischen Protonen und Neutronen Austauschluréfte
wirken denjenigen dhnlich, die fiir die Molekularbindung von H und Ht
vor allem verantwortlich sind. Zu'einer solchen Wechselwirkung zwischen
Neutronen und Protonen, die- als. mafBgebend fir die Kernstabilitit be~
trachtet wird, fiigen sich die ConlombabstoBungskrifte zwischen Protonen,
Anziehungskr&fté vom van der Waals-Typus zwischen Neutronen und eine
Art von ,,elektrostatischer” Wechselwirkung zwischen Protonen und Neo-
tronen?).

1) 'W.Heisenberg, Z8. f. Phys. 77, 1, 1882; 78, 166, 1933.
2) V. Heisenberg, ebenda 80, 587, 1933. .
Zeitsehrift fix. Physik. Bd. 82. 10
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Man Lkann natiuwlich an der Giltigheit dieser Analogie zweifeln, denn
ginerseits gibt die Theorie keine Auskuntt itber die inmere Strukbur des
Neutrons, andererseits scheint die Wechselwirkung zwisechen Neutron wnd
Proton groB im Vergleich zum Massendefelit des Neutrons, wie er von
Chadwick bestimmt worden ist, zu sein. Ieh glaube also, es sei nicht
ohme Interesse zu zeigen, wie man zur Aufstellung einer der von Heisenberg
betrachteben sehr ahnlichen Hamiltonfunktion gelangen lkann, wenn man
nut die allgemeinsten und offenbarsten Kerneigenschatten am einfachsten
wiedergeben will. Wir werden dufiir ein statistisches Verfahren zu benutzen
haben, an dessen Zulissighkeit fir GroBenordnungsbestimmungen kanm zn
zweifeln ist. Ieh méchte noch darauf auimerksam machen, daB infolge
des von mir festgelegten Kriteriums fiw die Auswahl der Hamiltonfunktion
jetzt die Austauschlirifte das umgekehrte Vorzeichen wie in der Heisen-
bergschen Theorie haben, daher sind die Symumetriecharakters .der Iligen-
funktionen, die zum Normalzustand gehorven, und die ganze statistische
Behandlung verschieden von der in Heisenbergs Arbeit.

1. Die ziewlich zahlreichen Auskunftquellen, die wir fiber die Kern-
struktur besitzen, d.h. radioaktive Zerfille, Liwstliche Zerfille und An-
regungen, anomale Strenung von a-Teilehen, Massendefekfmessungen usw.,
scheinen einstimmig darauf hinzudeuten, daB den Kernen keine stark
unitdre, den Atomen dhnliche Qrganisation zuzuschreiben ist. Im Gegen-
teil sicht es so aus, als ob die Kerne aus ziemlich unabhingigen Konsti-
tnenten bestehen, dis nur bei numittelbarer Beriihrung aufeinander wirken.
Man findeb so i Zentrnm des Atoms eine Art von Materie wieder, dis
mit denselben Eigenschaften von Auwsdehnung und Undurchdringlichlkeit
versehen ist wie die makroskopisehe Matefie. Aus einer solchen Materie
sind die leichten und schweren Kerne ebenfalls konstituiert und der Unter-
schied zwischen den einen und den anderen hingt vor allem von ihrem
verschiedenen Inhalt von ,,Kernmaterie” ab. Eine solche Vorstellung kann
natirlich nur richtig sein, wenn die Coulombabstofung szwischen den
positiven Konstituenten der Kerne keine sehr grofie Rolle spielt; das ist
sicher der Fall fiir ziemlich leichte Kerne; fitr die schwerersn Kerne muf
infolgedessen eine gewisse Korrvekbtur eingefiihrt werden.

Nehmen wir nach dem oben Gesagten an, daB die Kerne aus Protonen
und Neutvonen bestehen, so ist unser DProblem, das einfachste Wechsel-
wirkungsgesetz zwischen diesen Teilchen, aufzustellen, welches, sofern die
elektrostatische AbstoBung vernachlissighar ist, zur Definition einer un-
durchdringlichen Materie filhrt. Es handelt sich eigentlich darum, drei
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Wechselwirkungsgesetze anfzustellen, und zwar zwischen Protonen, zwischen
Protonen und Neutronen und zwischen Neutronen. Wir werden aber der
Tinfachheit halber annehmen, daB zwischen jedem Paar von Protonen
nur die Coulombsche Kraft wirke; diese Annahme kann sich daraut siniger-
maBen stittzen, daB der klassische Radius der Protonen viel kleiner als
der mittlere Abstand der Teilchen innerhalb des Kernes ist. Ferner kommt
der Coulomb schen Kraft keine grofe Wichtigleit it leichte Kerne zu,
und da diese aus beinahe ebensovielen Neutronen wie Protonen bestehen,
liegt es nahe, als wichtigste Ursache der Kernstabilitit eine besondere
‘Wechselwirkung zwischen Protonen und Neutronen zu betrachten; zwischen
den Neutronen aber nehmen wir an, daf} keine merkliche Wechselwirkung
sich abspiele, da kein sicherer Grund fiir das Gegenteil vorliegt. Also miissen
wir nunmehr nur eine geeignete Kopplung zwischen Protonen und Neutronen
aufstellen. Infolge der schon hervorgehobenen, scheinbaren Ahnlichkeit
gwischen der Kernstruktur und derjenigen der festen Korper oder der
TFlitgsigksiten konnte es plausibel scheinen, egine Wechselwirkung von dem-
selben Typus wie fiir Atome und Molekils, d.h.
Anzichungskrifte bei grofem Abstand und stark ab- ¥ 5
stoBende Krifte bei kleinem Abgtand festzulegen, - 7
so daB die ,,Undurchdringlichkeit” der Teilchen Fig. 1.
gesichert ist (siehe Fig.1). AuBerdem mifite man e A non,
aber noch AbstoBungsluafte zwischen Neutronen bei :
kleiner Entfernung annehmen, um die gewiinschte Proportionalitit zwischen
Peilchenzahl und Kernvolumen zu erhalten. Eine solehe Losung des
Problems ist aber vom isthetischen Standpunkt aus unbefriedigend,
denn man muB nicht nur Anziehungskriifte von unbekanntem Ursprung
gwischen den Flementarteilchen annehmen sondern noch, bei kleinern
Abstand, AbstoBungskrifte von ungeheuret Grofenordnung, die von
einem Potential von etwa einigen hundert Millionen Volt abhingen.
Wir wollen deshalb einen anderen Weg einschlagen, mit Einfithrung von
so wenigen willkiulichen Elementen, wie es moglich ist. Die Hauptschwie-
rigkeit, die zu fiberwinden ist, besteht in der Frage, wie man zu einer von
der Masse des Kernes unabhéngigen Dichte gelangen kann, ohne die freie
Beweglichkeit der Teilchen durch eine kiinstliche Undurchdringlichkeit zu
hindern. Wir dirfen z. B. nach einem Typus von ‘Wechselwirkung suchen,
bei dem dis mittlere Energie pro Teilchen nie eine gewisse Grenze iitber-
schreiten kann, wie groB auch die Dichte sein mag; das lonnte eintreben
infolge irgendeiner Absattigungserscheinung, die der Valenzsittigung einiger-
mafen analog sein diirfte. Eine solche ‘Wechselwirkung zwischen Neutronen
10#*
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and Protonen wird, wie wir beweisen werden, durch folgenden Ausdruck

gegeben:
@, q|7]1Q" ¢ =—0(—@)8(g"—) ). (1)
Hierbei ist » = | ¢’ — Q" | gesetzt worden und @ und ¢ sind die Koordinaten

sines Neutrons bzw. eines Protons. Die Fumktion J (r) ist positiv und sie
dart deu in Fig.2 bezeichneten Gang aufweisen. Der Ausdruck (1) be-
bedeutet, daf zwischen dem Neutron und dem Proton Anziehung bzw.
" AbstoBung stattfindet, je nachdem die Wellenfunktion ungefihr symmetrisch
oder antisymmetrisch in den beiden Teilehen isk. Um der besonderen Stabi-
litit des o-Teilechens Rechnung zu tragen, werden wir noch annehmen, daB
@ und ¢ in (1) nur die Sehwerpunkiskoordinaten mit AusschlieBung des
Spins sein sollen. So erhilt man, daB auf jedes Proton im a-Teilchen heide
Neutronen statt eins wirken und umgekehrt, da wir gine symmstrische
Tuanktion in den Schwerpunktskoordinaten aller Protonen und Neutronen
(was streng bei Vernachlissigung der Coulombschen Energis der Protonen
gilt) annehmen kénnen. Im «-Teilchen sind alle vor-

J,,,,‘ :1 handenen vier Partileln in demselben Zustand, so

—F daB es eine abgeschlossene Schale in hoherem

Gang der lf:éﬁé;):;mzkme. Sinn.e als das Hellnmatom ist. Geht men vom
’ o-Teilchen zu schwereren Kernen tber, so kann

man nicht mehr, wegen des I’mﬂiverbc;f;s, weibere Teilchen in demselben
Zustand ansetzen, und da auBerdem die Austauschenergie (1) nur dann
im allgemeinen groB ist, wenn Proton und Neutron gich in demselben
Zustand befinden, muB man erwarten, was genau der Erfahrung ent-
spricht, daB Dei schweren Kernen der Massendefekt pro Partikel nicht

wesentlich groBer als beim o-Teilchen sein diirfte.

Wir wollen jetzt den Ausdruelk (1) der Wechselwirkungsenergie zwisehen
Proton und Neutron mit demjenigen vergheichen, den inan aus dem Re-
sonanzglied der Heisenbergsehen Hamiltonfunktion herleiten kann, wenn
man durch Betrachtung der Neutronen und Protonen als verschiedener
Teilechen die tnbequeme o-Spinkoordinate eliminiext. Dann findet man
ginen zu (1) dhnlichen Ausdruck, aber. mib zwel grundsitzlichen Unter-
schiéden. Hrstens nach Heisenbergschem Ausdruck sollen ) und g in
(1) alle Koordinaten einschlieBlich des Spins bezeichnen. Zweitens nimmt
Heisenberg fiir die Resonanzkrifte das wmgekehrte Vorzeichen an, was
fitr die statistischen Folgen am wichtigsten ist, denn infolgedessen sind die
Symmetriecharakter der Tigenfunktionen bei der Heisenbergschen
Theovie solche, daB keine Absittigung stattfindet und noch Abstolungs-
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krifte bei kleinen Entfernungen notwendig sind?). Wir werden jetzt niher
untersuchen, in welcher Weise diejenige Absattigung eintritt, die zur experi-
mentellen Exrscheinung der Undurchdringlichkeit der Kernkonstituenten fihrt.
9. In erster Naherung betrachten wir die Eigenfunktion des Kernes
als durch ein Produkt zweier Funktionen darstellbar, die von den Ko-
ordinaten der my, Neutronen, bzw. der m,, Protonen, abhingen:
w = "PN (Qv 21’ Ty Qﬂls Eﬂ]) y’P (Qu 0'1, o Qﬂg’ Uﬂz) (2)
und . denken wir uns @, und y, als aus Produkten von individuellen,
orthogonalen Bigenfunltionen durch Antisymmetrisierung erhalten:

1 -
yy = =—=2r+ Byy @y 21) - ¥§ @ny Zn)s
Yt ®
1 ‘
ve = o Zek Ryrle 01) -+ ¥ (Gny Ono)-

Im Falle einer grofien Anzahl von Teilchen diirfen die individuellen Wellen-
funktionen u mit freie Teilchen darstellenden Wellenpaketen identifiziert
werden. Aus der Rechnung wird es sich ergeben, dafl jedes Proton im Mittel
der Wirkung einer kleinen Angahl (eins oder zwei) Neutronen unterliegh
und umgekehrt; daher fithrt die Annahme von zu freien Teilchen gehrenden
Wellenfunktiorien infolge merlklicher Polarisationseffekte einen gewissen
TFehler oin. Die Methode ist aber fir GroBenordnungsbestimmungen ohne
Zweifel anwendbar.

Wir miissen algo den fiber die Higenfunltion (2) genommehen Mittel-
wert der gesamten Energie berechnen und nach den Bedingungen suchen,
unter denen er minimal wird. Die Energie besteht aus drei Teillen:

W=T+E-+4, (4
wobei T die kinetische Energie, E die elektrostatische Energie der Protonen
und A die Austauschenergie bezeichnen sollen. Wit nehmen der Einfachheit
halber an, daB alle individuellen im Schwerpunkt festgesetzten Zustinde
entweder frei oder zweimal mit entgegengesetzter Spinrichtung besebzt seien.
Dann sind n, und %, gerade Zahlen. Wir fithren noch die Diracschen
Dichtenmatrizen ein’: s

(@ lox|g) = = = ¥ @0 ¥ (€ 01‘)'1
gp==11i=1 ( 5)
2 ng
(@ lorle) == D ¥e @0 ¥ (q" O'z')'}
gp==1 i==1

1) W. Heisenberg, Z8. f. Phys. 80, 587, 1983. Pur die Maglichleit,
diese Arbeit vor der Publikation zu sehen, bin ich Herrn Prof. Heisenberg
gum groBten Dank verpflichtet. :

1
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g gelten die Gleichungen:

ok =2eov, b = 2¢», (6)
wobei der Faltor 2 vom Spin herrithrt, und daraus folgb£
22 ]
oy = /\0: Qp = <O' (7)

Weun M die Masse jedes Teilchens, ndherungsweise dieselbe fiir Neutronen.
und Protonen, ist, wird sich érgeben:

1
2

G 17 r
E = (q Ieplq) i (q¢"|er|q”") dq dg” + - (9)

lg'—

Wir haben in (9) ein Glied, das im wesentlichen die gewshnliche, von der

Coulombschen Wechselwirkung der Protonen abhingige Austausch-

energie darstellt, weggelassen. Dieses Glied ist von Dirael) herechnet

worden, und es ist nicht sehr wichtig, wenn die Anzahl der Teilchen groB ist.
Wir haben schliefilich:

4 =—|(dlexlgd) |0 —a"| (¢"ler|2) dq’ dg". (10)
Wenn die Zahl der Teilchen groB ist, dinfen oy und g, als tast diagonale
Matrizen uud sogar als klassische Funltionen von p wnd g betrachbet
werden, und zwar ist die buste Bindung zwischen Matrizen ind klassisehen
PFunktionen?) durch folgemdle Beziehungen gegeben:

v v . "‘,"J('y"-') :
<f1”“‘§,‘lewlq+§> - F‘ew(%q}e Ty,

v v ttp v) (11)
(q~—-g-lgrlq+§) = 37 ‘ep(p,q)e dp

und durch digjenige, die man aus Umkehrung der Fourierschen Integrale
erhélt.
Wenn man in die vorigen Ausdriicke (11) einsebat, belommsb man:

1 loxv(p@+er(pa) o, . 9
T = mj B p*dpdg, - (12)
€ op(p.g) er(p.g) 1 o
B = 3 W =7 dpdgdyp’dg, (18)

4 =

exv(p,q) VN(z q) dq = JQ.P(an) P(P»Q)lpdq, (14)

') P. A M. Dirac, Proc. Cambridge Phil. Soe. 26, 376, 1930.
*) Biehe u. B. Dirac, ebenda.,
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wobei ¥V (p, g) und V5 (p q) die klassischen Tunktionen, die den Matrizen
! "V 1 = e '3 1 J ’; —_— " ,
(@' |Vxlg") (@ lerlgMJI1d —1¢ l.} (15)

@ Vo0 = —(d lexlg) I 10 — ]
entsprechen, bezeichnen sollen.

Wir nehmen nun an, dafl in der Néhe gines Punktes g die Zusténde
Ileiner Energie besetzt seien, sowoh! von den Neutronen wie von den Pro-
tonen. Hs wird dann einen maximalen Wert des Impulses Py () fiw die
Neutronen und einen.solchen fiir die Protonen geben; und als Folge von
(7) wird sein: ‘ 2,

Py (q)
ow @:0) = <0’ wenn p < Py () \[ (16)

s P > P N (Q):
2, wenn p < Pr ()

er (P, Q) == <O, . D> Py (q) ’ (17)
Batrachten wir zunichst einen Grenzfall, d. h-den Fall sehr hoher Dichte,
so daB hfp, wnd h/pp, die der GroBenordnung nach der gegenseitigen
IEntternung der Teilehen im Kern entsprechen, ldein im Vergleich zum
Wirkungsradius der ‘Resonanzkrifte sind. Nehmen wir noch an, daf
Py > Pp, also die Dichte der Neutronen grofer als diejenige der Protonen
gei, und bemerken wir, dafl man in der zweiten Gleichung (15) infolge der
praktischen Diagonalitét von oy J|¢ —q"’| durch den Grenzwert J (0)
orsebzen kann, wenn J (0) endlich ist, so wird diese Gleichung einfach

@ | Vg0 =—7 O @]exl
Vo, Q) =—J ©0) ey (2: 9 (18)

Wenn wir nun in (14) diese einsetzen und bemerlen, daB, wenn g, (P, @) > 0,
auch immer gy = 2 ist, bekommen wir

woraus folgh

4 =——QJ(O)SQ-P—-%’—@dpdq=—-2J(O)n2. (19)

Das bedeutet, dah die von den Austauschkriften abhingige Bindungs-
energie pro Proton im Falle sehr hoher Teilchendichte bloB gleich — 2.J (0)
ist, wenn die Neutronendichte nur groBer ist als die Protonendichte. Ver-
nachlissigen wir zundchsb die Coulombsche gegenseitige AbstoBung
swischen den Protonen, was fiir leichte Kerne mit einer gewissen Naherung
gulissig ist, wnd setzen wir das Verhiltnis ny/n,, aber nicht die Dichte
fost; dann wird die potentielle Energie pro Teilchen eine gewisse Funlktion
der gesamten Dichte: _

eal) = pas (PRt PH. )
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die natiirlich fiir 4 = 0 verschwindet und sich dem konstanten Wert
2m, . . . -
; _:‘q;— J (0) tiar g — co nihert. Dieser Grenzwert wird das Minimwn
1 3
— J (0) ereichen, wenn #; = n, ist. Fir mittlere Dichten ist der allgemeine
Ausdrnek von a (1) wegen (10) und (11) durch

I ((ew®9er®Qp

= = G(p,p)dpdyp" 21
a Mg)H G (p.p)dpdp (21)
gegeben, wobei G (p, p) eine Funlktion von | p — p’ | ist, die folgendermafen
mit J (r) zusammenhingt:

72i
—— (p—pli

G(p,p) = je—ﬂh (

Die kinetische BEnergie pro Teilchen wird die Form haben:

J |o] do. (22)

b=yl

und die gesamte Tnergie o 4 ¢ kann ein Minimum fiir einen gewissen, nur
vom Yerhitltnis n,/n, abhingigen Wert erreichen (Fig. 8). Man erhilt also

Tig. 3. Einetische und potentielle Energie pro Teilchen.

eine Lonstante, von der Masse des Kernes unabhingige Dichte, und so
ein Kernvolumen und einen Energieinhalt bloB proportional der Anzahl
der Teilchen, wie die Erfahrung verlangt. Man kann versuchen, die Funktion
J (r) so zu bestimmen, daB die experimentellen Angaben am besten wieder-

gegeben vwerden. Der Ansdruck
' 2

. e

z. B. mit einer willkiirlichen Konstante ist zweckmifig, wenn er auch un-
endlich bei + = 0 wird. T ist aber bei groflem Abstand zu modifizieren,
da er einen unendlichen Wirkungsquerschnitt fiir den Zusammenstof
zwischen Proton und Neutron gibt; auflerdem scheint er ein zu Ikleines
Verhiltnis fir die Massendefekte vom o-Teilehen und vom Wasserstoff-
isotop zu liefern. So mub man einen Ausdruck mit mindestens zwei Kon-
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gtanten benutzen, z.B. eine Exponentialfunktion, J (r) = de” fr, Wir
werden aber auf diese Untersuchung nicht naher eingehen, denn, wie schon
hervorgehoben, kann die erste statistische Naherung zu erheblichen Fehlern
fithren, wie groB auch die Anzahl der Teilchen ist. Fir schwere Kerne spielt
die Coulombsche Kraft eine wichtige Rolle, und gie hat zur Tolge, daB
die Kernausdehnung etwas anwéchst, and auch die Dichte, sowohl der
Neutronen wie der Protonen, nicht mehr ortlich konstant ist. Die Aus-

tauschbindungsenergie wird jetzt nicht bloB vom Verhiltnis 7y/ny ab- ‘
hingen, sie wird sogar etwas kleiner als im Falle leichter Kerne sein, infolge
der von den Coulombschen Kriften verursachten Verminderung der Dichte.

Tech méchte Herrn Prof. Heisenberg fiir zahlreiche Ratschlige vnd
Rrorterungen herzlich danken. Auch Herrn Prof. BEhrenfest sei fiir wert-
volle Diskussion bestens gedankt. Endlich danke ich noch dem Consiglio
Nazionale delle Ricerche fitr die Ermoglichung meines Aufenthaltes in
Lieipzig.




