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Introduzione

La meccanica classica ¢ una teoria sviluppata per formalizzare il concetto di
evoluzione dinamica di un sistema fisico, ovvero dell’evoluzione temporale
del valore delle grandezze osservabili che lo caratterizzano. Essa € nata dalle
assunzioni newtoniane, e si e sviluppata fino a raggiungere un notevole rig-
ore formale, attraverso la progressiva evoluzione di uno specifico linguaggio
matematico, noto oggi come geometria differenziale.

Essa si e rivelata pero incapace di modellizzare correttamente le carat-
teristiche di sistemi fisici delle dimensioni atomiche e molecolari. E stata
quindi introdotta una teoria quantistica, con lo scopo di definire un formal-
ismo in cui avesse un ruolo esplicito il valore finito della costante di Planck,
o quanto d’azione, i, misurato in modo inequivocabile attraverso molteplici
evidenze sperimentali.

E noto, d’altro canto, che la formalizzazione quantistica della meccanica
¢ profondamente differente da quella classica. Diverso e il modo di rappre-
sentare 'insieme degli stati, diverso e il modo di rappresentare le grandezze
osservabili, diverso ¢ il modo di rappresentare 1’evoluzione temporale. In
particolare, in meccanica classica 1’evoluzione temporale e letta come un
gruppo di trasformazioni su una varieta, detta di supporto, che rappresenta
Iinsieme degli stati, mentre in meccanica quantistica l'insieme degli stati &
descritto dagli elementi di uno spazio di Hilbert, e I’evoluzione temporale da
un gruppo di trasformazioni unitarie su di esso. Ma la caratteristica proba-
bilmente piu interessante che sottolinea la differenza fra i due ambiti & che
le grandezze osservabili sono formalizzate classicamente dall’insieme delle
funzioni definite sulla varieta supporto, e quantisticamente da operatori au-
toaggiunti sullo spazio di Hilbert degli stati. Questa differenza e evidente se
la si legge da un punto di vista algebrico. L’algebra delle osservabili classiche
€ commutativa, rispetto alle usuali definizioni di somma e prodotto, mentre
I’algebra delle osservabili quantistiche non lo ¢, in quanto ¢ non commutativa
I'operazione di composizione fra operatori. Ed e proprio la non commuta-
tivita di quest’algebra ad essere legata alla formulazione matematica delle
relazioni di indeterminazione, e quindi alla formulazione matematica del-
la nozione di incompatibilita nella misura di certe osservabili, che € uno dei
concetti di pit profonda frattura rispetto al modello classico. In quest’ottica
risulta chiaro come proprio il valore finito di A sia introdotto, nel formalismo



quantistico, a caratterizzare la non commutativita dell’algebra delle osserv-
abili: € in questo senso che va interpretata, seguendo la linea tracciata da
Dirac, la posizione delle cosiddette regole di commutazione canoniche, per
la dinamica quantistica di particella:

[Qua, Py] = ihdapl

Invero, le differenze cosi sottolineate introducono ad un profondo inter-
rogativo. In che modo attribuire una natura classica o quantistica ad un
sistema fisico, soprattutto alla luce della notevole capacita predittiva della
teoria classica per sistemi macroscopici? In altri termini, come stabilire se
un fissato sistema fisico sia macroscopico o microscopico? La risposta piu
naturale & ancora una volta attribuire ad 7 il ruolo di unita di misura. Sara
quantistico un sistema caratterizzato da valori delle grandezze osservabili in
confronto ai quali il valore di /& non sia trascurabile: sara classico un sistema
in cui, invece, il peso di & sia trascurabile rispetto ai valori delle osservabili
che lo caratterizzano.

Pur I'assunzione di tale modus operandi cela un altro enorme quesito. In
quale significato e possibile assumere che la meccanica classica costituisca
un limite della meccanica quantistica? Ancora una volta, la risposta piu
naturale sembra essere considerare, come procedura di limite, quella per cui
il ruolo di A divenga, specificatamente, sempre pitl marginale: come usual-
mente si dice, nel limite per A — 0. Proprio le relazioni di commutazioni
canoniche rendono intuitivo il significato di questa procedura: nel limite
per h — 0 la non commutativita dell’algebra delle osservabili classiche si
annulla.

Il tema centrale di questo lavoro di tesi € lo studio di un formalismo, in-
trodotto dai lavori di Hermann Weyl e Eugene Wigner, in virtu del quale &
possibile tradurre alcuni aspetti della formalizzazione classica per la dinam-
ica di un sistema in ambito quantistico, e viceversa, e condurre un’accurata
analisi sia di temi legati al problema della quantizzazione di un sistema
classico, sia del limite classico per un sistema quantistico.

A tal fine, il primo capitolo di questa tesi costituisce un’introduzione alle
principali caratteristiche del formalismo classico e del formalismo quantis-
tico. Le nozioni in esso presentate sono assolutamente note: cio che si e
cercato di illustrare in dettaglio sono alcuni aspetti, funzionali allo sviluppo
successivo della trattazione. In primis si analizza in che modo il linguaggio,
come € stato chiamato, della geometria differenziale, sia quello che perme-
tte la formalizzazione pit naturale dei risultati della misura delle osservabili
legate ai concetti di posizione e velocita. In seguito, chiarito cio, si sviluppa
la formulazione della dinamica classica nota come poissoniana, e quella della
dinamica quantistica nella rappresentazione & la Heisenberg. Infatti, viene
sottolineata la notevole analogia fra le proprieta della struttura di Parentesi
di Poisson su una varieta, nell’insieme delle funzioni su essa definite, e quelle
del commutatore nell’insieme degli operatori su uno spazio di Hilbert.



Il formalismo a la Weyl-Wigner & sviluppato nel terzo capitolo. Es-
so si fonda sulla definizione di un’applicazione ), che associa ad una fun-
zione definita su uno spazio vettoriale un operatore definito su uno spazio
di Hilbert. Essa ¢ detta mappa di Weyl: la sua inversa mappa di Wigner!:

Q:feF(S) — Qf) e Op(H)

Le proprieta di questa applicazione fanno si che essa si possa leggere come
una procedura di quantizzazione: un modo per associare ad un’osservabile
classica un’osservabile quantistica. Lo studio delle proprieta dei sistemi di
Weyl, che sono una delle nozioni su cui si fonda la definizione della mappa
Q, permette di definire una quantizzazione per un sistema dinamico classico
la cui evoluzione e descritta da equazioni lineari, ovvero da un hamilto-
niana quadratica. In dettaglio, ad esempio, si e utilizzato questo studio
per definire una quantizzazione per la dinamica di una particella carica in
un campo magnetico costante senza ricorrere alla prescrizione dell’accoppi-
amento minimale, quindi senza introdurre il potenziale vettore del campo
magnetico.

Parallelamente, la mappa di Wigner permette di definire, nell’insieme
delle funzioni definite su S, I’algebra delle osservabili classiche, un prodotto
non commutativo, detto prodotto star:

frg=0"(Qf)Q(g))

Questo prodotto € molto interessante, poiché esso dipende esplicitamente
da h, e nel limite in cui A — 0 si riduce al solito prodotto commutati-
vo. Cio significa che questo prodotto permette di definire nell’insieme delle
funzioni una struttura di algebra naturalmente non commutativa, ma che
diventa commutativa nella direzione, per quanto detto, propria del limite
classico. Inoltre si vede che in quest’algebra € possibile tradurre le equazioni
della dinamica quantistica nella formulazione & la Heisenberg, in modo tale
che, sempre nel limite per A — 0, si riducono alle equazioni della dinamica
classica nella formulazione & la Poisson. Questo formalismo, in altri ter-
mini, permette di definire una sorta di espansione in potenze di A per le
equazioni di Heisenberg, per certi versi in modo simile a quello che la cosid-
detta approssimazione semiclassica, o W.K.B., permette per I'’equazione di
Schrodinger, che, come noto definisce una differente formulazione per la
dinamica quantistica.

Le proprieta di questo prodotto, e di altri che si ottengono attraverso
un’estensione della mappa di Weyl, sono analizzati in dettaglio, in quanto
essi sono utilizzati in svariati temi di studio nel settore della geometria non
commutativa, e poiche rivestono un ruolo centrale nella formalizzazione di
problemi di teoria di campo quantistica in termini di strings e branes.

'!Qui F(S) & Vlinsieme delle funzioni definite sullo spazio vettoriale S, e Op(H) &
I'insieme degli operatori sullo spazio di Hilbert H.



Il quarto e il quinto capitolo di questa tesi costituiscono lo sviluppo di
applicazioni del tutto originali di questo formalismo.

Nel quarto capitolo si realizza un analogo classico della mappa di Jordan-
Schwinger per algebre di Lie tridimensionali qualora come algebra di funzioni
si consideri quella definita attraverso il prodotto star.

Il quinto capitolo e piu strettamente legato a temi di geometria non
commutativa: in esso si studia come il formalismo sviluppato permette di
caratterizzare completamente 1'insieme dei generatori dell’azione del gruppo
di gauge U (1) su un piano non commutativo, ovvero uno spazio vettoriale
bidimensionale in cui ¢ definito un prodotto non commutativo, qualora si
identifichi questo prodotto proprio con il prodotto star.

Questa ¢ la successione dei capitoli di questo lavoro, e degli argomenti
che sono sviluppati. Ognuno di essi si apre con una sezione che prova ad
inquadrare un proprio tema specifico, e funge da ulteriore, piu specifica,
introduzione. Parallelamente, ogni capitolo ¢ correlato ad una serie di ap-
pendici, poste per comodita al termine dell’ultimo capitolo, in cui sono stati
posti molti dei dettagli, sia relativamente a nozioni di carattere formale,
e sia riguardanti un’analisi di molti degli aspetti di calcolo semplicemente
richiamati nel testo, al fine di non interrompere troppo insistentemente la
linea di presentazione svolta. Tra il primo e il terzo capitolo € posto un
capitolo di digressioni: una tratta la nozione di sottospazio lagrangiano per
uno spazio vettoriale, ’altra la nozione di trasformata di Fourier simplet-
tica: sono questi due concetti poco sviluppati nei testi di riferimento, e
ampiamente utilizzati per sviluppare compiutamente i temi successivi.

Questo lavoro termina con un capitolo di conclusioni, in cui una breve
nota traccia una possibile rotta di sviluppo futuro per gli argomenti qui af-
frontati, ed introduce ad un’ultima sezione, in cui si delineano alcuni aspetti
di un’analisi in questa direzione.
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Capitolo 1

Sulla nozione di dinamica di
un sistema fisico: la
formulazione classica e quella
quantistica

1.1 Un’introduzione ai concetti di sistema fisico,
stati, ed osservabili

E ben noto che un sistema fisico viene di solito definito come una porzione di
universo, soggetta ad influenze esterne in qualche modo controllabili, sulla
quale e possibile compiere esperimenti quantitativi, detti misurazioni. Gli
oggetti di tali misurazioni sono dette osservabili, i risultati di queste proce-
dure dette misure. Cio significa che sono le osservabili, ovvero le proprieta
ed i valori delle grandezze fisiche che si misurano, a caratterizzare un sistema
fisico.

Senza entrare nel dettaglio dell’analisi, assai complessa, di questi temi,
si puo assumere, in termini complementari, che un sistema fisico & di fatto
definito dalle osservabili che vengono misurate, e 'attribuzione a queste di
uno tra i loro possibili valori (insieme che viene detto spettro dell’osservabile)
¢ cio che si indica come stato.

Lo studio della meccanica e, in quest’ottica, lo studio dell’evoluzione,
rispetto al tempo, dei valori delle osservabili: allora ¢ naturale definire
S, l'unione degli stati di un sistema dinamico, come quell’insieme in cui
I’evoluzione temporale si puo pensare come una trasformazione dell’insieme
in se stesso, per ogni istante di tempo:

UtISHS

Se s € S, allora Uy (s) rappresenta lo stato in cui & evoluto s dopo un tempo
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t. Percio si ha che
Uy=1

e pure che Uy (U (s)) rappresenta lo stato in cui & evoluto U (s) dopo un
tempo t' . In altre parole, per t >0 e t' > 0, si ha che:

Uiy = Up o Uy

e che:

UpoUy =Up ol

Cio significa che la semiretta reale parametrizza l'insieme Uy, : le propri-
eta di composizione lo caratterizzano come un semigruppo ad un parametro
di trasformazioni. Se ogni U; &€ un’applicazione biettiva di S in se stesso, si
pone:

Ut=U,

e I'insieme U; definisce un gruppo ad un parametro di trasformazioni' su S.

Un sistema per cui valga questa proprieta e detto reversibile: fissato
s € 8, in un sistema reversibile Uy (s) definisce, al variare di ¢, una curva in
S. Questa e detta orbita del sistema dinamico passante per s. Proprio la
biettivita delle mappe U; comporta che ogni stato s giaccia su una, e una
sola, orbita: ovvero che due orbite siano disgiunte, o coincidano.

Poste in questa prospettiva, la meccanica classica e la meccanica quan-
tistica non sono che due modi per formalizzare, e studiare, questi temi.

Questo primo capitolo € inteso come introduzione alle principali carat-
teristiche del formalismo classico e del formalismo quantistico, alla luce dei
temi finora esposti. Esso e inteso ad illustrare come una teoria classica e una
teoria quantistica siano state sviluppate al fine di formalizzare i concetti di
osservabili, stati, ed evoluzione dinamica.

Nella prima parte di esso si analizzano i principali aspetti della teoria
classica di un sistema dinamico. La dinamica classica ¢ di solito presentata,
qualora si intenda utilizzare appieno il linguaggio della geometria differen-
ziale, come lo studio del problema di integrazione di un campo vettoriale
X su una varietd differenziale M. Lo scopo delle prime sezioni di questo
capitolo e delineare una traccia attraverso la quale, dall’analisi della misura
delle osservabili legate ai concetti di posizione e velocita, sia naturale for-
malizzare 'insieme degli stati come una varieta differenziale e ’evoluzione
temporale in essi come generata da un campo vettoriale.

L’esame della misura dell’osservabile posizione di un corpo, intuitiva-
mente correlata alle proprieta dello spazio tridimensionale reale, e la nat-
urale assunzione che pilu osservatori siano in grado di confrontare i risul-
tati delle proprie misure, introducono al concetto di spazio delle configu-
razioni per un sistema dinamico. L’ulteriore richiesta che su di esso si possa

1L applicazione che associa at € R una trasformazione U, : S — & viene letta, in termi-
ni algebrici, come un omomorfismo fra (R, +), lo spazio vettoriale reale unidimensionale,
e 'insieme delle trasformazioni su S, rispetto all’'usuale legge di composizione.
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sviluppare compiutamente una nozione di calcolo conduce a riconoscere allo
spazio delle configurazioni le caratteristiche di cio che viene formalizzato,
piu astrattamente, come varieta differenziale.

L’analisi del modello newtoniano indica senza dubbio che pero lo spazio
delle configurazioni non ¢ in grado di rappresentare correttamente cio che
e stato chiamato S, I'insieme degli stati di un sistema fisico. E proprio la
nozione di velocita, che insieme alla posizione conclude la caratterizzazione
di uno stato per un sistema dinamico nelle assunzioni newtoniane, viene
utilizzata per definire la nozione di vettore sullo spazio delle configurazioni,
e piu in generale su una qualunque varieta. Attraverso essa & immediata
I'introduzione del concetto di varieta fibrato tangente e di campo vettoriale.
L’estensione dei teoremi di risolubilita di sistemi di equazioni differenziali
chiarisce, a questo punto, quali siano i legami fra la nozione di campo vettori-
ale e quello di gruppo a un parametro di trasformazioni. In questa direzione,
allora, acquista un significato chiaro e leggibile sia la formalizzazione del-
Iinsieme degli stati di un sistema dinamico come varieta differenziale, sia
dell’evoluzione temporale come di un campo vettoriale, e, parallelamente,
delle grandezze osservabili in termini delle funzioni definite sulla varieta.

Solo a questo punto si introduce ’analisi delle proprieta di un campo
vettoriale dinamico. La formulazione che si sviluppa e quella detta poissoni-
ana, poiche & quella piu strettamente legata al formalismo quantistico sorto
con i lavori di Heisenberg, Dirac,. . ..

Esso si fonda sulla definizione, nell’insieme delle funzioni sulla varieta,
della nozione di parentesi di Poisson, e di campo hamiltoniano definito at-
traverso essa. In questa prospettiva, la formulazione hamiltoniana, basata
sulla nozione di struttura simplettica, ¢ interpretata come un caso partico-
lare di quella poissoniana. L’argomento di queste sezioni & assolutamente
noto: due sono, d’altro canto, gli aspetti di questi temi che si € cercato di
analizzare con cura, alla luce dell’importanza del ruolo che rivestiranno nel-
lo sviluppo di questo lavoro. Il primo ¢ quello di trasformazione canonica,
definita sulla varieta, legata al problema di studiare quali siano le trasfor-
magzioni in virtu di cui la forma delle equazioni del moto rimane invariata. Il
secondo ¢ legato al teorema di Darboux, attraverso il quale viene recuperata,
almeno localmente, 1’'usuale formulazione hamiltoniana.

La seconda parte di questo capitolo ¢ intesa ad illustrare alcuni aspetti
della formulazione quantistica per la dinamica di un sistema fisico. An-
che qui, ovviamente, gli argomenti toccati sono del tutto noti: in questa
presentazione, invero, si € cercato di sottolineare da un lato quali siano le
principali differenze fra la formalizzazione classica e quella quantistica, e
dall’altro, parallelamente, le possibili analogie fra esse.

Dapprima si illustra come la meccanica quantistica assuma un principio
di sovrapposizione lineare per gli stati, in virtu del quale l'insieme degli
stati e rappresentato da uno spazio di Hilbert: il problema della dinamica
quantistica ¢ percio intrinsecamente lineare, e in questo fortemente dissimile
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da quello classico. Il secondo aspetto che si sottolinea e che le osservabili
quantistiche sono rappresentate da operatori in questo spazio di Hilbert, e
quindi definiscono un’algebra che ¢ naturalmente non commutativa. Questo
¢ un ulteriore aspetto peculiare della teoria quantistica rispetto a quella
classica, in cui, come si e visto, 'algebra delle osservabili e rappresentata da
un insieme di funzioni e percio commutativa rispetto all’ordinaria definizione
di prodotto. In questa prospettiva si pone il ruolo della costante di Planck,
h, legata proprio alla non commutativita di quest’algebra, e della nozione
di commutatore di due grandezze osservabili, attraverso il quale & possibile
dare un’espressione matematica alle relazioni di indeterminazione.

Parallelamente, proprio la scrittura delle equazioni della dinamica quan-
tistica nella rappresentazione a la Heisenberg evidenzia le profonde analogie
fra la struttura di commutatore nell’insieme delle osservabili quantistiche,
e quella di Poisson nell’insieme delle osservabili classiche. In tal senso, al-
lora, si inizia a delineare quale sara la rotta che si seguira nello sviluppo
di questo lavoro per analizzare sia il problema della quantizzazione di un
sistema, classico, che del limite classico per un sistema quantistico.

1.2 Su alcune nozioni di dinamica classica

1.2.1 Sullo spazio delle configurazioni di un sistema dinamico

L’analisi del moto in ambito classico inizia da un’analisi delle misure del-
I’osservabile posizione, per un corpo o un sistema di corpi [13], [15]. E noto
quanto sia arduo definire correttamente 1’osservabile posizione:? evitando
tentativi poco approfonditi in tal senso, & ragionevole assumere come natu-
rale, ed intuitiva, la localizzazione di un oggetto in termini di punti di uno
spazio reale tridimensionale.

Se come esempio si considera il moto di un punto materiale, ovvero di una
corpo di cui si trascura ’estensione, un osservatore otterra dalle misure un
insieme di traiettorie percorse in funzione del tempo, cioe curve nello spazio
euclideo in cui ¢ immerso, e cosi formalizzera lo spettro dell’osservabile po-
sizione come un sottoinsieme di R? (in questa prospettiva risulta chiaro che
la posizione di due punti materiali sara associata a sottoinsiemi di RS, e
di un corpo rigido a sottoinsiemi di R?xSO (3)). Se si assume che degli
osservatori abbiano, attraverso procedure peraltro proprie, desunto degli
insiemi, U;, di posizioni possibili per lo stesso sistema, allora devono neces-
sariamente esistere delle biezioni fra parti di U; qualora esse rappresentino
la stessa posizione.? Esse sono dette mappe di transizione:

Tij:Ui'—)Uj

2E bene sottolineare che questo studio viene condotto in ambito non relativistico: lo
spazio ha natura distinta dal tempo, che ¢ letto solo come parametro di evoluzione.
3 Anche quella di stessa posizione & una nozione che si assume come naturale.
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Tii =1

_ -1
Tij =Tj;
Tij © Tjr, € una restrizione di Ty

Nell’'unione dei punti degli insiemi U; si definisce una relazione di equivalen-
za. Se x € (U;) e y € (Uj) allora:

x =y dg x =Ty (y)

Con questa relazione si identificano gli elementi che rappresentano la stessa
posizione: l’insieme quoziente delle classi di equivalenza in cui esso viene
ripartito da questa relazione definisce @), lo spazio delle configurazioni del
sistema dinamico in esame. Due questioni bisogna ora sottolineare.

La prima ¢ che, come si vede, @ riflette la struttura dei vincoli spaziali a
cui e soggetto il sistema in esame: per una particella libera si avra Q = R3,
ma per una particella vincolata ad una superficie, o ad una curva, in Rg,
() coincidera proprio con la superficie, o con la curva. In altre parole, qui
gli insiemi U; si potranno considerare come sottoinsiemi di RQ, odiR, e @
sara letto come bidimensionale, o monodimensionale. L’esempio forse piu
immediato ¢ quello di una sfera: si puo leggere come sottoinsieme di R3 i
cui punti sono soggetti al vincolo 2 +y? + 22 = 72 (e in tal senso si dira che
¢ bidimensionale), oppure si possono interpretare i suoi punti come descritti
da funzioni biettive che trasformano aperti di R? in sottoinsiemi di 52,
identificando opportunamente le sovrapposizioni, visto che si pud provare
che non esistono funzioni biettive che trasformano tutto S? in un aperto di
RQ, ma che tali biezioni esistono solo localmente.*

La seconda ¢ che, affinche sia possibile formalizzare un problema della
dinamica su (), € necessario definire una nozione di calcolo differenziale su di
esso, attraverso la posizione di una struttura topologica e di una struttura
differenziale (che € un po’ come dire una nozione di quali sottoinsiemi di @
siano aperti, e chiusi, e una nozione di derivazione per funzioni, ad esempio,
da @Q in R).

Questo ulteriore studio conferisce a () la struttura di cio che si definisce
varieta differenziale. In modo un po’ grossolano - per un’analisi piu accura-
ta si rimanda in appendice - una varieta n-dimensionale ¢ fatta incollando
(in un senso pitt 0 meno esemplificato dalle mappe di transizione) sottoin-
siemi aperti di uno spazio vettoriale n-dimensionale. Invero, in futuro, si
considerera come varieta semplicemente uno spazio vettoriale, altre volte
un’opportuna superficie immersa in uno spazio ambiente di dimensionalita
superiore, ad esempio una curva in RQ, oppure una curva o una superficie
(come una sfera) in R®. In realtd, questa esemplificazione & paradigmatica:

1Se A C 52, e b non appartiene ad A, una possibile biezione & data dalla proiezione
stereografica di A rispetto a b su un piano tangente a S? in un punto appartenente ad A.
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il teorema di Whitney [23] prova che ogni varieta di dimensione finita si puo
realizzare come sottoinsieme di un opportuno R". In questa prospettiva
assume un significato il concetto di coordinate locali, ovvero di coordinate
di un aperto di R" che rappresenta un sottoinsieme della varieta.

1.2.2 Una prima caratterizzazione dell’insieme degli stati: il
modello newtoniano

Una volta analizzata la misura dell’osservabile posizione, bisogna ora ri-
considerare il problema di caratterizzare l'insieme degli stati. Una volta
attribuito un valore alla posizione di un corpo & possibile prevedere quale
ne sara l’evoluzione futura? Ovvero, fissato un punto nello spazio delle con-
figurazioni, ne risulta univocamente determinata 1’evoluzione? La risposta
a questa domanda € no, come ¢ evidente dal fatto che e esperienza comune
che due corpi possono trovarsi, ad istanti di tempo diversi, nella stessa po-
sizione ma con velocita differenti. Del resto questo € uno dei contenuti della
legge di Newton: se, ancora una volta, ci si limita a considerare la dinamica
di un punto materiale, nello spazio euclideo R? —che secondo quanto detto
precedentemente ¢ una varieta caratterizzata dall’avere un sistema globale
di coordinate- essa ¢ descritta da curve che sono soluzioni delle equazioni
differenziali del secondo ordine® nella posizione:

7 = dz

— =F T — 1.1

dt ( ’ dt) (1.1)
Fissare un dato iniziale equivale a studiare la risolubilita di quello che € noto
come problema di Cauchy: i teoremi a riguardo assicurano che la soluzione
di questo esiste ed & unica qualora si fissi non solo la posizione iniziale, cioe

il punto della curva:
Z(t=0)=2 (1.2)

ma anche la derivata rispetto al tempo della funzione Z (¢):

@
dt l4=o

Uo (1.3)

detta velocita iniziale. Equivalentemente, nel modello newtoniano si assume
che lo spazio degli stati per un punto materiale non soggetto a vincoli sia
S =R’ Sudi esso, infatti, le equazioni le cui soluzioni rappresentano le
orbite del sistema dinamico sono:

dzx

o _ 5 1.4
o =0 (1.4)

5Un esempio di dinamica non del secondo ordine & quello di una particella carica che
irradia onde elettromagnetiche: ¢ il classico problema dell’interazione fra una carica e il
campo elettromagnetico che essa stessa genera.
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% = F (Z,7) (1.5)

Questo e un sistema del primo ordine, univocamente risolubile fissati:

F(t=0) =

Sullo spazio degli stati le soluzioni a questo problema sono le curve:

8
Il

Z (t, o, To) (1.6)

<L

= T (t, Zo, To) (1.7)

Esse realizzano esplicitamente 'operatore U; introdotto in precedenza: Uy ¢
proprio I'applicazione che trasforma la coppia (Z, ¥) nella coppia (Z (t) , v (t)),
soluzione del problema di Cauchy di dato iniziale (Z, ¥)

osservazione. Risulta chiaro che si é considerato solo il caso in cui la
forza, nell’ impostazione newtoniana, dipende da t non esplicitamente, ma
solo implicitamente, attraverso T e v . Sebbene il formalismo che si sta intro-
ducendo sia generalizzabile, in un certo significato, anche a queste situazioni,
si considereranno, in futuro, solo casi di sistemi, come si dice, invarianti per
traslazioni temporali.

1.2.3 Sull’ introduzione della nozione di vettore su una vari-
eta

L’analisi fin qui condotta indica che & di centrale importanza introdurre il
concetto di vettore nello spazio delle configurazioni, (), e piu in generale su
una varieta. Inoltre, sebbene una varieta sia sempre rappresentabile come
sottoinsieme di uno spazio vettoriale, 'applicazione di questo formalismo a
questioni di carattere vieppiu generali richiede che ogni nuovo aspetto venga
introdotto in modo, come si dice, intrinseco: senza cioe far riferimento ad
una sua specifica realizzazione.®
Come risulta dalle considerazioni svolte a proposito dello spazio Rg, quel-

lo che si € interpretato come insieme dei vettori in un punto x € proprio
I'insieme dei vettori tangenti alle curve che passano per x. In particolare
bisogna notare che fissare & (s) e &2 (s), due curve che passano per z in
s=0:

§(0)=86&(0) =2
per le quali:

dg:

ds

_ 4%

s=0 dS

s=0

5Per un’analisi piti rigorosa di alcuni aspetti di questo approccio, qui semplicemente
menzionati, cfr. [13],[1].
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equivale a definire lo stesso vettore tangente.

A questo punto 'idea ¢ tradurre questa identificazione nel linguaggio in
cui piu elementarmente si esprime il concetto di varieta. Come si € detto,
esso € quello in cui i suoi punti vengono etichettati da un sistema di coordi-
nate definite in un sottoinsieme, che si puo assumere aperto, di uno spazio
vettoriale R", in cui n indica la dimensione della varieta.

Se, per fissare le notazioni, si sceglie come varieta proprio @, allora F (Q)
indica I'insieme delle funzioni da @ in R. Esso & rappresentato dall’insieme
delle funzioni da aperti di R" in R. Se 7 (s) ¢ una curva su @, allora ¢
rappresentata da una curva definita in un aperto di R". Inoltre queste
assunzioni permettono di utilizzare come nozione di calcolo differenziale su
Q proprio quello su aperti di R".

Ora si considera un sottoinsieme U di @), per il quale un sistema di
coordinate ¢ z%; e ancora una funzione f definita in @ e a valori in R e una
curva 7 (s) in U, per cui v (0) = :

vce [feFQ
Si definisce vettore in x I'operatore di derivazione direzionale v associato a
v (s): ;
v(f) = ——(for(s)) (1.8)

B ds s=0

Questo insieme diviene uno spazio vettoriale definendo:

(v+") (f) =v(f) + 0 (f)

eseacR:

(aw) (f) = av (f)

Esso si dice spazio vettoriale tangente a () in x : T, (. Una base e data dagli
operatori % , che sono i vettori che descrivono la derivazione direzionale

lungo le curve coordinate. Se:
Yy (8) = o + seg)
dove e(;) indica I'i-esimo elemento di base in R™ :

0 d

of

d
g (D=5 (For0 @)|_ = s (srsew)| =55 9
L’unione di tutti gli spazi tangenti T, si indica con:
TQ=J T.Q (1.10)

z€EQ

"Pit propriamente, associato alle curve in U che passano per & e hanno lo stesso valore
del vettore tangente.
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Nel caso in cui @ = R", uno spazio vettoriale, allora T, ¢ isomorfo a Q,
e percio TQ) e isomorfo a Qx(@Q. In generale questa identificazione non &
possibile: pero si puo provare che a T'QQ si puo attribuire una struttura di
varieta differenziale. Visto che T'Q) ¢ definito da coppie del tipo (z,v), con
T €QeveT,Q,sipuo definire una mappa di proiezione:

T TQ — Q

attraverso:
m(z,v) =2 (1.11)

La terna (TQ, Q, 7) si definisce fibrato tangente® di . Come esempio, se Q &
un cerchio, S, allora TQ = S' xR, un cilindro. Chiaramente, I’applicazione
m non e invertibile: essa e suriettiva, ma non iniettiva. Una sorta di inversa
si puo considerare su Q. Si definisce o quell’applicazione per cui:

o:Q — TQ
moo =1g (1.12)

Essa e detta sezione, ed equivale ad associare ad ogni punto di ) un elemento
nell’insieme dei vettori tangenti a ) in quel punto: quindi ¢ formalizza la
nozione di campo vettoriale. Percio si dice che un campo vettoriale € una
sezione del fibrato tangente. Esso ha ’espressione locale:

0
oxs

le funzioni A® (x) sono le componenti del campo A. Si possono leggere come
I'immagine di A sulle funzioni che rappresentano le curve coordinate:

AEcX(Q) A=A (z)

(1.13)

A% (z) = Az® (1.14)

Le proprieta dell’operatore di derivazione parziale rendono plausibile (e que-
sta affermazione si pud comunque provare in dettaglio) che, per un cambia-

mento di coordinate, rappresentato dalle trasformazioni, % = ¢ (mb) si ha

. 0 ~ 0
Y I ¢ AN
A=A (@) 5 = A (@) 5 (1.15)
con: b
0 oz’ 0
970~ 974 0ab (1.16)
e: -
o i
Al (&) = @A (@) |e=a(@) (1.17)

Queste formule si riducono, per trasformazioni lineari, alle ben note formule
di trasformazione delle componenti di un vettore in uno spazio lineare.

8Viene di solito indicata, per brevita, T'Q) come varietd fibrato tangente di Q , Q come
base del fibrato, e T,Q come fibra su x.

18



1.2.4 Sulla nozione di sistema dinamico come campo vetto-
riale

E ora possibile sistematizzare quanto introdotto in precedenza, a proposito
dell’interpretazione della meccanica classica come studio di trasformazioni,
dipendenti da un parametro nello spazio degli stati di un sistema, alla luce
dei concetti di varieta differenziale e di campo vettoriale.

Su una varieta M si definisce gruppo globale di trasformazioni ad un
parametro un’applicazione differenziabile:”

O : (t,x) € RxM — & (x) e M (1.18)
che soddisfa le seguenti condizioni:
1)VteR, ¢ & una mappa da M in M

2Vt,s € R, Vo € M, ®pi5(x) = (P10 ®P;) (2)

Attraverso queste definizioni, V o € M, I'applicazione ®; (zp) € una curva
differenziabile v di M, detta orbita o traiettoria di ® per zy. Inoltre I'ap-
plicazione X : M +— TM che associa il vettore tangente in = all’orbita
del gruppo passante per x ¢ un campo vettoriale differenziabile, che si dice
generatore infinitesimo di ®. In coordinate:

X, = (dq)

dt

9
to) () o (1.19)

e cio chiarisce che l'orbita vy : t +— &, (x) ¢ una curva integrale del campo.
Ad esempio, se M = R? , con coordinate (z,y) si puo considerare il gruppo:

dy : RxR? — R2

Oy (x,y) = (xcosf + ysinh, —xsinf + ycos 0) (1.20)

Come si puo esplicitamente calcolare, le orbite di questo gruppo sono cerchi
centrati nell’origine. Il generatore e il campo:

che & proprio il generatore dell’azione del gruppo delle rotazioni SO (2) sul
piano.

Parallelamente, si definisce gruppo locale di trasformazioni ad un parametro
un’applicazione:

O : I xU — Mconl = (—€,e) CReUCM (1.21)

9Qui, e nel seguito, le condizioni sulla continuitd o la derivabilitd di funzioni si inter-
preteranno come quelle delle funzioni espresse nel sistema di coordinate a cui possono
localmente ricondursi.
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per cui:
Wt el., & : © — P, (z) & un diffeomorfismo da U in &, (U)

2)ses,t,t+s € I, esexe®s(x) € U allora @ (Ps () = Prys ()

Il risultato importante, analogo ai teoremi sulla risolubilita di sistemi au-
tonomi di equazioni differenziali del primo ordine, & che si puo dimostrare
che:

se X ¢ un campo vettoriale differenziabile su M, allora V zy € M
esistono:

e un aperto U C M con xg € U
e un intervallo I, = (—¢,¢) C R

e un gruppo locale di trasformazioni a un parametro ® : I.xU — M
il cui generatore ¢ X

Inoltre, il campo vettoriale X si dice completose I. = R, e U = M, ovvero se
genera un gruppo globale di trasformazioni a un parametro. A questo pun-
to e possibile interpretare la meccanica classica in termini di una formaliz-
zazione dell’insieme degli stati di un sistema fisico come varieta differenziale,
e degli operatori U; : & — & come un gruppo globale di trasformazioni ad
un parametro su S, e pertanto equivalente ad un campo vettoriale completo
suS.

Poiche si & visto che un campo vettoriale ¢ associato ad un sistema di
equazioni differenziali del primo ordine, € in questa prospettiva che assume
un significato preciso la caratterizzazione dello spazio degli stati come di
quell’insieme in cui I’evoluzione temporale di un punto (cioe del valore delle
osservabili) sia univocamente determinata dalla legge dinamica. Cio com-
porta pure che ogni osservabile si potra assumere come rappresentato da
una funzione f da S in R. Per esso la legge infinitesima di evoluzione sara:

df  9f da®
dt  Oz¢ dt

cioe sara data dall’azione del campo dinamico su f. Tra le differenti for-
mulazioni sviluppate, quella piu naturalmente correlata alla formulazione
della dinamica quantistica e nota come poissoniana, ed & di essa che si
illustreranno le principali caratteristiche.

osservazione. Nel seguito si fara riferimento ad alcune nozioni di ge-
ometria differenziale, come quella di campi tensoriali su una varieta, di
derivazione di Lie, di calcolo esterno. Esse non sono state introdotte nel
testo, come invece quelle di varieta differenziale e di campo vettoriale, poiché
si possono considerare come strumenti per una piti compiuta formalizzazione
della teoria: alcuni elementari richiami, sufficienti per I'uso che se ne fara,
sono posti in appendice.

=X-f (1.22)
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1.2.5 Sulla definizione di parentesi di Poisson

Su una varieta M, nell’algebra F (M) delle funzioni reali, si definisce paren-
tesi di Poisson un’applicazione:

{3 F(M) xF (M) — F (M)
che sia:
e bilineare
e antisimmetrica

e che soddisfi 'identita di Jacobi:
{{f.gh. hy+{{g,n}, Y +{{h. f}, 9} =0

e ¢ che soddisfi la regola di Leibnitz rispetto alla struttura di algebra
associativa e commutativa definita dall’usuale prodotto di funzioni:

{fg,h} = flg,h} +{f h}g

In particolare,una struttura di Poisson si definisce regolare (o non degenere)
qualora la relazione {f,g} = 0Vg € F (M) implichi che f & costante.

Il primo, e pilt noto esempio di varieta di Poisson regolare & quello per
cui M = R*", e rispetto alle coordinate (¢%,p;) con i € 1,...,n, che nel for-
malismo canonico sono usati per descrivere le variabili posizione e impulso
di un sistema di punti materiali, si ha:

_9f 9 0f 9

Il fatto che questa applicazione soddisfi la cosiddetta regola di Leibnitz &
molto importante ed esistono infatti mappe bilineari, antisimmetriche, che
soddisfano I'identita di Jacobi (e quindi conferiscono ad F (M) una struttura
di algebra di Lie), per le quali essa non ¢ verificata.

Una di esse e data, nel caso in cui X sia un arbitrario campo vettoriale,
da (qui Ly definisce la derivazione di Lie lungo il campo X):

{f,9} = fLxg—gLxf (1.24)

Un calcolo esplicito mostra infatti che:

{fg,h}Y = fgLxh—hLx (fg)
= fgLxh—hfLxg—hgLxf

mentre:

flg.hY +{f.h} g = fgLxh— fhLxg+ gfLxh — ghLx f
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Invero questa proprieta permette di leggere, fissata una funzione f € F (M),
I’espressione:

{f} : F(M) — F (M)

come un operatore di derivazione su F (M), e quindi associare alla funzione
f un campo vettoriale Xy, attraverso la posizione: 1Y

Xy-g=1g [} (1.26)

I campi per cui esiste una funzione per la quale valga questa uguaglianza sono
detti hamiltoniani. Si dice, percio, che un sistema dinamico ammette una
descrizione in termini di una struttura di Poisson qualora esista una funzione,
detta appunto hamiltoniana, H, in virtu della quale il campo vettoriale, che
descrive il generatore infinitesimo delle traslazioni temporali, sia Xps.

Per 'evoluzione temporale di un’osservabile si pone:

df B
=Y = Ly, f (1.27)

L’associazione di un campo vettoriale ad una funzione definisce un anti-
omomorfismo fra algebre di Lie: quella delle funzioni sulla varieta rispetto
alla parentesi di Poisson e quella dei campi vettoriali sulla stessa varieta
rispetto al commutatore: !

(Xe, Xnl f = X_qomy f

Infatti, dalla definizione di commutatore di due campi vettoriali e di campo
hamiltoniano rispetto ad una parentesi di Poisson, si ha che:

(Xn, Xi]f = XpXif — XpXnf
{Xkf b} —{Xnf k}
= {{f.k}h} = {{f h}, K}
= {{f.kth}+{{n, [}, K}

10Cid che viene sottolineato con maggiore puntualitd in appendice & che un generico

. . . . m RN . .
operatore di derivazione D in }'(R ) , ciloe un operatore R-lineare per cui valga la

of
9zt

Xs-9 = {9 f} (1.25)

regola di Leibnitz, definisce un campo vettoriale: D (f) = D*(z)

118 definisce commutatore di due campi l'operatore differenziale in F (Rm)

[A,B]f = ABf—B-Af
,OBF ,0AR\ of
= (A oer B ax>ax
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e per I'identita di Jacobi questa espressione & proprio:!?

{f Ak, n}} =X iy f (1.28)

Rispetto ad un sistema di coordinate {{%}, le componenti di un campo
vettoriale sono I'immagine dell’operatore proprio sulle curve coordinate:

s 0
X = X 5
con:
X*(€) = X-¢
da cui:
a 0
Xy = {&" f} oea
e percio:

(0.1 = X/ (9) = 6.1} 5o

Parallelamente si puo sviluppare in tal senso ’espressione:

a _ ay _ _f¢b o¢a ﬁ
e ottenere: P of
_ g a ¢ VI
{gaf} - aga {§ 7§ }8€b (129)
Se si definisce una trasformazione sulle coordinate: n% = n® (£%) allora:
a by __ a b _ 877(1 s ¢t 87,'71)
oty = Gr @t ©) = GEEATE 0
cio significa che le quantita
A = (e, €% (1.31)

si trasformano come le componenti di un tensore 2 volte controvariante,
antisimmetrico:
0 0

o= oep
Quanto detto indica che la definizione di una struttura di parentesi di Pois-
son in F (M) & equivalente alla definizione di un tensore antisimmetrico, due
volte controvariante detto tensore di Poisson:

A (df,dg) = {f,g} (1.33)

12Pud essere interessante sottolineare che ’applicazione fra funzioni e campi vettoriali
definita attraverso:

A = AP (¢)

(1.32)

[ Xf-g={f9}

¢, invece, un omomorfismo.
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In questa forma, I'identita di Jacobi diventa:
0 0 0
Ask Aab) AS@ (Abk) Asb (Aka> =0 1.34
(geet™) + 2 (5gt™) + 4 (g (34

Puo essere utile considerare degli esempi.
Se M = R? con variabili (¢,p), la posizione

{g.,p} =1
da proprio:
(f.gy 00000100
9 9q0p  9p g
e, ancora, il campo vettoriale
0 0
X —=p— _g—
pf)q op

che descrive la dinamica dell’oscillatore armonico, ¢ hamiltoniano con:
1
n=30te)
2
Un altro e quello in cui si considerano i soli gradi di liberta di spin di
una particella in un campo magnetico B: se s's; = [2 = cost. (e cio significa
che M = S?, cio¢ & una sfera nello spazio tridimensionale) si pone:
{Saa Sb} = EabcSc
e se si sceglie H = 5B, le equazioni del moto sono:
O anRb
Sk = —EkabS B
Scritta nella notazione vettoriale, questa equazione assume la forma:

ds

— = _§AB
a - °

3 .
Ancora, se M = R e si pone:

{ZL’,y}:Z {y,z}zx {Z,l‘}:y

si ha una stuttura di Poisson degenere: se 72 = 22 4 y2 + 22, si puo calcolare
che {a(r),g} = 0 per ogni g.
Di particolare importanza e lo studio delle trasformazioni di M in se
stesso che lasciano invariata la struttura di Poisson.
Un’applicazione
b: M— M
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si dice di Poisson, o canonica, qualora:

{f,9}o® = {fo® g0} (1.35)

per ogni f e g in F (M)'3. Piu in generale, un gruppo a un parametro di
trasformazioni ®4 su M si definisce canonico quando:

LxA =0 (1.36)

se X e il generatore infinitesimo di ®;. Si puo provare che questa condizione
& equivalente a che:

e che, ancora, se un campo & hamiltoniano allora & canonico. Cio significa
che la dinamica puo essere letta come un gruppo (se il campo e completo)
0, piu in generale, come un insieme di trasformazioni canoniche.

E possibile ancora vedere che 'insieme dei campi hamiltoniani non esaurisce
I'insieme delle trasformazioni canoniche infinitesime. Utilizzando il tensore
A si puo associare ad ogni forma differenziale o un campo vettoriale:

Xo € X(M) se a € X" (M)

attraverso:
XoB = —A(o,8) VB e X" (M) (1.38)
in coordinate: ‘
(Xa) B = —A"auf (1.39)
da cui
(Xa)" = —A%aq (1.40)
si puo dimostrare che X, & canonico se e solo se
da (X7, Xg)=0 Vfeg € F(M) (1.41)
che in coordinate ha la forma:
duy : ;
335 [(do* @ da') - (Xp, X,) = (da' @ da*) - (Xp, X)) =0 (1.42)
ovVVero
Jav; s i i s
LX) ()~ (X (X)) =0 (1.43)

E interessante sottolineare che possono anche esistere, in generale, trasfor-
magzioni canoniche infinitesime, ovvero campi vettoriali che generano trasfor-
mazioni canoniche, che non sono associate a forme differenziali. Infatti, non
€ necessario che per ogni campo X canonico esista una 1-forma « per cui
X = X,: per convincersi di cid basta pensare al caso in cui la matrice Agp,
che rappresenta il tensore di Poisson, non sia invertibile.

13Un’analisi pili approfondita, in cui siano presenti le dimostrazioni di queste e di altre
affermazioni qui riportate, ¢ in [5].
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1.2.6 Dalla formulazione poissoniana a quella hamiltoniana

Come si e visto, attraverso il tensore di Poisson si & definita un’applicazione
fra X* (M) e X (M). Qualora la matrice A% sia invertibile punto per punto,
allora la stessa relazione:

XB=-Alax,) ¥YX €X(M),VBe X (M) (1.44)

stabilisce una mappa fra X (M) e X* (M), inversa della precedente. Utiliz-
zando questa biezione si puo definire una 2-forma:

w- (X,Y) = A (ax,ay) (1.45)
Questa espressione, scritta in coordinate, risulta:
wep XY = A%t (ax), (ay), (1.46)
secondo la definizione, questa relazione equivale a:
AFyy, = —6F (1.47)
percio
(ax); = X wa; (1.48)

(spesso si riporta questa biezione come applicazione f (diesis) e b (bemolle)

[1]:
X, = %

axEXb

La 2-forma cosi definita &€ non degenere, ed & possibile provare che 'identita
di Jacobi per il tensore di Poisson ¢ equivalente alla condizione dw = 0.

Cio significa che se M ha una struttura di Poisson non degenere allora
esiste una 2-forma chiusa non degenere: essa viene detta struttura simplet-
tica e M varieta simplettica. Su una varieta simplettica si definiscono campi
localmente hamiltoniani quelli per cui

Lxw =0 (1.49)

I campi localmente hamiltoniani sono quelli sulle cui orbite la struttura sim-
plettica resta costante, ovvero sono generatori di trasformazioni simplettiche.
Inoltre si ha che:

Lxw=0 < LXAZO (150)

Questo significa, in dettaglio, che I'insieme delle trasformazioni simplettiche,
coincide con quello delle trasformazioni canoniche, o di Poisson.
Dall’identita di Cartan:

Lxw=0 =
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ide —I—dixw =0 =
dixw =0

Questo chiarisce che sono detti globalmente hamiltoniani i campi per cui
esiste una funzione H tale che:

ixw=dH (1.51)
in coordinate: OH

ovvero quelli per cui la 1-forma ixw sia esatta e non solo chiusa.
Ad esempio, sulla varietd M = R*—{0}, cio¢ il piano privato dell’origine,
si ha che il campo vettoriale:

oz 0 y 9
224920z 224420y

¢ localmente hamiltoniano, ma non globalmente hamiltoniano. Infatti:

- _* 4 Yy
T 2242 Yy 22+ o2

iTw dz
e si puo provare che questa 1-forma € chiusa, ma non esatta: del resto, essa
e si chiusa, ma su un dominio non semplicemente connesso. Il lemma di
Poincare non e percio applicabile.

Per chiarire alcune questioni menzionate si puo studiare, in maggior
dettaglio, il caso in cui M = R? con coordinate (z,%) e le equazioni del
moto sono, con U = U (x):

T = vy
dU

yz—%

Questo campo vettoriale ha una formulazione poissoniana definendo:

{%,y}:1
y2

Infatti, le equazioni del moto si possono scrivere come:
t={xz,H} (1.53)
y=Ay,H} (1.54)

In particolare una trasformazione

o (v,y) — (T,9)
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€ canonica se e solo se

{z,9t =1
cioe: 5505 O 00
T oy T oy
g Zd q 1.
Oxrdy Oyox (1.55)

Il tensore di Poisson é:

0 g0 04590 (1.56)

A= 5% oy P

Questo e invertibile e la 2-forma simplettica e:
w=drdy—dy®dx =dxAdy (1.57)

La biezione descritta fra campi vettoriali e 1-forme assume la forma:

dr — — % i>da:
dy—h> 6% i>dy

o oU o
Xy=y—— —— 1.58
H=Yo: ~ bz oy ( )
e trasformarlo:
b oU
Xy = (dH)F (1.60)
e ancora, in modo equivalente:
ixyw = dH (1.61)

Un’ultima questione ¢ legata a quanto sia paradigmatico ’esempio proposto.
In essa si e ottenuta la 2-forma simplettica invertendo un particolare tensore
di Poisson. E pur ovvio che non tutte le strutture di Poisson invertibili danno
questa forma simplettica: ma si puo provare [1] (teorema di Darboux) che
per una arbitraria struttura simplettica (ovvero una 2-forma chiusa, non
degenere) esiste una trasformazione di coordinate che, localmente, trasforma
w nella forma canonica. In R?™:

w = da' A dy' (1.62)

Nelle coordinate canoniche il campo hamiltoniano associato alla funzione H
ha la forma:

_0H 0 0H 0
© Oy* Oz Oxo Oy

Xy (1.63)
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Se si puo identificare M = T*Q e (z,y) con (g, p) allora questa formu-
lazione coincide con quella, ben nota, in cui le ¢* sono lette come variabili
di posizione e le p, come variabili di momento. Inoltre ¢ interessante sot-
tolineare che il risultato del teorema di Darboux non si puo rendere globale
semplicemente considerando come varieta uno spazio vettoriale, come gia
fatto in tanti altri casi.

Infatti, se, ancora una volta si sceglie:

M = R?

con
w=¢e"dr Ndy

la trasformazione

porta a
w=dz N\dy

ma, come e chiaro, essa non ¢ biettiva su tutto R?: w assume la forma
canonica solo per & > 0.

Come ulteriore esempio, si puo considerare la struttura di Poisson tridi-
mensionale gia introdotta:

{z,y} =2 {y,z}=2 {zz}=y (1.64)

Si e detto che essa e degenere: in piu la matrice delle componenti di questo
tensore di Poisson ¢ antisimmetrica (per definizione) su uno spazio vetto-
riale R? a dimensione dispari, e percio necessariamente non invertibile: cio
chiarisce che tensori di Poisson non possono essere invertiti se non su varieta
di dimensioni pari.

Quanto delineato finora mostra che la formulazione hamiltoniana della
meccanica classica si puo interpretare come un sottocaso di quella poissoni-
ana su varieta a dimensione pari.

1.3 Su alcune nozioni di dinamica quantistica

La formulazione quantistica della dinamica di un sistema fisico si fonda
su delle assunzioni profondamente diverse da quelle su cui si poggia la
formulazione classica.

Ad un sistema fisico corrisponde uno spazio di Hilbert complesso, sepa-
rabile, H,: uno stato ¢ rappresentato da un elemento » € Hg detto, appun-
to, vettore di stato. Questa assunzione formalizza il cosiddetto principio di
sovrapposizione. Per esso si assume che nell’insieme degli stati di un sistema
quantistico ¢ possibile definire una struttura lineare in virtu della quale, se ¥
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e ¢ rappresentano due stati, ¢ uno stato fisicamente realizzabile pure quello
rappresentato da a¢ + 31, con a e 3 coefficienti in generale complessi.'

Ad ogni osservabile corrisponde un operatore autoaggiunto A, in H,.
Lo spettro dell’osservabile, cioe l'insieme dei valori che l'osservabile puo
assumere, corrisponde allo spettro, in senso matematico, dell’operatore A:
la misura dell’osservabile rappresentato dall’operatore A conduce ad una
distribuzione delle frequenze con cui i singoli valori sono misurati, definita
proprio sullo spettro di A. Essa dipende, chiaramente, dallo stato in cui si
trova il sistema. Cio che si assume e confrontare il valor medio di questa
distribuzione sperimentale col valore:

@®¢z@a%wf> (1.65)
e la dispersione con:
C(wl (A= @) e\
che & uguale a: A )
nd, ! (A= (D)v| Lo

Il

Questa assunzione implica che le predizioni delle teoria non cambiano se
lo stato e rappresentato da ¢ o da at), con « arbitrario numero complesso
non nullo: questa caratteristica viene riassunta dicendo che lo spazio degli
stati di un sistema quantistico ¢ in corrispondenza con Hs/C* detto anche
spazio dei raggi di Hs. L’insieme Hy/C* & detto quoziente di Hj rispetto a
C privato dello zero, ed ¢ I'insieme delle classi di equivalenza in cui H, viene
ripartito dalla relazione:

P~ IacCh iy =ap

Secondo questa definizione esistono stati per i quali la distribuzione dei valori
misurati per un’osservabile & caratterizzata dall’avere dispersione nulla!® :

AA =0 (1.68)

Essi sono detti autostati dell’osservabile rappresentato da fl, e si puo vedere
che sono rappresentati da stati ¢; per i quali e risolubile I'equazione agli
autovalori:

Ay = agp; (1.69)

141 analisi piti chiara delle esperienze che hanno portato all’ipotesi e poi alla formalizza-
zione di un principio di sovrapposizione lineare ¢ probabilmente nel testo di P.A.M. Dirac
The principles of Quantum Mechanics. [6]

5Per un richiamo delle principali nozioni di analisi funzionale relativi alla teoria degli
operatori lineari su uno spazio di Hilbert, cfr. [18].
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In questo caso:

(A)y; = a; (1.70)
In altre parole, il valor medio dell’osservabile, quando il sistema € in un
autostato, ¢ proprio uguale all’autovalore corrispondente.
Due osservabili sono detti compatibili quando sono rappresentati da ope-
ratori, A e B, il cui commutatore si annulla:

[A,B] = (AB - BA) =0 (1.71)

Nel caso in cui si scelga uno stato 1, normalizzato -cioe per cui || ¢ ||= 1- e
che appartenga all’intersezione:

Dom (A) N Dom (B) N Dom ([/i, E])
si puo provare che [16]:
AAAB> 1WA B]|)] (1.72)

Questa e l'espressione matematica della relazione di indeterminazione: se
due grandezze non sono compatibili esiste una correlazione fra le dispersioni
che caratterizzano le distribuzioni dei loro valori, misurati in uno stato. La
previsione teorica di un aumento della precisione con cui si stima il valor
medio dell’osservabile rappresentato da A in uno stato 1) comporta una
diminuzione di quella con cui si stima il valor medio di B , in quello stesso
stato.

L’evoluzione dinamica & descritta, in Hs/C*, da operatori U (t1,t0): se
¥ (tp) rappresenta lo stato al tempo ¢, allora:

A~

Y (t1) = U (t1,t0) ¥ (to) (1.73)

Per essi valgono le proprieta di composizione:
U (ta, 1) U (t1,t0) = U (t2, t0) (1.74)
U (to,t0) = 1 (1.75)

Cio che si assume € che ’evoluzione temporale quantistica sia rappresentata
da operatori per i quali:

[ (&) [ (E) 12 = (¥ (to) ¥ (t0))[? (1.76)

Questa relazione chiarisce che si definisce quantistica una dinamica in virtu
della quale resta costante il modulo del prodotto hermitiano fra vettori di
stato. Il teorema di Wigner [25] prova che una trasformazione 7 che la-
scia invariato il modulo del prodotto hermitiano fra raggi di uno spazio di
Hilbert e rappresentabile mediante un operatore unitario o antiunitario Ur
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su tutto lo spazio di Hilbert, e che su di esso risulta definito a meno di
un fattore di fase. Cido comporta che gli operatori U (t1,t0) possono essere
unitari o antiunitari: una naturale richiesta di continuita rispetto all’op-
eratore U (tg,to) = 1 forza ad assumere che la dinamica quantistica sia
rappresentata da operatori unitari, per cui:

UT (ty,t0) = U™t (t1,t0) = U (to, t1) (1.77)

Qualora U (t1,tp) dipenda solo dalla differenza t; — tog = 7 si dice che la
dinamica e invariante per traslazioni temporali: le proprieta di composizione
implicano che:

U(Tl)(?(TQ) = [7(7'1 —i—Tg) = U(TQ)U(TI) (1.78)

e quindi che U (7) € un gruppo a un parametro di operatori unitari. Il
teorema di Stone'® permette di ottenere una descrizione infinitesima del-
I’evoluzione temporale. Se:

7 o~

¥ (t) =U (t,to) ¥ (to) = eXP[*ﬁH (t —to0)]¥ (to) (1.79)

si ha che, per i vettori sui quali H ¢ definito:

o d -
ih=th (£) = Ho (1) (1.80)

Essa € detta equazione di Schrodinger.

Puo essere interessante, a conclusione di questa introduzione al forma-
lismo quantistico, sottolineare due aspetti assolutamente nuovi rispetto a
quello classico e assolutamente specifici.

Il primo e quello che I’algebra delle osservabili quantistiche & rappre-
sentato dall’insieme degli operatori autoaggiunti su Hs: diversamente dal-
I'insieme F (M), che descrive 1'algebra delle osservabili nella formulazione
classica, essa € non commutativa, e proprio grazie a questa sua caratteris-
tica e in grado di cogliere specifici aspetti del mondo quantistico, come il
principio di indeterminazione.

Il secondo e che quello della dinamica quantistica ¢ formulato come un
problema lineare: una corretta trattazione matematica € resa peculiare, e
complicata, dal fatto che e definito su spazi vettoriali a dimensione even-
tualmente infinita. Infatti, qualora si considerino sistemi le cui osservabili

6Per ogni numero reale ¢ sia U; un operatore unitario. Si supponga che (¢ | Upt) sia

una funzione continua di ¢ per tutti i vettori ¢» e ¢. Se Uo=1ecUU, = Ui+s per ogni t
itH

e s, allora esiste un unico operatore autoaggiunto H tale che U = ¢ per tuttii¢. Un

(0e-1)v
. it

t — 0; allora il vettore limite si definisce Ht. Inoltre se un operatore limitato commuta
con Uy allora commuta con H. Per una presentazione piut accurata, cfr. [18].

vettore ¥ € nel dominio di H se e solo se i vettori

convergono ad un limite per

32



permettono una formalizzazione su uno spazio degli stati a dimensione finita,
tuttii problemi sono esplicitamente risolubili: basta fare riferimento all’anal-
isi del solo osservabile di spin per una particella, o della polarizzazione per

un fotone.l?

1.3.1 Dalla rappresentazione di Schrodinger alla rappresen-
tazione di Heisenberg

Come si e piu volte esplicitamente sottolineato la dinamica si puo leggere
come un’evoluzione nello spazio degli stati, rispetto ad un parametro identifi-
cato con il tempo, a cui corrisponde un’evoluzione dei valori delle osservabili.
Nel formalismo quantistico questa impostazione ¢ detta rappresentazione
di Schrodinger: I'evoluzione di uno stato € descritta da un gruppo a un
parametro di operatori unitari generato da un operatore detto hamiltoniano:

7 o~
| 9(t)) = exp[—3 H (t = to)] | ¥ (to)) (1.81)
a cui corrisponde un’evoluzione del valor medio di un’osservabile:

(A = (WO | ALy (D) (1.82)

Le proprieta della struttura hermitiana permettono di scrivere:

WO IAlY@) = @OV AT 0)
= (W) [T @) AT (1) (0)

cio indica che, se si definisce:
A@t)=UT ) AU (t) (1.83)

si ha che: ) R
(A)yry = (A )y (0) (1.84)

Questa espressione chiarisce che si puo leggere ’evoluzione del valor medio
di un’osservabile non come implicitamente determinata dall’evoluzione di
uno stato, ma come un’evoluzione dell’operatore che descrive 1’osservabile,
rispetto ad uno stato che e fissato.

Si puo pure considerare la forma infinitesima di queste due relazioni. Si
vede che:

i A(t) = [A(t), H] (1.85)
ih%fl(t) — Ot )[4, B (1) (1.86)

17Sono proprio questi gli esempi proposti in molti testi introduttivi alla meccanica
quantistica, al fine di indurre a pensare in modo quantomeccanico: cfr., ad esempio,
[19].
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Questo modo di interpretare la dinamica quantistica ¢ detta rappresen-
tazione di Heisenberg: in essa, cioe, si assume che le variabili dinamiche
siano gli operatori che formalizzano le osservabili.

Le equazioni che rappresentano queste variabili richiamano, ancora una
volta, che il concetto di commutatore di due operatori riveste un ruolo
centrale nel formalismo quantistico. Dalla definizione:

A, B) = (AB - BA)
si vede che:

e [,:] : Op(Hs) xOp(Hs) +— Op(Hs) & un’applicazione bilineare, e
antisimmetrica.

o soddisfa l'identita di Jacobi:

[A, [Ba CA'H + [Bv [07‘4]] + [év [Av BH =0

e soddisfa la regola di Leibnitz rispetto all’operazione di composizione.
Un calcolo esplicito prova infatti che:

AB.C] = ABC - CAB
= ABC - ACB+ ACB - CAB
= A[B,C1+[A,C|B

Le proprieta del commutatore di due operatori sono analoghe a quella della
parentesi di Poisson di due funzioni definite su una varieta, qualora vengano
lette in termini algebrici. Entrambe sono bilineari e antisimmetriche, soddi-
sfano 'identita di Jacobi, e definiscono una derivazione rispetto al prodotto
associativo: quello puntuale, abeliano, fra funzioni, e quello, non abeliano,
della composizione fra operatori.

Questa analogia si puo naturalmente estendere alla forma delle equazioni
di evoluzione delle osservabili in ambito classico e quantistico:

Ty e (i
Una prima osservazione e rivolta alla presenza dell’unita immaginaria
nell’equazione di Heisenberg: essa si puo leggere come una conseguenza del
fatto che le osservabili quantistiche sono rappresentate da operatori autoag-
giunti, e che [A, B] & antiautoaggiunto. Invero una manipolazione formale
(ovvero un calcolo che prescinde dallo stretto rigore necessario nell’analisi
di operatori su spazi vettoriali a dimensione infinita) conduce a:

(AB - BA)' = —AB' 1 BTAT = BA- AB
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Parallelamente, i[fl, B] e, ancora almeno formalmente, autoaggiunto.

Una seconda osservazione é rivolta al problema di capire se esista, nel-
I’algebra degli operatori su uno spazio di Hilbert, una diversa definizione di
un’applicazione che abbia le proprieta del commutatore. In questa direzione
il risultato di Dirac & definitivo: egli provo'® che, se in un’algebra associativa
ma non commutativa, con a e b elementi dell’algebra 1’applicazione:

{a,b}

e bilineare, antisimmetrica, soddisfa l'identita di Jacobi e la regola di Leib-
nitz rispetto al prodotto associativo, allora € necessariamente

{a,b} = p(ab—b-a) (1.87)

con p un generico elemento che commuta con tutti gli elementi dell’algebra
(questo insieme viene detto centro dell’algebra). Se 'algebra in questione &
quella degli operatori su uno spazio di Hilbert si ha che il centro & formato
dai soli multipli dell’operatore identita, e percio un’arbitraria struttura di
commutatore & definita da:

{A,BY = pu[A,B] conpeC (1.88)

La richiesta che il commutatore di due operatori autoaggiunti sia autoag-
giunto porta a scegliere:

{A,BY =ia[A,B] conaeR (1.89)

Come si e visto in ambito classico, il fatto che una parentesi di Poisson
nell’algebra commutativa delle funzioni su una varieta soddisfi la proprieta
di derivazione rispetto al prodotto permette di scrivere che:

a ¢b 8f
{€.¢ }87517 (1.90)

dg
oca

{9,f} =

rispetto ad un sistema di coordinate, e percio che sia sufficiente definire
le quantita {£2, €%} per definire {g, f}. Qual ¢ il significato di una possi-
bile traduzione di cio in ambito quantistico? E possibile spingere ’analo-
gia formale fra le proprieta di una struttura di Poisson su una varieta e
quelle del commutatore nell’algebra degli operatori su H; fino ad ottenere
un’espressione simile in ambito quantistico?
Per provare a rispondere e preliminarmente necessario analizzare la nozione

di funzione di operatori.’® Dapprima si considera un operatore A, limitato,

18 a dimostrazione di questo risultato ¢ in appendice

19T ’analisi di questo tema non & assolutamente esaustiva: essa serve ad illustrare gli
aspetti piu direttamente legati allo sviluppo della trattazione. Per un approfondimento
[18].
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su Hs: cio e equivalente a dire che il suo dominio coincide con tutto H;.
Questo permette di definire:

A? = A.A

A3 = AAA
e in generale .

A =3 A

Essi sono limitati, e se A autoaggiunto, si puo provare che ogni operatore
ottenuto come potenza di A & autoaggiunto.
Allora se

f(z)= Z 2"
n=0

¢ una funzione analitica nella variabile reale z si puo ancora provare che
I'espressione » o2 ¢, A" definisce un operatore limitato: esso € pure au-
toaggiunto se i coefficienti ¢, sono reali. Risulta percio naturale definire:

f(A)::fian" (1.91)
n=0

e, piu in generale, considerare come funzioni di A tutte quelle esprimibili
come polinomi in A o come serie di potenze i cui coefficienti coincidono con
quelli dello sviluppo di funzioni con un raggio di convergenza non nullo.
E bene sottolineare che quest’analisi incontra notevoli difficolta se A non
e limitato: ad esempio, se Dom (/1) N Range (A) = (), allora A-A non si
puo definire, poicheé avrebbe dominio vuoto. Si possono ancora considerare
funzioni di un operatore A gli operatori che si ottengono come polinomi, o
serie di potenze di /Al, ma bisogna specificare di volta in volta quali siano
rigorosamente realizzabili: in generale funzioni di un operatore autoaggiunto
sono definite attraverso il ricorso alla teoria spettrale.

In seguito si analizza il problema di attribuire un significato a funzioni
di due (o piu) operatori: e questa dipende, in modo cruciale, dal fatto che
gli operatori commutino oppure no. Funzioni di operatori che commutano
possono effettivamente ottenersi estendendo quanto illustrato a proposito
del problema per un singolo operatore. Pero, in generale, ed ¢ il caso degli
operatori piu utilizzati in meccanica quantistica, si ha che: A-B #+ B-A.
Questa espressione gia indica che, pur quando siano stati compiutamente
studiati i problemi di una rigorosa definizione del prodotto di operatori, a
causa di una loro eventuale non limitatezza, assumere che funzioni di A
e B siano date da polinomi, ovvero somme e prodotti dei due operatori,
presuppone di considerare, caso per caso, ogni termine come caratterizzato
da uno specifico ordinamento. Ad esempio 'operatore:

A

AAB=A%B
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e diverso da:
A-B-A
ed e ancora diverso da:
B-A-A=B-A?

Essi coincidono quando A e B commutano e sempre solo se i loro domini
di definizione coincidono. E questa ’accezione nella quale si considerano
funzioni di operatori le espressioni nella forma di polinomi di essi.

Come nella formulazione hamiltoniana usuale della dinamica di un punto

materiale non soggetto a vincoli si assume che M = T*R3, che (qi, Ppi) sono
le variabili che formalizzano posizione e impulso della particella e che:

{qivpj} = 5;‘

cosi in ambito quantistico si assume che nello spazio di Hilbert degli stati
che descrivono la dinamica di una particella siano definiti degli operatori
autoaggiunti, detti canonici, per i quali valga:

[Qu, Q] = 0 (1.92)
[Qa. B] = ihdal (1.93)
[P, By = 0 (1.94)

incuia,b € 1...3

Essi vengono identificati con le componenti delle osservabili posizione e
impulso. Questa definizione caratterizza il ruolo di % nella teoria: esso ¢
messo in corrispondenza alla non commutativita del prodotto nell’insieme
delle osservabili quantistiche.

Puo essere interessante sottolineare che, anche nel formalismo classico,
la quantita {qi,pj} dovrebbe essere uguale ad una quantita che abbia le
dimensioni fisiche di un’azione: in quest’ottica, la differenza fra teoria clas-
sica e teoria quantistica e che in quest’ultima esiste una costante di natura,
proprio con le dimensioni di un’azione, sperimentalmente misurata. In al-
tri termini, & proprio il valore finito di questa costante che crea un mondo
irriducibilmente quantistico.

Se, come nel formalismo classico, si considerano come sole osservabili
quantistiche le funzioni di Qa e Pa, le espressioni:

NA (AR . OF

[QmF(Q]a j)] = Zhapa (1.95)
5 A (A B . OF

[Pa7F(Q]7P]>] = _Zha/\ (196)

a

si possono utilizzare per definire il significato di derivata di funzioni di
operatori, che non si era ancora introdotto. Semplicemente applicando la
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definizione si puo vedere che questa identificazione introduce un’operazione
che ha tutte le proprieta formali di una derivazione. Infatti:

[Qaaﬁ+ G] = [Qaap] + [Qayé] (1-97)
P .
= ih 8A —+ a—? (1.98)
oP, 0P,
e:
[P, F+G] = [P, F]+[P,,G] (1.99)
= —ih 6{? + 8? (1.100)
0Qq  0Qq
quindi questa operazione ¢ lineare; poi:
[Qaap'é] = F'[Qaaé] + [Qaaﬁ]'é (1-101)
= (29 L (2E) e (1.102)
0P, 0P,
e pure:
[payﬁ"é] = F'[pa>é]+[PmF]'é (1.103)

= —inE- ( oG ) —ih < or ) G (1.104)
90Qq 0Qq

percio soddisfa una regola a Leibnitz. E, ancora, ha immagine nulla sulle
costanti:
[Qa,c1] =0 (1.105)
[Py,c1] =0 (1.106)
Per chiarire alcuni di questi concetti si possono analizzare due esempi: (in

essi si considera, per non appesantire la notazione, giusto una coppia di
operatori canonici).

o se = QPQ allora proprio secondo la regola di Leibnitz:

Q0P = QPG
ihQ-Q
e pure:
PGPQ = QP.PO+P.OP
= —in(QP+PQ)
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Q. F) = ih(Q+Q)=2inQ
[P,F] = —ih(P+P)=—2ihP

Come mostrano questi esempi una regola di derivazione cosl definita da
risultati, sempre formalmente, analoghi a quelli che darebbe una definizione
intuitiva, qualora essa si ponesse estendendo le regole di derivazione nel-
I'insieme dei polinomi di variabili reali, con 'unica aggiuntiva, esplicita
prescrizione che, visto che quest’algebra ¢ non abeliana, questa regola di
derivazione rispetti I'ordinamento. Grazie a questa definizione:

Q) = Qult), ] (1.107)
7t i 0]:1 3
= ' (0)in o U (1) (1.108)

= ih <§H> (t) (1.109)

ih%ﬁa(t) = [P, (1), H] (1.110)
= —UT(t)ihaa{iU(t) (1.111)
- _m<§g () (1.112)
e pure:
d@um = 2 (1113
i) = —<§£Z ) (1114)

Quindi la posizione di una regola di commutazione fra operatori scelti come
fondamentali permette di scrivere le equazioni di evoluzione temporale a la
Heisenberg delle osservabili fondamentali rispetto ad una derivata di un ope-
ratore hamiltoniano, estendendo ’analogia con le equazioni della meccanica
classica. Nel parallelismo finora delineato fra la scrittura dell’evoluzione
temporale degli osservabili classici e quantistici & importante sottolineare
quale sia I'analogo del concetto di trasformazione canonica. Ad esempio, se
U & un operatore unitario:

Qu(t), B (1)] = [UT(1)QuU (1), UT (1) BU (¢)]
= UT(t)[QuB]U (t)
= ihdyl



e in generale, se S & un operatore invertibile:

QL) B) = Qs Py
Cio induce naturalmente a considerare queste trasformazioni come quelle

che lasciano invariata il valore del commutatore delle variabili canoniche e
quindi la forma delle equazioni del moto.
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Capitolo 2

Una digressione

2.1 Sulla nozione di sottospazio lagrangiano

In questa breve digressione si introdurra la nozione di sottospazio lagrangiano,
in seguito utilizzata per ’analisi del concetto di sistema di Weyl [13] [1].

Se (S,w) & uno spazio vettoriale simplettico di dimensioni pari, con
dim S = p = 2n, allora si definisce, per un sottospazio F' C S, il com-
plemento ortosimplettico FL-):

Fr@ —fye S : wv)=0vv e F}

In generale, il fatto che w sia una matrice antisimmetrica implica che I'in-
tersezione fra un sottospazio e il suo complemento ortosimplettico sia non
vuota:

FNF-© £
Un sottospazio F si dice isotropo rispetto a w se F C F-®) ovvero se
w(v,v)=0Vv,0 € F
Un sottospazio F si dice lagrangiano se:
F =F+@ (2.1)

E possibile dimostrare che F' ¢ un sottospazio lagrangiano se e solo se F' ¢
isotropo e dim F = dim F+®) = n. Inoltre si pud dimostrare pure che, se
F & lagrangiano, allora anche il complemento di F' rispetto alla nozione di
somma diretta, F, & lagrangiano, e si ha S = F @ F.

2.2 Sulla definizione di trasformata di Fourier sim-

plettica

In questa digressione si introdurra la nozione di trasformata di Fourier sim-
plettica, che & di centrale importanza nello studio del formalismo a la Weyl,
analizzato nel successivo capitolo.
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Come & noto, se f € L' (R, dx) si definisce trasformata di Fourier di f
la funzione:

O

e si puo provare che, qualora per f valga la condizione del Dini' allora vale
la relazione di antitrasformazione:

flw)em™

dr AT
\/TTT f(Ne

Il teorema di Plancherel chiarisce come si possa estendere il significato di
trasformata di Fourier alle funzioni in £2 (R, dz), in quanto non tutte le fun-
zioni a quadrato sommabile sono anche assolutamente integrabili, e definire
cosi un operatore unitario nello spazio di Hilbert H = £2 (R, dx): esso viene
solitamente indicato come:

fx) =

(Fr) W= = [ = ae (22)
Fla)= [ Fye (23)

V2r

Questa espressione indica chiaramente cio che viene di solito riassunto
dicendo che A e x sono variabili coniugate: in un’ottica pill strettamente
geometrica, si puo dire che la trasformata di Fourier ¢ definita da una rap-
presentazione unitaria del gruppo (R, +). Il fattore di fase nell’espressione
e si pud infatti leggere come 'immagine di z attraverso il funzionale
lineare A: questo comporta che si puo interpretare f come una funzione
definita sullo spazio duale a R, per cui, invero, R* = R.

Queste considerazioni possono naturalmente estendersi a funzioni def-
inite su un generico R™: per essere aderenti a quanto sard maggiormente
utilizzato si continuera questa analisi nell’insieme delle funzioni definite in

R2. Se f € £2 (RQ,da:dy> si ha:

Fn,€) = / N f (q,p) e~ tpe) (2.4)

f(a,p) /W/\/ﬂ pilan+p€) (2.5)

Proprio come si vede in questo caso specifico, si ha che ora si puo con-
siderare 7 come variabile coniugata a ¢ e £ coniugata a p: inoltre anche il

! f soddisfa la condizione del Dini se, per ogni punto z, esiste un intervallo (—4,d) per
cui & finito I'integrale:
" [fe ) — f (@)

u
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fattore di fase e!(971P8) si pud leggere come una rappresentazione unitaria
del gruppo (R2,+). Ma linterpretazione piu ricca di significati e quella
di considerare 1’elemento (gn + p§) come il prodotto scalare, rispetto alla
metrica euclidea su R?, fra i vettori di componenti (¢,p) e (1, €).

In questa prospettiva, se si considera R? come uno spazio vettoriale
simplettico, per ora rispetto alla struttura simplettica nella forma canonica
rappresentata da wp = dgAdp, si definisce trasformata di Fourier simplettica
della funzione f la funzione:

[l 7%

dove wpl(gq,p); (&, n)] indica 'immagine di wp sui vettori di componenti
(¢,p), (&,m). In questa definizione, come si vede, il ruolo della forma asso-
ciata alla struttura metrica viene svolto dalla forma associata alla struttura
simplettica. Cio comporta che ora:

e che quindi la possibilita di invertire questa relazione esiste, ed ¢ data da:

(B () (0,€) = fs (n,€) = (g,p) e~ "erlaPken] (2.6

£ (n, e~ wn((&m)i(a:p)] 2.8
Fan = [ o= [ A f 0 (28)
Quanto detto ha un’interpretazione geometrica molto puntuale. In uno
spazio vettoriale V una struttura metrica g e rappresentata da una 2-forma
simmetrica non degenere, e il prodotto scalare fra due vettori dall’immagine
di g su di essi. In componenti, rispetto ad un sistema di coordinate:

a-i = a*gpeu®

Questa scrittura evidenzia che il prodotto scalare si puo leggere pure come
I'immagine del vettore @ attraverso il funzionale lineare, cio¢ elemento di
V*, di componenti gisu®. In altri termini, il prodotto scalare si puo vedere
come 'azione di V* su V definita da g: in tal senso la trasformata di Fouri-
er viene definita da una rappresentazione unitaria di questa azione. Come
risulta evidente, nella trasformata di Fourier simplettica il ruolo della strut-
tura metrica viene svolto dalla struttura simplettica: questo comporta che,
seV=F@F,con F e F sottospazi lagrangiani, allora si ha che, identifican-
do V con V*, le coordinate in F' sono coniugate, nel significato illustrato,
a quelle in F. Questa condizione viene di solito riassunta dicendo che la
trasformata di Fourier simplettica manda un sottospazio lagrangiano nel
suo complemento.

Il significato precipuo di questa definizione si coglie estendendo ques-
ta analisi al caso in cui si consideri una generica struttura simplettica,
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costante, su R2. Se w & la matrice che la rappresenta, allora esiste sempre
una trasformazione T € Aut (Rz) per cui:

W = TthT

Se J =det T, si definisce trasformata di Fourier simplettica:

I3 J —iw H
fo 0.) = [ da [[dp_f (q.p) e loriEn) (2.9)
Attraverso una trasformazione di coordinate:

T:(q,p) — (z,k)

si ha:

f 1 - —iwp|(z,k);
fsr (0,€) = /dx/dk% (Fo™t) (w, k) e twnl@bT(En)

e percio si vede che:

For €)= (foT71) (T (1,€)) (2.10)

Questa relazione permette di chiarire che anche questa trasformata si puo
invertire. Infatti si ha:

f@mz/%/m €M@l f, (. ) (2.11)

Per provare questa relazione e sufficiente considerare ancora il cambiamento
di coordinate:

T:(&n) = (a,0)

per cui si ha che 'integrale al membro destro assume la forma:

Fop) = [ da [ dgentonTan (71 (5,0

Secondo la (2.10) si vede che esso ¢ uguale a:

_/da/dﬁe ol Tl (foT-1) (5,0)

Ma questa & proprio, per la (2.8):

= (for ") (T(a.p) =1 (a.p)

L’ultima questione ¢ legata allo studio del ruolo della trasformazione T.
Come ¢ evidente, essa non € univocamente determinata, fissata w: piu pre-
cisamente, essa ¢ definita a meno di una trasformazione simplettica lineare.
Pero una volta definita la trasformata di Fourier simplettica rispetto alla
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forma simplettica canonica si ¢ utilizzata, per definirla rispetto a strutture
simplettiche costanti ma non canoniche, proprio una trasformazione 1" che
la renda in forma normale.

Cosa accade se si compone T' con una generica trasformazione simplettica
lineare, cioe si considera la possibilita di definire:

Jor 0.8) = (fo e T)™) (UoT(1n,¢)) (2.12)

incui U € Sp (Rz)?
Se si valuta esplicitamente si vede che:

(foWon)™) (WoT(me) =
;r/dq/dp (foT_l o U—l) (q,p) - e wpll@psUeT(Em)

Definendo una trasformazione nelle variabili di integrazione proprio attraver-
so applicazione U:

(¢,p) = U (v, k)

si ha, poiche det U = 1, che l’espressione diviene:

1 4 —ieop[U(,k);U T (&)
_g/dg;/dk(foT )(m,k)e D

S /dx/d:v (f o T_l) (z, k) e~ “pl@R):T(En)]
27

in quanto:
wplU (,k) ;U o T (§,n)] = wpl(z, k); T (&,7)]

poiche U & simplettica. In conclusione si vede che:

(FoWon)™) WoTm&)=(foT) (T(n6) (213)

e questo chiarisce che la definizione posta non dipende da una specifica T,
ma solo dalla matrice che rappresenta w.

osservazione. A questo risultato si puo dare anche un’interpretazione geo-
metrica piu stringente: cio che si é visto é che, se ¢ € Sp <R2>, allora:

(Bs(foo™!)) oo =FEf

Ma secondo la definizione di push-forward indotto dalla trasformazione ¢
nell’insieme F (]R2) si ha:

Guf = fo Cb_l
e percio la relazione si esprime come:
Fy (¢sf) = ¢x (st) (2.14)
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Capitolo 3

Sul formalismo a la
Weyl-Wigner

3.1 Unrn’introduzione all’interpretazione della mec-
canica classica come limite della meccanica quan-
tistica

Nella seconda parte del capitolo precedente si sono tracciati i caratteri dis-
tintivi del formalismo quantistico. In particolare, si ¢ sottolineato come
sia stato costruito, per quanto fosse possibile, al fine di rendere esplicita la
pit ampia analogia con quello classico. Ma qual e il significato di questa
analogia?

Come ¢ gia stato sottolineato, la meccanica quantistica e stata introdotta
come soluzione al fallimento dei tentativi di ottenere stime teoriche, per le
misure delle grandezze osservabili, attraverso una modellizzazione classica
per sistemi fisici delle dimensioni atomiche e molecolari. E altrettanto chiaro
che la meccanica classica fornisce una buonissima descrizione per la dinamica
di sistemi, rispetto a questi ultimi, macroscopici: basti pensare, e la genera-
lizzazione relativistica non ne sminuisce affatto il significato, allo studio dei
problemi di dinamica celeste.

Il ruolo di unita di misura rispetto al quale confrontare un particolare
sistema al fine di attribuirgli una natura macroscopica o microscopica, e
quindi studiarlo attraverso criteri classici o quantistici, e interpretato dalla
costante di Planck, A: ¢ il valore finito di questa a creare, definitivamente, un
mondo quantistico. Ma, allora, diviene naturale assumere che la meccanica
classica si possa leggere come un caso limite di quella quantistica, e che il
significato di questo limite & proprio ricondotto al peso che ha, in ogni caso
specifico, il valore di A.

In quest’ottica, il valore dell’analogia introdotta risiede nel tentativo di
sviluppare un formalismo quantistico che si riduca a quello classico, come
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usualmente si dice, nel limite per A — 0, cioe nella direzione in cui il peso
di A diviene sempre piu trascurabile.

Questi argomenti permettono di leggere, ad esempio, piti compiutamente
il significato della definizione, nell’insieme delle osservabili quantistiche as-
sociato alla dinamica di una particella, di operatori canonici come quelli
che soddisfano una peculiare regola di commutazione. Limite classico puo
essere infatti interpretato in modo esplicito: per esso l'algebra delle osserva-
bili di questo sistema diviene commutativa, riacquistando quindi una delle
caratteristiche specifiche della formalizzazione classica.

In questa prospettiva, inoltre, acquista un significato effettivo il tema
della quantizzazione di un sistema dinamico classico. Qual ¢ il modo di
formalizzare le osservabili di uno specifico sistema quantistico? Come asso-
ciare ad un osservabile un operatore autoaggiunto, il cui spettro rappresenti
Iinsieme dei risultati delle misure?

Esistono dei sistemi caratterizzati da osservabili che non hanno con-
troparte classica: si pensi ad esempio allo spin delle particelle, che non &
riconducibile ad una dinamica classica di punto materiale. Invero, per le
osservabili quantistiche pure classicamente realizzabili, si e ipotizzato un
principio di corrispondenza. Si definiscono degli operatori canonici attraver-
so regole di commutazione mutuate dalla struttura di Poisson sullo spazio
in cui e formalizzata la dinamica classica, e si assume che ogni osservabile
sia funzione di questi operatori, col vincolo che, nel limite classico in cui
I’algebra a cui appartengono diviene commutativa, questa funzione si riduce
alla funzione che classicamente formalizza 1’osservabile corrispondente. E
evidente quanto questa procedura sia ambigua: per provare ad analizzare
sia il problema della quantizzazione di un sistema classico, che quello del
limite classico di un sistema quantistico, si sviluppa cio che ¢ stato indicato
come formalismo a la Weyl-Wigner.

Per iniziare ad esaminare il tema della quantizzazione di un sistema di-
namico classico la prima parte di questo capitolo e dedicata all’introduzione
della nozione di sistema di Weyl. Come & noto, uno dei principali problemi
delle usuali procedure di quantizzazione, legate alla definizione di opera-
tori che soddisfano a regole di commutazione canoniche, ¢ rappresentato dal
fatto che essi non sono limitati. Un sistema di Weyl & un’applicazione che
associa ad un vettore in uno spazio lineare un operatore unitario, quindi lim-
itato: il dettaglio dell’analisi permette di chiarire che un sistema di Weyl e
legato alla struttura simplettica definita sullo spazio vettoriale. Grazie a cio
¢ possibile leggere gli operatori che rappresentano le osservabili canoniche,
solitamente posizione ed impulso per un sistema di particelle, come genera-
tori di opportuni gruppi ad un parametro di operatori unitari, ed ottenere
cosi una caratterizzazione delle regole di commutazione a cui sono soggetti
senza introdurre le difficolta dovute ad una eventuale non limitatezza.

L’analisi prosegue con lo studio della natura di questa rappresentazione
per trasformazioni indotte attraverso trasformazioni definite sullo spazio vet-
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toriale simplettico in esame. Questo € un tema molto interessante. Infatti,
qualora per un sistema dinamico classico lo spazio degli stati sia descrit-
to da uno spazio vettoriale, ’evoluzione temporale si puo leggere come un
gruppo di trasformazioni canoniche su di esso, secondo quanto sviluppato
nel capitolo precedente. Cio che viene analizzato in dettaglio € il modo at-
traverso il quale queste trasformazioni, nel caso specifico in cui siano lineari,
possano essere rappresentate, attraverso le proprieta di un sistema di Weyl,
in ambito quantistico. In questo modo ¢ possibile definire una procedura di
quantizzazione per sistemi dinamici classici lineari.

L’analisi diviene poi del tutto originale nell’estensione ai casi di siste-
mi dinamici classici lineari hamiltoniani rispetto a strutture simplettiche
costanti, arbitrarie. In dettaglio, si ¢ delineata una procedura di quantiz-
zazione per la dinamica di una particella carica in un campo magnetico
costante. Cio che ¢ peculiare di questa procedura ¢ che essa non fa rifer-
imento alla solita prescrizione dell’accoppiamento minimale, che introduce
nella quantizzazione in modo esplicito il potenziale vettore del campo mag-
netico, e quindi un’ambiguita dovuta alla simmetria dettata dall’invarianza
di gauge. Invero questa ambiguita viene riscoperta attraverso lo studio dei
problemi di equivarianza insiti nella definizione di sistema di Weyl.

La seconda parte di questo capitolo ¢ dedicata allo studio della nozione
di mappa di Weyl e di Wigner, che rivestono un ruolo di centrale importanza
in questo lavoro.

La mappa di Weyl e un’applicazione che associa, ad un elemento dell’al-
gebra classica delle funzioni definite su uno spazio vettoriale, un operatore
in uno spazio di Hilbert. Le sue proprieta fanno si che essa possa essere
letta come un tentativo di quantizzazione. In particolare questa mappa ¢ in
grado di formalizzare compiutamente, attraverso I'introduzione di un oppor-
tuno fattore, detto peso, un altro dei gravi problemi presentato dalle solite
procedure di quantizzazione, quello del, cosiddetto, ordinamento.

Esso & infatti un’altra conseguenza della differenza fra la commutativita
dell’algebra delle osservabili classiche e la non commutativita dell’algebra
delle osservabili quantistiche. Giusto come chiarimento: all’osservabile clas-
sico rappresentato dalla funzione f = ¢%p? quale operatore quantistico cor-
risponde? Forse ]5@2?? Oppure % (QQPQ + ]52@2)? Quello che si mostra
¢ che la mappa di Weyl definisce un formalismo in grado di affrontare in
modo corretto questo problema.

Lo studio della mappa di Wigner, inversa della mappa di Weyl, permette
di definire, nell’insieme delle funzioni che rappresentano le osservabili di un
sistema classico, una nuova struttura di prodotto, gia detto prodotto star,
o di Moyal. Esso € non commutativo, e cido permette di definire una for-
mulazione delle equazioni della dinamica quantistica in termini di equazioni
nell’insieme delle funzioni rispetto a questo nuovo prodotto. Cio che & asso-
lutamente interessante e che questo prodotto dipende esplicitamente da h,
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e si riduce, nel limite in cui A — 0, al prodotto usuale. In questo senso e
considerato una deformazione di quello usuale. In queste sezioni, allora e
analizzato in quali significati questa proprieta permetta di costruire un for-
malismo per la dinamica quantistica in cui sia esplicitamente riconoscibile
il tema del limite classico. Per cercare di definire correttamente i termini
di questo problema, il capitolo si chiude con un’analisi delle proprieta di
trasformazione di questa mappa rispetto a trasformazioni nello spazio vet-
toriale su cui sono definite, e di possibili nozioni di equivalenza fra differenti
prodotti deformati.

3.2 Sulla definizione di sistema di Weyl

Come si ¢ visto, la possibilita di formulare le equazioni che descrivono

I’evoluzione delle osservabili quantistiche, lette come variabili dinamiche

nella rappresentazione di Heisenberg, e dei valori medi, in modo molto

somigliante a quelle che descrivono ’evoluzione delle osservabili classiche,

si fonda sulla definizione delle regole di commutazione canoniche.
Un’analisi pit attenta rivela che una relazione del tipo:

[Q,P] =inl (3.1)

deve essere letta con stretto rigore, oppure conduce rapidamente a delle
incongruenze: il teorema di Wintner prova che se due operatori autoaggiunti
soddisfano questa regola di commutazione allora almeno uno di essi € non
limitato. Dalla definizione di commutatore e dalla (3.1) si ha che:

[Q", P] = ilmQ™""

e quindi, se entrambi gli operatori fossero limitati, da questa relazione si
avrebbe, considerando la norma:

| Q"P — PQ™ |=hn || Q" " |
Dalla disuguaglianza triangolare si ha:
| QB — PQ" =] Q"B+ (~PQ") I<| Q"B || + | PQ" <2 | Q"] P |
Quindi:
Q<2 PR I<2] PIIQI Q"
da cui, per n € N si avrebbe:
A A nh
Qe

Cio e assurdo: percio almeno uno di essi € non limitato. Questo significa che
il membro di sinistra della relazione (3.1) non ha come dominio di definizione
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I'intero spazio di Hilbert, mentre il membro di destra si, essendo multiplo
dell’operatore identita. Questo chiarisce esplicitamente che un’uguaglianza
in cui ¢ presente un commutatore vale solo sul sottoinsieme di H su cui esso
¢ definito.

Per evitare che il formalismo quantistico fosse basato sulla nozione di
operatori non limitati, Weyl [22] propose di considerare un’applicazione
da uno spazio vettoriale reale, in cui sia definita una struttura simplettica
costante w, (cio¢ propriamente invariante per traslazioni) all’insieme degli
operatori unitari su un’opportuno spazio di Hilbert.

W :S w— U(H) (3.2)
con
e W continua in senso forte!

esezc S

W(z+2)=W ()W () ez (=) (3.3)

da cui: _ R R
W (2) W (2') = en“ @)W () W (2) (3.4)

Come si vede, questa applicazione, detta sistema di Weyl, ¢ una rappresen-
tazione unitaria proiettiva dello spazio vettoriale S, in cui i fattori di fase
di essa sono legati alla struttura simplettica, sullo spazio di Hilbert H? . Se
si considera S = R?, con coordinate in cui z = (¢,p) e w = dg A dp, queste
definizioni si riducono a:

W ((g:p) + (¢9) = W (g, p) W (¢, p/) e~ 75 (@' =4'P) (3.5)

Oovvero:

W (q,p) W (¢, p) = ex @ ~9PIV (¢, /) W (¢, ) (3.6)

!Nell’insieme degli operatori su uno spazio di Hilbert H, si dice che una successione di
operatori T, converge in senso forte a T se limy—oo || Tng — T'¢ ||= 0 per ogni ¢ € H. Cid
significa che, nella definizione di W, la richiesta di continuita forte corrisponde a che :

lim || W () = W (z0) ||= 0
z—2z0
qualora z — zp nello spazio vettoriale S.

2A rigore, un sistema di Weyl & una rappresentazione unitaria proiettiva dell’azione del
gruppo delle traslazioni, identificato da uno spazio vettoriale S, su una varieta. Nell’analisi
che segue si considerera come varieta proprio lo spazio vettoriale S, e cio permettera, a
prezzo di un piccolo abuso, di asserire che un sistema di Weyl ¢ una rappresentazione
unitaria proiettiva di uno spazio vettoriale. Questa distinzione ¢ perd importante, perche,
nel capitolo di conclusioni, si sviluppera proprio il tema dell’azione di un gruppo delle
traslazioni su uno spazio vettoriale S, senza che sia possibile identificare il gruppo delle
traslazioni con lo spazio S.
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Grazie alla nozione di sottospazio lagrangiano se ne puo dare un’ulteriore
caratterizzazione. Se:

S=851®85, con w/S1=0;w/5 =0
per cui ogni vettore z si pud decomporre in modo univoco:
_ ! ! /
z2=21Dz e 2z =21D 2

allora, dalla definizione:

3

W (z+2)=W ()W () e 2= (3.7)

si considerano U e V' le restrizioni di W ai due sottospazi:

U:8S — U((H)
U=W/S (3.8)
€ pure: .
VS, — U(H)
V=W/S, (3.9)

Siccome w si annulla su ogni sottospazio lagrangiano si ha che:

(:J(Z1+21) = I:J(zl)l:f(Z’l) (3.10)
Vi(ze+25) = V(z)V(z) (3.11)

mentre: ,
U (21)V (22) = enG12)V (25) U (21) (3.12)

Quindi un sistema di Weyl ristretto ad ognuno dei due sottospazi lagrangiani
su cui e definito, costituisce una rappresentazione unitaria, fedele, abeliana,
di essi.

Viceversa, se si definiscono UeV due rappresentazioni unitarie, abeliane,
fedeli, continue in senso forte, di due sottospazi lagrangiani di uno spazio
vettoriale simplettico, con la proprieta:

i

U(21)V (22) = er®Cr2)V () U (21)

e si definisce ancora:

W (2) = e 3G (1) V (20) (3.13)

allora si prova che W (z) & un sistema di Weyl.?

3La dimostrazione & in appendice.
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In dettaglio, su un sottospazio unidimensionale, se a e § sono scalari
reali e z € S si ha:

W (az) W (82) = W ((a + ) 2) (3.14)

percio 144 (az) & un gruppo ad un parametro, rispetto ad «, di operatori
unitari, continuo in senso forte: il teorema di Stone allora permette di con-
siderarlo come I’esponenziale di un operatore autoaggiunto, qui indicato con
G (z) per specificare che dipende dal vettore che si usa come base di questo
sottospazio:

A

W (az) = e¢E)/h (3.15)

Inoltre: . .
W (afz) = e@¢B2)/h (3.16)

e se a = 1 questa relazione diviene:
W (Bz) = eC(B2)/h (3.17)

(qui & cruciale che, in uno spazio vettoriale, (af)z = «a(8z) ). Ma si ha
pure:

W (82) = PG (3.18)

e quindi un confronto indica che, a meno di aggiungere ad essi operatori del
tipo 2whnl, con n intero:

G (82) = BG (2) (3.19)
Questi generatori hanno delle importanti proprieta. Dalla relazione:
W (a2) W (82) = en*@=0W (82/) W (az) (3.20)
si ha che:
o10G(2) /1 iBG() [l _ ofaBw(z,2) 4iBG(2') /h ial(z)/h (3.21)

Questo chiarisce che, nell’approccio alla Weyl, ad ogni sottospazio monodi-
mensionale di uno spazio vettoriale simplettico corrisponde un gruppo a un
parametro di operatori unitari, percio non soggetti a problemi di illimitatez-
za. Questa relazione si puo leggere come la versione globale, in termini
di operatori limitati, delle regole di commutazione che soddisfano i genera-
tori infinitesimi, che sono operatori autoaggiunti eventualmente non limitati.
Infatti, se si considerano « e 3 infinitesimi si ha:

[ +iaG(2) /h+o(a?)] - M+iBG () /h+o(8)] =
(1 +iw (z,2") aB/h+ o ((aﬂ)2)> [1+48G () /h+o (52)]-[1 +iaG (2) /h+ o0 (oz2)]
e uguagliando i termini di ordine uguale in « e 3:

(G (2),G ()] = —ihw (2,2') 1 (3.22)
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3.2.1 Sulla rappresentazione a la Von Neumann

Nell’esempio di S = RQ, sempre rispetto alla struttura simplettica canonica
in un sistema di coordinate alla Darboux, con w = dg A dp si considera:

(¢,p) = (¢,0)®(0,p)
= Q(170)@p(071)

e questa decomposizione € univoca una volta scelti i due sottospazi la-
grangiani in R?:
(¢:p) = (4,0) & (0,p)

Percio:
W (¢,p) = W ((g,0) + (0,p)) = W (¢,0) -W (0,p) e~ 2% (3.23)
e A~ ~ ~
W (g+4,0) =W (q,0)W (¢,0) (3.24)
W (0,p+p') = W (0,p) W (0,p) (3.25)
e quindi si definisce: o
W (g,0) = er®” (3.26)
W (0,p) = e#PQ (3.27)

(ovvero si ¢ identificato, secondo le notazioni gia introdotte: G (0,1) = Q e
G (1,0) = P). Attraverso la formula di Baker-Hausdorff* da queste posizioni

si ha che: R o
W (g,p) = eilaPHeQ)/n (3.28)

Questa scrittura ¢ perod ancora formale: non si ¢ data una realizzazione
esplicita di questi operatori, ma se ne sono solo analizzate delle proprieta.
La soluzione esplicita che viene presentata ¢ detta rappresentazione a la
Von Neumann. Si considera come spazio di Hilbert quello delle funzioni a
quadrato sommabile sulla retta, secondo la misura di Lebesgue invariante
per traslazioni, H = £2? (R, dz) e si definiscono:

(T @) @) =v@+aq) (3:29)

(V@) v) (@) = €™/ (x) (3.30)

4In un’algebra associativa, non commutativa, con e® = ZZO:O ‘L—’T e [a,b] = ab—ba , se
[a,[a,b]] =0 e [b,[a,b]] =0 allora si ha:

6a+b — eaebef[a,b]/2
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Come & provato in appendice, U (q) e 1% (p) sono due gruppi a un parametro
di operatori unitari per i quali:

(T @V @)v) (@) = er @0 (V (5) U (q) ) () (3:31)

in cui w((q,0);(0,p)) indica per esteso 'immagine attraverso la 2-forma
simplettica dei vettori di componenti (¢,0) e (0,p). Percio:

W(a.p)=U()V (p)e '@/ (3.32)
definisce un sistema di Weyl.
Se si pone: )
U (q) = e'at/h (3.33)
V(p) = /" (3.34)

allora l’espressione ha ora un significato rigoroso® :

W (g,p) = /a7 47Q)/n

(W (,0) ) (2) = e~ B Perrlt Dy (z) (3.35)
Restringendo opportunamente i domini e considerando p e ¢ infinitesimi, si
ha :
A L dy
(Py) (z) = —ih (3.36)
(Q¢) (@) = 20 (@) (3.37)

che sono le note forme degli operatori che descrivono le osservabili impulso
e posizione nella meccanica ondulatoria.

Il risultato fondamentale ¢ noto [21], [11], come teorema di Von Neu-
mann: se U (q) e 1% (p) sono gruppi a un parametro, continui in senso forte,
di operatori unitari, che definiscono una rappresentazione irriducibile delle
regole di commutazione a la Weyl:

U@V (p) ="V (p) U (g)
su uno spazio di Hilbert H, allora esiste una trasformazione isometrica:

T :H - (£2(R,dv))

5Per convincersi che W (g,p) € un operatore unitario basta valutare:

(W (q,p) 6|W (q,p) %)

Questa espressione € uguale a:

/dx ¢* (x) P (1;) e—ﬁqpe%p(m-&-q)eﬁqpe—%lﬂ(mﬁl) — /dx ¢* (1:) ¥ (w) — <¢|¢>
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in virtu della quale:
(TU (@) T~'¢) () =¥ (z + ) (3.38)

(TV () T7'9) (2) = /™ (a) (3.39)

Questo teorema prova, in altre parole, che ogni soluzione delle regole di
commutazione alla Weyl & unitariamente equivalente a quella di Schrédinger,
che si considera, percio, come paradigmatica.

3.2.2 Trasformazioni unitarie associate a trasformazioni sim-
plettiche: una quantizzazione per dinamiche classiche
lineari

Nella forma in cui e stato posto, un sistema di Weyl & una rappresentazione
proiettiva di uno spazio vettoriale, nella quale i fattori proiettivi dipendono
dalla struttura simplettica su esso definita. Sorge cosi, in modo naturale, il
problema di studiare la natura di questa rappresentazione, rispetto a trasfor-
mazioni su S, in prima analisi lineari (cioe che conservano la struttura lin-
eare di spazio vettoriale) e simplettiche (ovvero che preservano la forma del
tensore w, qui assunto canonico).
Una trasformazione lineare invertibile su .S e simplettica se:

w(Tz,TZ) =wl(z2)

allora, se T' € Sp(S,w), si considera:

W (Tz+T2) =W (T2) W (T?) e 2r(T2T2) (3.40)
e si ha: R R R _
W (T (2 +2)) = W (T2) W (T2') e~ 2= (3.41)
Allora si puo definire: R R
W (Tz) =Wr(2) (3.42)
e si ottiene: R R R _
W (Z + Z/) =Wr (Z) W (Z/) 67270’)('2’2 ) (3.43)

Questo significa che W & un nuovo sistema di Weyl, in quanto i fattori di
fase della rappresentazione sono descritti dalla stessa struttura simplettica,
e percio € unitariamente equivalente a W(z) Quindi a T si associa un
automorfismo:

vr :U(H) — U (H)

attraverso:

~

W (T2) = vr (W (2)) (3.44)
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Esso puo essere scritto come una coniugazione:
vr (W (2)) = Up'W (2) Ur (3.45)

in cui (7T ¢ una trasformazione unitaria.

Infatti, & possibile dimostrare che ogni automorfismo per il gruppo degli
operatori unitari su uno spazio di Hilbert & realizzabile come coniugazione
proprio attraverso un operatore unitario.

Per esemplificare il fatto che questa equivarianza dei sistemi di Weyl
rispetto al gruppo lineare simplettico € di notevole interesse, si possono
studiare i casi in cui le trasformazioni sono quelle che descrivono ’evoluzione
di una dinamica, su ]Rz, hamiltoniana e lineare. Come primo esempio si
considera la dinamica di particella libera: le equazioni del moto sono

mq =p
p=0
Il campo X = %8% ¢ hamiltoniano e una delle hamiltoniane possibili &

H= %. Le orbite passanti per ¢ (0) e p (0), scelto come dato iniziale, sono:

0()=q(0) + 2

p(t)=p(0)
Questo equivale a studiare un gruppo a un parametro di trasformazioni
lineari simplettiche. In coordinate, ’azione di questo gruppo su R? ¢ dato
da:
q

P (o) !

(3.46)

1 L
“lo 1
Dalla definizione si ha che:

~ A~

Wew (¢,p) = WI(F (@) (gp))
_ b la@Prp(t)Q)
—  erllatip)PpQ)
%

e laP+p(5 P+Q)]

e allora si introducono dei generatori trasformati, per cui questa espressione
coincide con:

Wy (¢,p) = enlaPro+rQro)] (3.47)
ovvero: R )
¢ ¢
Von =Q+ —P 4
Gry =@+ = (3.49)



Dal fatto che questo sistema di Weyl & unitariamente equivalente a quel-
lo di partenza, ovvero che le trasformazioni Wg), per valori diversi del
parametro, cioé a tempi diversi, sono unitariamente equivalenti, si ha che
esistono degli operatori F' (t) per i quali:

etPro/h = ft(4) PR (1) (3.50)

ePQro/h = ft (1) PQ/R fo (1) (3.51)

Le proprieta di composizione delle trasformazioni F' (t), che rappresentano
I’evoluzione dinamica classica si riflettono in una analoga per gli operatori
unitari F'(¢). Si ha infatti che:

F(t+s)=F(t)-F(s)=F(s)-F(t) (3.52)

Percio (ancora una volta grazie al teorema di Stone) esiste un operatore
autoaggiunto per cui: A
F (t) = e~ tHrt/h (3.53)

e le relazioni precedenti divengono:

oiaPrwy/h —  GiHpt/hiaP/h—~iHpt/h 3.54
GPQr/h —  Gillpt/hipQ/h —~iHpt/h (3.55)
In dettaglio:
eiqﬁ/h _ eiﬁpt/heiqp/hefiﬁlpt/h (3.56)
oP(Q+P)/h _  iHpt/h,ipQ/h,~iHpt/h (3.57)

Dalla prima di queste si ha che:
[P, Hp] =0 (3.58)
mentre dalla seconda, considerando ¢ e t infinitesimi, si ha:
th

(Q,Hp] = EP (3.59)

Se si assume che I'operatore Hp sia un polinomio in P e ) queste relazioni
conducono, a meno di un operatore multiplo dell’identita, a:

Hp = —P? (3.60)
Infatti si puo considerare

iy = aP? + 802 + (QP + PQ)
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(Si escludono per Hp polinomi di grado n # 2 poiche, come illustrato
nel capitolo precedente, il commutatore fra () o P ed un simile operatore
conduce ad un operatore che & un polinomio di grado n — 1). In dettaglio:

[Q,Hr) = a[Q, P’ ++[Q,QP + PQ]
= 2ihaP + 2ihyQ
€
[P,Hp] = BIP,Q*+~[P,QP + PQ)

= —2hBQ — 2ihy P

e un confronto da: .
=0 =0 a=_—
2m

Cio che questa presentazione illustra e che, attraverso il formalismo dei si-
stemi di Weyl, si ottiene un operatore hermitiano che genera 1’evoluzione
temporale degli operatori canonici che descrivono ’analogo quantistico di
un opportuno sistema classico. Questo porta, in modo naturale, a definire
Hp come operatore hamiltoniano che formalizza la dinamica quantistica di
una particella libera: ¢ degno di nota che questo operatore sia proprio quello
che viene assunto in meccanica ondulatoria.

Un discorso analogo si puo condurre per le trasformazioni lineari sim-
plettiche che descrivono la dinamica classica di un oscillatore armonico. Il
campo vettoriale associato ad essa e:

X=——=-— mwzq2
m 0q dp
Questo ha come hamiltoniana (sempre rispetto alla struttura simplettica
nella forma canonica) la funzione:

2 2
P mw’ o
H=—+ —
2m+ 2 7

e genera un gruppo a un parametro di trasformazioni lineari le cui orbite
SONO:

sin wt
t) =¢q(0 t—p(0 3.61
1(t) = (0) coswt — p(0) T (3.61)
p(t) = p(0)coswt — q (0) mwsinwt (3.62)
Allora, se si definiscono, proprio come fatto in precedenza:
Wag (a:0) = W (g (t) ,p (1)) (3.63)
e pure:
R A sinwt ~
= t P .64
Qa(r) = (coswt) @ + ——— (3.64)
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Py = — (mwsinwt) Q + (coswt) P (3.65)

si puo vedere che l'operatore hermitiano che genera le trasformazioni che
implementano la relazione di equivalenza unitaria fra i gruppi generati da

questi operatori e:

A 1 .0 mw? .
H,=—P2+ — (2 3.66
a=5-P'+—5-0Q (3.66)

(sempre a meno di multipli dell’operatore identita). Esso ¢, ancora una volta,
proprio quello che si ottiene dalla funzione hamiltoniana classica attraverso
la solita prescrizione di quantizzazione.

3.2.3 Sui sistemi di Weyl per strutture simplettiche costanti

Il passo successivo nell’analisi della natura dell’applicazione %4 rispetto a
trasformazioni su S e quello di considerare ora che queste trasformazioni non
siano piu necessariamente simplettiche. D’ora in avanti, per evitare possi-
bili confusioni, con wp si indichera la matrice che rappresenta la struttura
simplettica nelle coordinate canoniche:

wp = ( O ) (3.67)

Se T € Aut (S) cioe ¢ una generica trasformazione lineare invertibile su S,
allora si definisce wr attraverso:

wp (Tz,T) = wr (2,7) (3.68)
Questa relazione definisce la matrice che rappresenta wry:
wr = T'wpT (3.69)

Essa rappresenta proprio una struttura simplettica per S, in quanto si vede
che wp ¢ antisimmetrica e ha determinante non nullo.
Dalla definizione, se W & un sistema di Weyl per (S,wp) si ha:

W(z+2)=W ()W () e~ zrwn(27) (3.70)
e quindi, riprendendo delle questioni gia espresse precedentemente:
W (Tz+TZ) =W (Tz) W (T7) e~ 2mp(T=T%) (3.71)
Visto che T ¢ lineare, in base alla definizione di wy:

W (T (z+42)) =W (Tz) W (T%) e~z (=) (3.72)

e allora la posizione : . )
W (Tz) =Wr(z)
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porta a: . . . .
W (24 2') = Wy (2) Wy (27) e7r(z2)/2h (3.73)

Quindi Wy definisce un sistema di Weyl per (S,wr). L’analisi generale gia
svolta conduce ad esempio a definire:

Wr (az) = giaGr(2)/h (3.74)
ed avere che’ : R R
aGr (z) = Gr (az) (3.75)
e che: X R
|Gr (2),Gr (2)] = —ihwr (2,2') 1 (3.76)

A questo punto si puo considerare uno spazio vettoriale con una arbitraria
struttura simplettica costante: (S,w). Le proprieta delle matrici antisim-
metriche in uno spazio vettoriale permettono di provare che esiste sempre
un automorfismo di S in virtu del quale w viene trasformata nella forma
canonica wp: esso puo essere visto come un caso particolare del teorema di
Darboux. In altre parole, fissata w, esiste sempre 1" per cui:

W =wr = TthT

Questo risultato viene sfruttato per definire un sistema di Weyl per (S, w)
una volta noto un sistema di Weyl, W, per (S,wp):

(S,w) V& (S,wp) ™ U ()
Infatti si ha che, in base a quanto gia provato,
W (Tz) = Wr(2)

¢ un sistema di Weyl per (S,w) = (S, wr).
Ad esempio, in R? una generica struttura simplettica ¢ realizzata da una

matrice:
_ 0 A
Y=l A o

una trasformazione che la rende in forma normale ¢ data da 1" rappresentata

da:
( )
v e

per cui si abbia T'wpT = w, ovvero:

ae— [Py =A

5Sempre con ’ambiguita di ridefinire questi operatori a meno dell’aggiunta di termini
del tipo 27nl.
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Ammesso che T sia nota, si ha:

Wr(g,p) = o7 [(ag+5p) P+(vg+ep) Q)]
—  etla(aPtyQ)+p(BP+Q)]
— erdPrtpQr
con: A A A
Pr =aP +7Q (3.77)
Qr =pBP+ €0 (3.78)
da cui:

[QT» PT] = ih (ae — By) 1 =ihAl

che & consistente con quanto previsto.

3.2.4 Un ulteriore esempio di quantizzazione: la dinamica di
una particella carica in un campo magnetico costante

Un ulteriore, assai interessante caso, in cui & possibile applicare il formalismo
appena sviluppato & quello in cui si studia la dinamica di una particella carica
in un campo magnetico costante B , di background. Le equazioni del moto
newtoniane sono:

dz .

= F

dt

dv =

— = qUAB
m qu

. . 3
Esse hanno una formulazione lagrangiana su TR” con :

1. .
L= imvlvi + gAtv;

in cui A & il potenziale vettore del campo magnetico:
rotA =B ovvero eijijAk =B;
e le equazioni di Eulero-Lagrange:

dzt
dt

d(@ﬁ) o
dt \ovt) Ozt

Con esse si considera il passaggio alla formulazione hamiltoniana:

= Ui

oL
T = o— = mu; +q4;
o'
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H=rn"—L (xi, V' (:1:8,71'5)) -1 (m — qA;) (7Ti - in)

2m

La struttura simplettica canonica ¢ wy = dz’ A dr;, rispetto a cui:

{xiaxj} =0
{xi,wj} = (5;
{mi,mi} =0

Come si vede, le variabili m; dipendono dal potenziale vettore del campo
magnetico: ma se si introducono i momenti, invarianti per trasformazioni
di gauge, identificandoli con le componenti della quantita di moto della
particella:

pi = Ty — in (3.79)

si ha che questo campo vettoriale ¢ hamiltoniano rispetto a:
1 .
H=_—p'p;
2m

e struttura di Poisson: o

{xz’ ZL‘]} =0

{xivpj} = 6;‘

{pi,pj} = qeijsB°

Il tensore di Poisson e percio :

o 0 o 0
A== Aa—+qesB - Ao
B aszapj T acy 6pz-A8pj

Questo e invertibile e la struttura simplettica associata e:
wp = —qeijSBdei A dz? + dzt A dp;

(Queste relazioni divengono immediate qualora si studi il problema secondo

t
una caratterizzazione matriciale: in questi termini si ha che wp = (A Bl) ,

a0 1Yy _ __(-B1
B=\ 1 B WE=1 1 0
con (B)ij = qeijx BY)

Ora si considera il problema di ottenere un sistema di Weyl per (Rﬁ, w B) :

ovvero:

in virtu di quanto delineato precedentemente una soluzione di questo proble-
ma passa attraverso la definizione di una applicazione lineare T" che trasformi
wp in wp, cioé una trasformazione

() (0)
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per la quale wp assuma la forma canonica.” Nello specifico, si assume che
g=1;m=1;B=(0,0,B) ;h = 1. La trasformazione T che si pone &:

=, — 1

T =
2 = 2?
i3 3
-1 1

per cui, secondo la definizione:

i () = (0 () (<)

Esplicitamente:
WT (:EZ pi) _ ei[xl151+x2152+z3153+p1(21+(p2+39&1)Q2+p3Q3]
(5, (P4 @)
= e

con:
A T A
Vo=
A T A
= Q
A T A
3= Qs
P = P+ BQ,
Y = B
Y = B

che soddisfano le regole di commutazione, coerentemente con quanto gia
descritto:

A A(T

QP, Q" = o
[AgT)a Ab(T)] = g
B, BT = e B*

Le curve che descrivono il flusso del campo dinamico sono le orbite del

"Nel seguito dell’esempio non si annoteranno differentemente gli indici delle coordinate
S s . N 6 . . .
x e p, poiche si considerera R™ semplicemente come uno spazio vettoriale.
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gruppo la cui azione & rappresentata dalle trasformazioni D (t):

sintB 1—costB

z! (0) z! (1) 1 00 o > 0 z! (0)
12 (0) 12 (t) 01 0 cosgSfl sinétB 0 12 (0)
D) xi’(()) _ xi’(t) _|0 01 0 0 t mf(o)
p*(0) p'(t) 0 0 0 costB sintB 0 p*(0)
p?(0) P2 (1) 0 0 0 —sintB costB 0 p? (0)
»*(0) p*(t) 000 0 0 1| [p*0)

e visto che sono lineari e simplettiche rispetto a wp, ¢ possibile definire un
sistema di Weyl:

WD(t) (wi,pi) =W (D (t)- (wi,pi»

ovvero: A o | U
WD(t) (:Uz,pz> = ¢t Zs[l" ®)Ps™'+p5(1)Qs™ ']

e, in modo analogo a quanto gia delineato, definire gli evoluti temporali dei
generatori:
Wog (2f,p1) = ¢ Zele BV 019 @ 0 0)

A questo punto il teorema di Von Neumann permette di definire un operatore

hamiltoniano .
D (t) = et

come generatore del gruppo D (t) che implementa la relazione di equivalenza
unitaria fra sistemi di Weyl definiti a istanti diversi (ovvero per diversi valori
del parametro t). Per esso si ha:

D' EDW) = P
Dt "D = Q@

e se, ancora una volta, si risolvono queste relazioni assumendo che H sia
polinomiale si ha che:

A= S1(PO) + (BDY 4 (A7) 1+

o Q) (@) (27) (07) - (A7) )
= SI(B) 4 (B+BG) + (7))
osservazione. QQuesto operatore é proprio quello che si avrebbe se si conside-

rasse la solita ipotesi di corrispondenza, con la prescrizione di accoppiamento
minimale:

ps_’ps_As
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con A = (0, —Bz1,0). Cio che é interessante ¢ che qui si ¢ descritta una
procedura di quantizzazione senza far riferimento al potenziale vettore, che
e 'argomento col quale si sottolinea un’ulteriore ambiguita in essa, dovuta
al fatto che B fissa A solo a meno di una trasformazione di gauge. Invero
la questione é un po’ pit delicata: anche lipotesi di quantizzazione dei
sistemi dinamici che sono descritti classicamente da equazioni lineari soffre
di un’ambiguita finora taciuta. Infatti la scelta della trasformazione T' che
rende wp nella forma canonica non ¢ univoca, ma definita a meno di un
elemento in Sp (RG). Ad esempio si potrebbe analizzare la trasformazione

T':

P AR
-2 _ 2
-3 _ 3
B
1 1 2
= —i——l’
pry
B
~2 2 1
= ——x
Py
~3 3

" =
W=
W =
Al(T/) = 151—&-%@2
R
2 = By

Poi si considerano gli evoluti temporali e si definisce H' come il generatore
del gruppo unitario che implementa ’'unitaria equivalenza rispetto all’istante
scelto come iniziale:

ovvero:

allora si ha:



+ [(Q§T'))2 + (QéT'))Z] +
+ BB — QI P

1 A 1 . 1.~
== §[P1_5Q2] +§[P2+§Q1]2+§[P3]2

Questo operatore hamiltoniano é quello che si avrebbe con la prescrizione
dell’accoppiamento minimale con A= (Bxg, Bxl, 0). In altre parole, la
quantizzazione mediante sistemi di Weyl, pur non introducendo esplicita-
mente il potenziale vettore di B , mostra un’ambiguita che si puo ricondurre
all’arbitrarieta della scelta di una gauge. Questa ambiguita deriva dal fatto
che la trasformazione che porta in forma normale la struttura simplettica

non & univoca, ma definita a meno di un elemento di Sp (]R6).

3.3 Sulla definizione di mappa di Weyl

Attraverso un sistema di Weyl per lo spazio vettoriale S rispetto alla strut-
tura simplettica w e possibile introdurre un’applicazione che associa ad una
funzione su questo spazio vettoriale un operatore sullo spazio di Hilbert su
cui il sistema di Weyl ¢ realizzato. Essa ¢ detta mappa di Weyl [22]. Se:

W (S,w) — U(H)

allora: R
Q:F(S)— Op(H)

Questa applicazione viene definita in prima analisi nel caso in cui S = R ¢
w abbia la forma canonica. Giusto per non appesantire la scrittura, e visto
che 'estensione ¢ immediata, si considera in dettaglio S = R*ew=uwp =
dg A dp, nelle coordinate scelte.

Q: ]:(R2) — Op (H)

d¢ dn dq dp

O(f) = .p) e~ #enl@plEmIy (¢
() Verh ) V2rh ) 2rh \/27rhf (@.7) &)
(3.80)
In particolare questa espressione si puo scrivere nella forma:
fs (. ©)W (€,m) (3.81)

\/ﬁ\/ﬁ

Essa evidenzia che cio che entra in questa definizione e la trasformata di
Fourier simplettica di f.

Indipendentemente dallo spazio di Hilbert su cui il sistema di Weyl e
realizzato, si puo vedere che se f & reale, ovvero se f (¢,p) € R, allora Q (f)
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¢ un operatore simmetrico. Per convincersi di cio e sufficiente notare che se
f e reale, allora:

[fs (7775)]* - fs (_777 _g)

e che Wt &n) = W(—{, —n), secondo le proprieta degli operatori che
definiscono un sistema di Weyl. E ben noto che un operatore simmetrico
non & necessariamente autoaggiunto, e che ’analisi di quali operatori sim-
metrici siano autoaggiunti, o quali abbiano estensioni autoaggiunte, ¢ un ar-
gomento assai delicato, da considerare con la massima cura: la stessa teoria
quantistica fornisce dei paradossi dovuti ad una errata formalizzazione delle
osservabili in termini di operatori definiti non su domini di autoaggiuntezza.
Invero, questa proprieta rende molto interessante lo studio, con maggiore
sistematicita, delle proprieta di questa applicazione. Specificatamente, nella
rappresentazione di Von Neumann: H = £2? (R, dz) e

(W (&m)w) (@) = e 2m ey (3 4+ ¢)

e si vede che:®

(2@v) @) = v (3.82)

(@wv)@ = w5 (3.83)

Q(f(@)¢) (@) = @) (@) (3.84)
( )
v)

@uenv)@ = (f(ag)v@) e
€ per un monomio:
A/ 1 & a L d\® a—
(Q (q Pb) ﬂJ) (x) = % ,§] ( k‘ ) xk[<zhdx> ($ kb (x))] (3.86)

~

SeQ(q)=qe Q (p) = p questa relazione assume la forma:
O (g2 = 1 ¢ a \ kobra—k 3.87
(a0") = 5 1;) P (3.87)

L’analisi dell'immagine, attraverso la mappa di Weyl, di un monomio, &
molto interessante. Ad esempio:

Q@) ¥) @) = D+ L (@) (358)

8Come & evidente, Q (p)yv = 7151[1, dove P indica il generatore del sistema di Weyl
ristretto al sottospazio (g, 0). Il motivo di cio & che si & scelto di definire la mappa di Weyl
attraverso la trasformata di Fourier simplettica: nel seguito, il confronto con formule gia
note sara alla luce di cio. Il dettaglio di questi calcoli € in appendice.
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Oovvero:

O (qp) = %[éﬁ + pd] (3.89)
Questa espressione si puo anche scrivere nella forma:
Q(ap) = 510(0) 0 2 (1) + 2 (1) 0 0 (0)] (390)
Analogamente, si ha:
O (¢p) = 310% + 2api + i’ (3.91)

©

ed anch’essa si puo scrivere come”:

. 1 . . . .
(4°p) = 512 (a) 0 Q(ap) + Q(ap) 0 2 (q)] (3.92)
Tutto questo indica che,gia nel caso dei polinomi, si ha che:

Qgp) # Q(q)oQ(p) (3.93)
Qgp) # Q(p)oQ(q) (3.94)

e che, in generale, questa mappa non definisce un omomorfismo fra 1’al-
gebra F (RQ), abeliana rispetto all’usuale regola di prodotto, e l'algebra
degli operatori lineari su H, che non & abeliana secondo la usuale regola di
composizione. Pero questa mappa ¢ invertibile. L’inversa e detta mappa
di Wigner [24], ed & definita attraverso l'operazione di traccia, da inten-
dersi eventualmente in senso generalizzato, ovvero come integrazione dei
valori medi dell’operatore rispetto ad una base dello spettro continuo. Se
A € Op(H) allora, se Tr[AWT (z, k)] esiste finita, si ha:

0! (A) cF (RQ)

A z dx dk i ~a

O1(A ’ E/ —renl@Ri@elrr AWt (2, k

( ( )>(q P) V2rh \/271'716 "l (@ ()] )
3.95

9Questi due esempi potrebbero indurre a credere che, in generale, la mappa di Weyl
associa, al prodotto di due funzioni, la combinazione simmetrica delle immagini delle
singole funzioni, cioé che valga una relazione del tipo:

O(fg) = 5 [2()) 0 2(9) + 0 (9) 02 (f)]

Essa, pero, non & assolutamente valida, come & facile vedere considerando, ad esempio,
I'immagine attraverso Q del monomio ¢%p®. Infatti si vede che:

Q) = 7 (@3 + 0 a+7'7) # 3 (3" +7) = 5 () 02 () + 2 (") 0 2 ()

Questa caratteristica puo essere vista come un ulteriore aspetto del fatto che la mappa
Q) trasforma un’algebra commutativa, quella delle funzioni rispetto al prodotto usuale, in
un’algebra non commutativa, quella degli operatori su uno spazio di Hilbert.

68



e da qui si vede che & legata all’antitrasformata di Fourier simplettica del-
I'espressione Tr[AWT (2, k)]: in dettaglio, se si pone:

f1=071(4) (3.96)
allora si puo mostrare che:
fQ(f) =f (3.97)
e pure che:
fu=07" (AT) = (f2)" (3.98)

Il risultato importante & che si pud dimostrare che se f € £2 (RQ,dqdp)
allora Q(f) & un operatore della classe di Hilbert-Schmidt su £2 (R, dz)
e, viceversa, se A ¢ un operatore della classe di Hilbert-Schmidt per cui ha
senso definire la mappa di Wigner, allora f; ¢ una funzione in L£? (RQ, dqdp).
Questo significa che la mappa di Weyl e la sua inversa, la mappa di Wigner,
definiscono una biezione fra £2 (RQ,dqdp) e un sottoinsieme dell’insieme
degli operatori di Hilbert-Schmidt su £2 (R, dz).!°

3.3.1 1l prodotto di Moyal

Proprio la mappa di Wigner permette di definire, in F (RQ), un prodot-
to associativo che le conferisce una nuova struttura di algebra, isomorfa
all’algebra degli operatori rispetto all’'operazione di composizione [14]:

Frarg= Q7 Q) Q) (3.99)

Questo prodotto & detto di Moyal. Esso € associativo in virtu dell’associa-
tivita del prodotto fra operatori, ed ¢ distributivo rispetto alla somma in
virth della linearitd dell’operatore Q. Invero & non locale: la sua forma, in
coordinate, é:

(f*m9)(q,p) =
da db ds dt N y
- 4/ ,b ,t —3(a—q)(t—p) ,— % (s—0)(p—D)
vart ) Varn | Vamn | omn! (P95 0¢ ¢

(3.100)
Questo integrale va inteso in senso proprio qualora f e g appartengano al-
Iinsieme di funzioni per cui esiste la trasformata di Fourier, e il teorema di
Plancherel assicura che cio ¢ possibile per le funzioni a quadrato somma-
bile, e nel senso delle funzioni generalizzate nel caso, ad esempio, che f o
g siano polinomi. Qualora si restringa ’algebra delle funzioni in esame al
sottoinsieme di F (RZ) a cui appartengono quelle che sono infinitamente

10T appendice sono illustrate le dimostrazioni di alcuni di questi risultati. Per un
ulteriore approfondimento [17].
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derivabili, rispetto ad entrambe le coordinate, con derivate di ogni ordine
che si annullano al tendere all’infinito del valore di entrambe la variabili (ad
esempio si puo pensare all’insieme S (R2> delle funzioni schwartziane nel
piano), oppure all’algebra dei polinomi nelle due variabili g e p, il prodotto

si puo scrivere nella forma'’:

(f *m 9) (g,p) = Z (2 Bam D5 (a,b)wab—mg(a,b)

Im)
nm=0 nim:

o0 m>n+m (_1)m ( gm on ar gm )‘
(3.101)
Se si esplicitano i primi termini, allora:

_ ih Wag_af@g) 2
frng = fa+5 <6paq 5 o +0(n?) (3.102)

= Jo— s} +o (1)
In altre parole, il prodotto di Moyal si puo leggere come deformazione del
prodotto usuale. Qui deformazione sta a significare un’espressione in serie
di potenze di un parametro, (h nel caso specifico) che, nel limite in cui
tende a zero, si riduce al solito prodotto commutativo.Un’analisi sui termini
dell’espressione di f *,, g suggerisce, cosi come ¢ spesso riportato, di scrivere:

frug=f(gpe 2

dq Op 9p 9q g(q’p) (3103)

oppure:
Fon g = fe 3 hadardsg (3.104)

(qui Agp indica il tensore di Poisson relativo alla struttura simplettica su cui
e stato definito il sistema di Weyl). Questa & un’espressione che indica che
I'operatore che agisce sulle funzioni ¢ dato dallo sviluppo formale dell’espo-
nenziale in serie e° = >on Sn /n!, e il verso delle frecce indica quale sia la
funzione sulla quale la derivazione agisce. Equivalentemente:
a=x=0
b=k=0
(3.105)
Una delle proprieta fondamentali della mappa di Weyl & che, se H €

F (R?):

[(q).Q2(p)] = —ikl (3.106)
Q(g),Q(H)] = —z‘hQ(%Z) (3.107)
@w.oum) - na(3) (3.108)

11 dettaglio di questa analisi & in appendice.
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Cio significa che la mappa di Weyl realizza la massima analogia fra la for-
malizzazione della dinamica classica in termini di equazioni di Hamilton,
e della dinamica quantistica in termini delle equazioni di Heisenberg, per
I’evoluzione temporale delle osservabili canoniche.

osservazione. Si & gia piu volte sottolineato come ’esistenza di una meccanica
classica e di una meccanica quantistica ponga in essere il problema della
quantizzazione: ovvero la definizione di una corrispondenza fra osservabi-
Ii classici e quantistici, cioé fra funzioni definite su, ad esempio, uno spazio
vettoriale, ed operatori autoaggiunti su uno spazio di Hilbert. Ma quali sono
le proprieta che dovrebbe ragionevolmente avere questa corrispondenza? In
base a quanto gia discusso, si potrebbe richiedere che per questa applicazione
(rappresentata, come notazione, da K : fe K 7):

e se ¢ ¢ un’osservabile classica costante, allora:
R’c =cl
e se q e p definiscono le coordinate canoniche, allora:
[K,, K,) = —ihl

e se f e g sono osservabili classici, allora il valor medio in uno stato
dell’osservabile K f+g sia dato dalla somma dei valori medi di K ;e

~

Ky: R R K
(Kfighy = (Kyp)y + (Kg)y

Questa uguaglianza, per le proprieta degli operatori autoaggiunti, equi-
vale a che:
Kprg =Ky + Ky

e analogamente, sia:
Kap) =2 (K)
0, almeno, come condizione pit debole, sia:

ch = CKf

Kp = KKy

In particolare, affinché questa condizione sia compatibile con quella
7
precedente, riguardo alla somma, si deve avere:

(K + o) = (Krrg) = Kipagp
Dal membro di sinistra si ha:
K+ K, g K ‘1 (%, 2+f{ff(g+f(gf(f
(K1 +K,)
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mentre da quello di destra:
K(prgp = Kpiapgrgr = Kpp + Kz + Koy

Un confronto fra le due espressioni permette di asserire che le due
richieste sono compatibili solo se:

KiKy+ KgKy = Kypg = 2K,

e ci sia una relazione fra le strutture di algebra di Lie delle osservabili
classiche e quantistiche:

[Kfv Kg] = _mk{ﬁg}

Il teorema di Groenewold [7] prova che un’applicazione K che soddisfi tutte
queste proprieta non puo esistere: in tal senso ¢ un no-go theorem. Gli
esempi proposti chiariscono che la mappa di Weyl (neanche limitatamente
all’algebra dei polinomi) non soddisfa queste richieste. In particolare non
soddisfa I'ultima di esse: essa vale infatti solo nel limite in cui, in queste
espressioni, si trascurano termini di ordine superiore al primo in potenze
di h. In questo senso si ¢ detto che la mappa di Weyl realizza la massima
analogia possibile fra formalismo classico e quantistico.

3.3.2 1l problema del limite classico per le equazioni della
dinamica quantistica nell’algebra di Moyal

Quanto illustrato a proposito del prodotto di Moyal indica che, se si anti-
simmetrizza questo prodotto si ottiene una struttura di Poisson:

{figtn = %(f*Mg—g*Mf) (3.109)
= {f,g}+o(n)

Questa struttura viene detta parentesi di Moyal ed e, nello stesso signifi-
cato del prodotto, una deformazione, in h, dell’'usuale parentesi di Poisson.
Per chiarire che I’applicazione {-,-},, € una struttura di Poisson, rispetto al
prodotto di Moyal, e sufficiente verificare esplicitamente che sono soddisfatte
le proprieta richieste: questa prova ¢ assolutamente analoga a quella illustra-
ta a proposito della struttura di commutatore nell’insieme degli operatori.
Come si vede, si ha che:

{e,ptn = 1 (3.110)
OH

{e. Hyy = 87]9 (3.111)

{p,H}n = —(9;; (3.112)
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e questo prova che si possono formulare le equazioni che descrivono ’evoluzione
temporale dell’osservabile classico associato alle curve coordinate (solita-
mente posizioni e momenti, per un sistema di particelle) anche rispetto alla
parentesi di Moyal.'? Questo risultato ¢ dovuto, in definitiva, al fatto che,
come e semplice verificare, per una funzione f arbitraria:

{q7 f}M = {(L f}
{p7 f}M {p> f}

e che, ancora, se V' & un polinomio:

{f7 V}M = {f7 V}

solo se V' ¢ di grado (valutato sommando 1’esponente di ogni singola vari-
abile) non superiore al secondo.

Allora, se H ¢ una funzione arbitraria, qual ¢ il significato dell’espressione
{f, H},? Sipud mettere in relazione all’evoluzione temporale dell’osserva-
bile classica descritto da f7 Quanto illustrato, e specialmente la relazione
(3.110) rende ragionevole il tentativo di leggere il formalismo poissoniano
classico come caso limite del formalismo in cui la mappa di Wigner traduce,
in termini di algebra di funzioni, il significato delle equazioni della dinam-
ica quantistica nell’algebra degli operatori. In altre parole, attraverso la
mappa di Wigner l'algebra delle osservabili quantistiche, cioe degli opera-
tori su uno spazio di Hilbert, diviene l'algebra di Moyal delle funzioni su
uno spazio vettoriale: ovvero un insieme di funzioni con le operazioni di
somma e di prodotto di Moyal. Le equazioni di Heisenberg si scrivono in
termini della parentesi di Moyal. Infatti, dalla legge di evoluzione tempo-
rale per un’osservabile quantistico, rispetto ad un gruppo a un parametro
di trasformazioni unitarie (1.83):

Aty =UT(t) AU (t)
si ha, nelle notazioni introdotte a proposito della mappa di Wigner, che essa
& equivalente a:
fA(t) = f[}T(t)AU(t) = f(jf(t) M fA M f[)’(t) (3.113)

Se si considera la forma infinitesima di questa relazione si puo facilmente cal-
colare che si ha, qualora si consideri un operatore hamiltoniano quantistico

U(t) = eifit/h .
d
ailaw = Ui Fagta (3.114)

In questa prospettiva la nozione di deformazione acquista un significato es-
plicito: il formalismo poissoniano si ottiene, per A — 0, cioe come limite
classico, da quello quantistico definito nell’algebra di Moyal.

2 Ancora una volta, queste verifiche sono presentate in appendice.
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osservazione. Nella prima parte di questo capitolo si é studiata la nozione di
sistema di Weyl, e la natura di questi rispetto a trasformazioni indotte da
trasformazioni definite sullo spazio vettoriale in esame. Questa analisi ha
permesso, in particolare, di capire che, ad un campo vettoriale hamiltoniano
che genera un gruppo a un parametro di trasformazioni lineari, & possibile
associare un gruppo a un parametro di operatori unitari sullo spazio di
Hilbert in cui il sistema di Weyl é definito. Come si € piu volte sottolineato,
questa associazione si puo leggere come una quantizzazione della dinamica
di un sistema classico lineare.

Le proprieta delle mappe di Weyl e di Wigner permettono ora di analizza-
re un problema in qualche modo inverso: quale dinamica classica corrisponde
ad una definita dinamica quantistica?

Questa breve analisi inizia dalla relazione (3.95):

1 —Lwpl(z,k); 3 AT T
Faw (4p) = 5 / da dk e~ wer\ R D) e (U () AU () W (2, k)|

(3.115)
La proprieta di ciclicita dell’operatore di traccia permette di scriverla come:

fA(t) (¢,p) = 21h/ dx dk e~ n@pl@k)i(ap)] 7, {AU (1) Wi (2. k) it (t)]
T
e, dall’'unitarieta degli operatori U e W si ha:
faw (@:p) = % / di dk e— repl@ k@), { i (U (W () 71 (t)ﬂ

Questa espressione ¢ molto interessante perche, sempre grazie al fatto che
U (t) & un operatore unitario, si puo provare che U (t) W (x, k) UT (t) definisce
un sistema di Weyl per (Rz,wD). Inoltre, se U (t) ha come generatore un

operatore H che sia quadratico negli operatori P e Q, allora si pud provare
che esiste un gruppo a un parametro di trasformazioni lineari simplettiche
D (t) per cui:

U)W (z,k)UT (#) = W (D™ (1) - (,k)) (3.116)
In questo caso si vede che:

Faw (@p) = f4 (D71 (1) (0.p)) (3.117)

Questa relazione conduce a:

(jt (fA(t))) (4,p) = % (f4 (D7) (@.p))

Dalla definizione dell’operatore di derivazione di Lie illustrata in appendice
(D.23) si ha che essa diviene:

(c(;t (fA(t))) (4:p) = = (Lxpf4) (D7 () - (a,D)) (3.118)
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in cui Xp é il campo vettoriale che genera il gruppo D (t). Ancora, attraverso
la (3.117) si puo vedere che:

- (LXDfA) (Dil (t)- (Q7p)) = _ff]f(t) *n Lixp f7%u ff](t) (3.119)

Parallelamente, il fatto che gli operatori U (t) commutino con 'operatore H
permette di provare che:

{f];n fA(t)}M = f(]t(t) oY {fHa fA} * 6 fU(t) (3.120)
Il confronto fra (3.114) e (3.119) indica che, proprio in questo caso specifico:

Lxpfa=Ala Fatu (3.121)

Cio significa che, nel caso di una dinamica quantistica descritta da un grup-
po che ha come generatore un operatore hamiltoniano quadratico in Q e ]3,
le equazioni a la Heisenberg sono perfettamente equivalenti a delle equazioni
scritte per funzioni, definite dalle osservabili quantistiche attraverso la map-
pa di Wigner, nell’algebra di Moyal. Nel limite per h — 0 esse si riducono
proprio alle equazioni di un sistema classico nella formulazione a la Poisson.

Quanto questi risultati sono generali? Come si vede, la relazione (3.114)
¢ valida qualunque sia la dinamica quantistica: la relazione (3.121, invece,
dipende dalla forma specifica dell’'operatore hamiltoniano (3.116). Come si
illustrera con pit dettaglio nel capitolo di conclusioni, visto che questo é un
tema di studio assolutamente attuale e non completamente chiarito, nel caso
generale la (3.116) sara sostituita da una relazione che definisce un sistema
di Weyl rispetto ad una nuova struttura lineare per lo spazio R%. Cio che,
nell’ottica di questo lavoro, € interessante sottolineare, é che il formalismo a
la Weyl-Wigner permette di definire un’associazione fra dinamiche classiche
governate da funzioni hamiltoniane quadratiche nelle variabili canoniche, e
dinamiche quantistiche governate da operatori hamiltoniani quadratici negli
operatori detti canonici, e che per esse il problema della quantizzazione,
come quello del limite classico, € suscettibile di uno studio compiuto. Inoltre,
proprio questo formalismo traccia una possibile via per I’estensione di questo
studio a situazioni piti generali.

3.3.3 Sulla mappa di Weyl pesata

Per proseguire nell’analisi di questa corrispondenza fra la formalizzazione
classica e quella quantistica di un sistema dinamica quantistico e interessante
considerare una differente versione della mappa di Weyl [2]. Se w & una
funzione definita su S -e ancora una volta, per semplicita, si assume S = R2-
che non si annulla mai:

w(&,m) #0
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allora si definisce mappa di Weyl pesata I'applicazione:

O | ]—"(R2) — Op (H)

data da:
0 (1) = s [ dedndadpw &) (0. p) 2l O )
o, equivalentemente: (3122
- [ = [ v ienWien  Ga)

Se W (&€,m) € definito nella rappresentazione di Schrédinger si puo esplicita-
mente valutare quale sia il significato di questa funzione peso considerando
I'immagine associata alle funzioni coordinate:

(2 () ¥) (2) = @ (2) ¥ (x) (3.124)
| e~tan/hgizn/h, (o
ﬁﬁ*x@r w (0,1) ¥ ()

(Q(w) (p) ¢) (z) = —ih [aaxw (a —x,0)] Y (z) +w(0,0) ih% (3.125)

a=x

Anche questa mappa si puo invertire. Si puo vedere che:

dx dk i . 1 N ~
, — . _EWD[(xzk)a(qvp)] 7T Q(w) |/‘/ T , k

w (z, k)
(3.126)
e quindi definire, nell’algebra delle funzioni sul piano, un nuovo prodotto
deformato:
F st 9 = [0 0 [0 (£) 0 Q) (g)] (3.127)

Qual & la relazione fra il prodotto di Moyal ottenuto attraverso una mappa
di Weyl pesata e quello ottenuto dalla mappa di Weyl con w = 1 (cioé non
pesata)?

Essi sono equivalenti. Se:

™ F(R?) — 7 (R?)
€ un operatore integrale definito da:

1 —ix(p— ik(e—
(70)-5) (€9)= G / de dkdqdpw (x,k) f (q,p) e (O P/ e/
(3.128)

76



si ha che:
T (f 5asu 9) = (T F) 5 (1)) (3.129)

Per comprendere meglio il ruolo della funzione peso e ragionevole considerare
due esempi:

o w=uw(&n) = €2 allora si ha

@0

vV 27r
e quindi:
(3.131)

oL
(0 ( (1) v) () ( j) (3.132)

€ per un monomio:

QW) (¢*p®) ) (z) = ihi bx“a/) () (3.133)
dz

ovvero 'operatore che corrisponde ad un monomio é:
Q) (gp?) = p'g° (3.134)

Questo chiarisce che il ruolo della funzione peso & quello di deter-
minare un ordinamento nell’associazione fra funzioni e operatori. Ad
un monomio nell’algebra commutativa F (]RQ), ovvero al prodotto

di ¢® con p®, corrisponde un monomio nell’algebra non commutativa
Op(H): esso & ottenuto moltiplicando a volte 1'operatore ¢ e b volte
I'operatore p. La funzione peso sceglie qual € ’ordine con cui questi
operatori vengono moltiplicati.

Se si valuta esplicitamente il prodotto deformato ottenuto in questo
caso si vede che:

db
[ *m) 9 (g,p) /\ﬁ Nori ’b(“q)/hf(a,p)g(q,p;rb) |
3.135

e, al solito, se le funzioni hanno condizioni all’infinito opportune:

Frmmg(am =S EME 0 P an (3.136)
s 9@ P) = 3 g e (@) e (@ :

L’operatore che descrive ’equivalenza col prodotto di Moyal standard
e:
(707) (em) = [ dwdisdgdp /2 (g, p) oD e n

(3.137)

o
(27h)?
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e Parallelamente si puo considerare un altra funzione peso: w = e~%1/2h
In modo analogo a quanto illustrato per ’altro esempio si ha che:

(A" (f(@)¥) (@) = £ (@) (2) (3.138)
(90 () 6) (0) = £ (105 ) 0 (@) (3.139)

€ per un monomio:

~ d b
(w) (,a,b _af.s %
(Q (q p )w) () ==z <mdaj) Y () (3.140)
e quindi 'operatore che corrisponde ad un monomio é:
Q) (gp?) = ¢p" (3.141)

Questa relazione chiarisce ulteriormente che scegliere una funzione
peso equivale a scegliere un ordinamento fra gli operatori associati
a funzioni che dipendono sia da ¢ che da p. Il prodotto di Moyal
corrispondente é:

db ds
V2rnh J V27h

Frag(a.p) = [ N (q,0) g (s,p) (3.142)

che diviene:

>, (ih)" o oF
f*aa 9(00) =) (Zk,) aTakf (¢:p) oY (¢:p) (3.143)
k=0 ’

ed ¢ equivalente a quello standard attraverso:

1 A A A
(T01) (em) = @y / da dk dg dpe™" /2" f (g, p) e~ (@D Retlma/n
™
(3.144)

Questi due esempi sono particolarmente interessanti anche perche offrono
una differente realizzazione alla nozione di equivalenza introdotta. Una ma-
nipolazione formale, che acquista un significato effettivo qualora si restringa
ad un opportuno sottoinsieme la classe delle funzioni considerate, porta a
scrivere I'azione dell’operatore che realizza 1’equivalenza come:

o eo=3 (+5) 5 (5) () seo @

dove il simbolo 4 indica a quale dei due esempi ci si riferisca. Questo
permette di assumere che 'operatore si scriva come:

T(wE) _ i @)”ﬂ%)

n=0
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con

- S () (2

Questa forma dell’operatore € quella piu naturalmente correlata con la scrit-
tura dei prodotti deformati in termini di serie di potenze nel parametro di
deformazione. Infatti il prodotto di Moyal:

X0 iR\ (=)™ o™ on o om
(f *u 9) (¢,p) = n;:O (2> lml aqimaip”f (¢,p) éT]"&pr (¢,p)
si puo anche leggere come:
> [ih\*®
(f*u9)(@p) =) (2> M; (f,9)
s=0

avendo definito M come degli operatori bidifferenziali di ordine s:

(_1)m87m87n ( )ﬁaim
n!m! Og™ Op™ @b dqn Op™

(¢,p)

M (fag) = Z

n+m=s

Analogamente, per i prodotti di Moyal pesati, si ha:

(f *arws) 9) (a:9) = i) (?)S M) (f,9)
in cui: o (_2>k 8kf 5kg
M (f.9) = Ll W@To’f
mentre: - ok 8kf 8’“9
M7 (f,9) = T OpF ok

La relazione di equivalenza:

W) (f * M (w) g) = (T(w)f> o (T(w)g)

diviene una uguaglianza ad ogni ordine delle espressioni formali in % [3]:

S T (fg) = 3 M (T T) .16)
atb=s t+utv=s

3.3.4 Sulla mappa di Weyl per strutture simplettiche costan-
ti

Un ulteriore passo nello studio di questi temi e I'analisi delle proprieta di
trasformazione dell’espressione del prodotto di Moyal. In particolare, si
considereranno trasformazioni lineari nello spazio vettoriale su cui ¢ definito
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il sistema di Weyl attraverso cui e stato introdotto. Quanto si e gia discusso
a proposito dei sistemi di Weyl, indica che cio € equivalente a studiare una
definizione di mappa di Weyl nel caso in cui la struttura simplettica sia
costante, ma non necessariamente nella forma canonica.

La definizione di mappa di Weyl chiarisce che essa dipende da alcuni
ingredienti specifici. Il primo ¢ il concetto di trasformata di Fourier simplet-
tica. Come si e discusso nella digressione, si assume che, con le notazioni
gia utilizzate:

T e Aut (RZ) T (q,p) = (D)

Qui (G,p) rappresentano il sistema di coordinate in cui la struttura sim-
plettica ha la forma canonica e inoltre wr = TPwpT & la matrice che la
rappresenta nelle coordinate (g, p):

for (0,6) = /

In questa espressione ¢ e p vanno intese come funzioni di ¢ e p, per cui:

for (0,6) = (foT71) (T (1,€))

Pure il secondo ingrediente & stato gia illustrato. Si ¢ definito un sistema
di Weyl rispetto ad una struttura simplettica in un sistema di coordinate in
cui non assume la forma canonica:

Wr (g,p) = W (T (4,p))

(f oT™ )(Q,ﬁ)e*%wﬂ(q,p);(&m]

L’ultimo & I’elemento di misura rispetto al quale si considera l'integrazione.
Il modo piu naturale di legare questi elementi consiste nel definire:

n=/ ¢ e | ¢ i (€M WrEn)  (@14)

in cui J ¢ il determinante della trasformazione T'. Essa risulta uguale a:

0= [\ 5omde [\ gmdn (F o710, (T (€)W (T (&)

percio, attraverso la trasformazione di coordinate definita proprio da 7"

(&) = (&)

si ha:

[ (o, (€)W (67)

~

Or (f)=Q(foT™) (3.148)

Oovvero:
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Come per la definizione di un sistema di Weyl per una struttura simplettica
costante arbitraria si era fatto ricorso alla riduzione alla forma normale
attraverso I'applicazione T, e si era posto Wi (z) = W (T'(z)), cosi nella
definizione di mappa di Weyl, che ¢ un’applicazione definita su funzioni, si
ha: R R
Qp (f) = Q1)

in cui T*f & il pull-back indotto dalla trasformazione T": esso si puo leggere
come il modo piti immediato per introdurre una associazione fra funzioni su
uno spazio vettoriale, corrispondente ad una trasformazione, in questo caso

lineare, proprio nello spazio.
Anche questa nuova mappa di Weyl si puo invertire:

J J —iwr|(z,k); A T
fla,p) = /\/%dx/ﬂﬁdke rlw ki@l (O (£) W) (¢,p)]

(3.149)
Infatti, la relazione precedente:

flap) = / ,/%d@« / 1/%dke’in[(x”“);(q’p)VhTr[QT (For™") W (T (a.p))

diviene, sempre attraverso un cambiamento di coordinate:
3 / di dk
V2rh J 27mh

e visto che questa ¢ la mappa di Wigner ordinaria, si ha proprio:

= (foT7')(T(a.p))

e—iwD[(i,fﬂ);T(Q:P)]/hTT[QT (f o T_l) wi (T (q,p))]

cioe la funzione f valutata nel punto di coordinate (g, p).
Questo indica che si puo definire un nuovo prodotto deformato:

f % 9= 07" (O (£) o Or (9)) (3.150)

Un calcolo diretto prova che, nel caso di R? rispetto alla struttura simplettica
menzionata nel capitolo precedente:

(45 ) @n) = Famle ()19 (a.p) (3.151)

Se si analizza per un istante ancora la mappa di Wigner, e si pone:

T J J —iw|(z,k); 11
fﬁi )(q)p) = / \l %dfﬁ/“ﬁdke allt 7k)7(‘1ap)}/hT7"[AW7t (q)p)}

(3.152)
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si vede che & uguale a:

J J , , R
= — 7 ke twrl(x:k);(g,p)]/h T
/ \/;dx / \/;dke Tr[AW3 (T (q.p))]

_ / ‘Zrh ‘;’jrheiwD[(:i,l%);T(q,p)]/hTr[AWT (T (q,p))]

Cio indica che:
£ (a.p) = £4(T (4,)) (3.153)

In generale, 'estensione di queste definizioni, e la prova di questi risul-
tati, ¢ immediata nel caso di un generico spazio vettoriale simplettico S.
Se % definisce un sistema di coordinate in cui la struttura simplettica ¢
rappresentata dalla matrice wp e 'automorfismo 7T & quello che la trasforma
nella forma canonica:

(@) & (2)

allora, con f,g € F(S), si definisce un prodotto di Moyal:
(f 4 9) @) = (27" (2" (D Q7' (9))) (@) (3.154)
Dai risultati provati, si ha che:
= (7% (0071 (9)) (T ()
=[O0 (7 (for™) o7 (9o T71))] (T ()

e quindi:
(F+hg) @) = ((FoT ™) su (g0 T71)) (T (2%) (3.155)
Un’analisi dettagliata mostra che:
e se si evidenzia il termine di ordine zero &:
(fehg) @)= ((foT ") (9o77)) (T () +o(h) =

Secondo la definizione di prodotto:

=[(For ) (T @N(goT") (T (=)

| @) g (2] = (7 - g) (=)

quindi all’ordine zero questo prodotto si riduce a quello usuale, com-
mutativo, detto pointwise.
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e poi si evidenzia il termine di ordine uno:

_in
2

(f *ar 9) (x?)—(fg) (z%) = ({f oT ! go Tfl})o(T (x%))+o (hz)

esso coincide con:

2 () el )

in cui Agf) rappresenta il tensore di Poisson rispetto alla struttura sim-

plettica canonica. Svolgendo le derivazioni si vede che questa espres-
sione si riduce a:

3 :T(xk)

ih AD) oz™ 0zt Of Og

9 ab 9za gzb 9zm At

=T (")

visto che la trasformazione & lineare, lo jacobiano non dipende dal
punto, percio si ha:

t
A(bD) oz" Ox _ A(?
a o 5-b n
0x® 0% =T (")
in cui Ag), che ¢ la matrice che rappresenta la struttura di Poisson

nelle coordinate z°.

In modo analogo si possono estendere questi argomenti ai termini di ordine
successivo, per cui, in definitiva:

(F#0 ) (@) = 7 (o) [ 30 0509 () (3.056)
in cui Ag) ¢ il tensore di Poisson definito da wr.

Questa analisi mostra pure che la forma del prodotto deformato cosi
definito non cambia se si compone 1" con un’arbitraria trasformazione sim-
plettica: esso e, come pure altre strutture gia introdotte, equivariante per
I’azione del gruppo simplettico lineare. Il dettaglio della dimostrazione per-
mette inoltre di chiarire i motivi per cui si € scelto di definire la mappa di
Weyl attraverso la nozione di trasformata di Fourier simplettica: se si fosse
utilizzata quella usuale non si sarebbe ottenuta questa equivarianza, a meno
di scegliere trasformazioni che conservassero pure la struttura euclidea.

La domanda ora naturale & se esista un concetto di equivalenza fra
prodotti deformati ottenuti mediante mappe di Weyl relative a strutture
simplettiche differenti. Per provare a rispondere a questa questione, ed in-
quadrarla in una prospettiva in cui ¢ possibile confrontarla con specifici temi
di studio, € opportuno rileggere quanto introdotto.
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Attraverso la nozione di sistema di Weyl e di mappa di Weyl, e della
sua inversa, la mappa di Wigner, si ¢ definito, in F (RQ), un prodotto
associativo, ma non commutativo, detto prodotto di Moyal. Come si ¢
visto, esso € non locale, e qualora si restringa 1’algebra F (]RQ) ad opportuni
elementi, fx,, g & esprimibile come somma di una serie di termini in potenze
di A, ognuno definito dall’azione di uno specifico operatore bidifferenziale
sulla coppia (f,g). Si era cioé posto:

Fou gi (3) M.

e si era gia menzionato che un simile prodotto & una deformazione di quello
usuale, poiche dipende da un parametro, qui A, e si riduce a quello usuale
nel limite in cui 7 — 0.

In generale si definisce [3] prodotto deformato, in F (R2>, un’operazione

che si esprime come una serie formale'3 in un parametro (qui \) di operatori,
per semplicita assunti come bidifferenziali di ordine A:

frg=>Y NCy(f.9)

k=0
Ccon:
Co(f,9)=fyg
Ci(f,9) = —{f. g9}

> Co(Ci(f9),h) = D Cs(f,Ci(g,h))
s+t=n s+t=n
Y f,g,h € f(R2> e n € N (questa ¢ la condizione per cui il prodotto

sia associativo). In quest’ottica, due prodotti deformati, % e 2, si dicono
equivalenti se esiste un operatore:

o0
S=1+> A"S,
n=1
per cui:

S(fx19) = (5F) *2 (S9)

in cui 'uguaglianza va intesa ordine per ordine in potenze di A.

Quanto gia detto ha provato che un prodotto di Moyal pesato & equi-
valente al prodotto di Moyal non pesato. Ma si puo vedere che il prodotto
deformato ottenuto da un sistema di Weyl relativo ad una struttura simplet-
tica non canonica non € equivalente, in questa accezione, a quello standard.

13Qui formale va inteso nel significato di non studiare in dettaglio il problema della
convergenza di questa serie.
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Infatti, se si considerano i due prodotti di Moyal esplicitamente analizzati,
% e L il secondo ottenuto da una struttura simplettica non canonica, e
si esplicitano i primi termini:

Fowg=Tg—D{5a)+o ()

folg= fg— axtfg) +o ()

allora il problema & ottenere una successione di operatori del tipo:

ih ih\?2

per cui vale un uguaglianza:
S (f+1 9) = (SF) %u ()
essa, sviluppando nei singoli termini, diviene:
ik ih
SIf-g = 5x{f: 9t +0 (1)) = (SF)- (Sg) = S{SF. Sg} + o (h?)
da cui:
ih ihS 12 _ ih g 3 ih 52
F-9- G b+ 581 (F-9) 0 (1) = g+ 51 9] (S19)] -5 {F gh+o (1)

Come si vede , i termini all’ordine 0 in A coincidono; ma se si confrontano
quelli all’ordine 1 si ha per S7 una condizione del tipo:

(1.9} (1= 5) = (S15) g+ £ (519) = $1 (19

Essa ¢ impossibile da soddisfare poiche, il membro sinistro ¢ antisimmetrico
in f e g, mentre quello destro & simmetrico.
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Capitolo 4

Un’applicazione del
formalismo a la
Weyl-Wigner: una
realizzazione dell’analogo
classico della mappa di
Jordan-Schwinger
nell’algebra di Moyal

4.1 Introduzione

L’analisi di questo capitolo costituisce un’applicazione del formalismo svilup-
pato precedentemente. La mappa di Jordan-Schwinger & un’applicazione che
permette di rappresentare algebre di Lie in termini di operatori di creazione
e distruzione su uno spazio di Hilbert, ed ¢ percio divenuto uno strumen-
to fondamentale nello studio dei problemi collegati al tema della seconda
quantizzazione.

In questo capitolo si illustrano alcuni risultati gia noti circa un analogo
classico di questa mappa: & possibile infatti definire una rappresentazione
di un’algebra di Lie in termini di funzioni definite su una varieta in cui il
ruolo del commutatore ¢ svolto dalla parentesi di Poisson. In particolare,
il contributo originale & nel definire una rappresentazione di un’arbitraria
algebra di Lie tridimensionale in termini di funzioni definite su R* in cui
il ruolo del commutatore svolto dalla parentesi di Moyal. In questo senso,
€ possibile leggere questa realizzazione come una deformazione dell’analogo
classico della mappa di Jordan-Schwinger.
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4.2 Sulla mappa di Jordan-Schwinger

La nozione di cio che oggi € nota come mappa di Jordan-Schwinger fu in-
trodotta da Schwinger [8] [20] per ottenere una definizione degli operatori che
formalizzano, nella teoria quantistica della dinamica di uno o piti punti ma-
teriali, le osservabili di momento angolare in termini di operatori di creazione
e distruzione. Se gli operatori Js rappresentano ’osservabile componente del

momento angolare nella direzione s, allora, come noto, si definisce':

A ~ ~

[Jaa Jb] = i€qpcJe

Queste regole di commutazione, o, piu propriamente, questa rappresen-
tazione dell’algebra su (2) in termini di operatori autoaggiunti, possono
essere riespresse attraverso la definizione di:

Jo=Ji+iJ
j_ = jl —ijg

Essi non sono autoaggiunti, quindi non sono correlati a delle grandezze
osservabili. Si vede che:

[Ty, J-] = J3
[Ji, J3] = FJx

Se in questo spazio di Hilbert, Hs, si definiscono due coppie di operatori di
creazione e distruzione indipendenti:

[&17&“ - [a27a2] =1
[, 4] = [a}, a3] =
[&17&5] - [ddel] =0

allora si puo vedere che una nuova realizzazione degli operatori che soddis-
fano queste regole di commutazione & data da:

Fa
102

I
Q>

T
J_ =abay

Jg = % (afar — adas)

In questa sezione si tralascia la dipendenza esplicita da h.
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Queste considerazioni possono essere generalizzate. Si puo provare che tutte
le rappresentazioni irriducibili dell’algebra su (2) possono essere costruite
su H, utilizzando come base quella dei vettori che rappresentano autostati
simultanei dei due operatori numero, e definire gli operatori J+, J_; Js sem-
pre in termini di forme quadratiche negli operatori di creazione e distruzione
posti. Cio significa che, in questo modo, & possibile descrivere la dinamica di
una particella con un arbitrario valore del momento angolare orbitale e dello
spin attraverso questo formalismo. Inoltre questa puo essere vista come un
caso particolare della procedura di seconda quantizzazione, secondo la quale
i generatori di una qualunque algebra di Lie, per la quale & definita una rap-
presentazione matriciale, possono essere realizzati come forma quadratiche
negli operatori di creazione e distruzione, di tipo bosonico o fermionico.

4.3 Sull’analogo classico della mappa di Jordan-
Schwinger

Come si ¢ illustrato, si considera mappa di Jordan-Schwinger una realiz-
zazione, piu propriamente una rappresentazione, di un’algebra di Lie finito-
dimensionale, in termini di operatori ottenuti come forme quadratiche di
operatori di creazione e distruzione. In questa prospettiva, si puo studiare
il problema di ottenere una rappresentazione di algebre di Lie a dimensione
finita in termini di funzioni definite su un’opportuna varieta: la struttura
rispetto alla quale definire ’analogo della nozione di commutatore nell’in-
sieme degli operatori sara, in modo del tutto naturale in virtu di quanto gia
sottolineato, la parentesi di Poisson. Una simile realizzazione e quella che
viene considerata mappa di Jordan-Schwinger classica [12].

Per essere piu precisi, si considera un’algebra di Lie a dimensione finita,
G. Essa ¢ uno spazio vettoriale a dimensione finita in cui ¢ definito un
commutatore, ovvero un’applicazione:

[]:GxG— G

che sia bilineare, antisimmetrica, e soddisfi I'identita di Jacobi. Se M e
una varieta simplettica allora si considera la struttura di Poisson associata
e si definisce mappa di Jordan-Schwinger classica, F', una realizzazione di G
come sottoalgebra di Poisson di F (M):

F:G— F(M)

| {F(a),F(8)} = F([a,b) (4.1)

Equivalentemente, si puo considerare un’algebra di Lie come definita dall’in-
troduzione, su uno spazio vettoriale, di quantita, dette costanti di struttura,
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Cijk, per cui, se e, definiscono una base di questo spazio:
[eia ej] = Cijk€k
con:
® ciji = —cjik, per antisimmetria
® CijnCnks + CjknCnis + CrkinCnjs = 0 dall’identita di Jacobi

Allora la mappa di Jordan-Schwinger classica ¢ definita da:
{F (ei), F(ej)} = F ([es ¢5]) = cijuF (ex) (4.2)

Si puo dimostrare che, fissata un’arbitraria algebra di Lie, G, a dimen-
sione finita, esiste sempre una realizzazione in termini di una sottoalgebra
di Poisson di F (M), in cui M & un’opportuna sottovarieta simplettica.

4.4 Una realizzazione dell’analogo classico della map-
pa di Jordan-Schwinger nell’algebra di Moyal

Cid che ¢ gia stato esplicitamente realizzato [12] ¢ una soluzione a questo
problema nel caso di una generica algebra di Lie di dimensione 3. In det-
taglio, € stata ottenuta una realizzazione della mappa di Jordan-Schwinger
classica per una qualunque algebra tridimensionale in termini di funzioni
definite su M = R* secondo la struttura simplettica nella forma canonica;
w = dg; N dp; in coordinate.

Alla luce di quanto sviluppato nei capitoli precedenti ¢ chiaro che in
F (R4) si puo definire una struttura di algebra non commutativa, intro-
ducendo il prodotto di Moyal, ottenuto attraverso la mappa di Weyl e
Wigner rispetto proprio alla struttura simplettica considerata.

Il risultato interessante, e del tutto originale, € che, rispetto alla par-
entesi di Moyal in F <R4), che ¢ una struttura di Poisson nell’algebra

(.7: (R4) )k M), si ha la realizzazione di una mappa con le stesse propri-

eta di quella di Jordan-Schwinger classica, da G in F <R4>. In altre parole,
si ha che esiste una mappa:

Fy 2 G — f(]R4>
per cui, se G & un’arbitraria algebra tridimensionale:
{Fn (ei), Fr (€)= Fur ([eis €5]) (4.3)

La dimostrazione dell’esistenza di questa mappa sara diretta. Si considerera
ogni caso di algebra di Lie a 3 dimensioni (attraverso la scelta dei valori dei
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coefficienti secondo la classificazione di Bianchi) e si esibira una realizzazione
di esse in termini di funzioni su R*: la verifica del fatto che queste funzioni
soddisfino la condizione (4.3) condurra inoltre ad un’ulteriore analisi delle
caratteristiche del prodotto di Moyal.

e il primo esempio che si considera ¢ quello dell’algebra SB (2):

[z,y] =y
[z, w] =w
[y’ w] =0
Si definiscono:
F(x)=q +q
Fy) = e
F (w) = eP?

Per semplificare le notazioni, si tralascera di scrivere F' (z) e si identi-
fichera proprio I’elemento dello spazio vettoriale con la funzione da cui
e rappresentato: dapprima si vede che questa e una realizzazione della
mappa di Jordan-Schwinger classica rispetto alla struttura di Poisson:

{z,y} ={a + @, e} =€ =y
{:‘an} = {(h +Q27€p2} =e? =w
{w,z} = {eP?,e’} =0

Ora bisogna valutare il prodotto di Moyal fra queste funzioni: ’aspetto
da sottolineare & che w e y non appartengono all’insieme delle funzioni
per le quali I'espressione integrale del prodotto di Moyal, (questa volta
in R, ma lestensione ¢ semplicissima) si riduce alla serie di termini
in potenze del parametro h. Percio € necessario valutarlo proprio a
partire dall’espressione integrale. In appendice e presentato il dettaglio
di questo calcolo: si puo vedere che:

oy y = (q+q2)e’ — %em
ma esso ¢ proprio uguale a:
zHy Y = (q1+q2) e’ — %{QI +qo, e} =y — %{x, y}
Analogamente, si ha pure che.

ih

T Hpy W= TW — E{x,w}
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Yk W= Yyw

Da queste espressioni si vede, antisimmetrizzandole secondo la definizione,
che:
{z. vt =y

{z,w}y =w
{w,y}pr =0

e questo chiarisce che queste funzioni sono una realizzazione delle
proprieta della mappa Fiy

il secondo esempio & quello dell’algebra di su (2):

[.%‘,y] =w
ly, w] =z
[w7x] =Y

Si considera la rappresentazione in cui:

1

T =g (q1q2 + p1p2)
1

y=3 (p1g2 + q1p2)

w:i(p?Jr(ﬁ—qg—p%)

Come si puo vedere, queste funzioni definiscono una realizzazione della
mappa di Jordan-Schwinger classica:

{x,y} =w
{ywp ==
{w,x} =Y

La valutazione del prodotto di Moyal in questo caso ¢ immediata: visto
che le funzioni sono polinomi, esso si ottiene formalmente consideran-
do, come provato in un’appendice del precedente capitolo, valida la
formula che lo rappresenta come una serie di operatori bidifferenziali.
Grazie a cio e semplice vedere che:

ih
T Hp W= TW — %{x,w}

ih
Yk W= Yw — E{y,w}
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ih
zxn Yy = ay — {2, y}
e che quindi:
{$7 y}M = {CL', y}
{yuw}]bl = {va}

{w, 2}y = {w,z}

e Il terzo caso & quello dell’algebra sl (2, R):

[.Z',y] =w
ly, w] =z
[w7$] =Yy

Le funzioni:

1
T =35 (q1p2 + q2p1)

1

y=3 (q1p2 — q2p1)

1
T=3 (q1p1 — q2p2)

Anche in questo caso il calcolo del prodotto di Moyal fra queste fun-
zioni ¢ immediato, anche in questo caso si vede che gia il termine al
second’ordine in A e nullo, per cui:

ih
T Hpy W= TW — %{x,w}

ih
Yok W= Yw — 5{y,w}

ih
Txy Y =2Y — 5{:1773/}
e percio:
{z,y}u = {z,y}
{ya w}M = {.% U)}

{w, 2}y = {w,z}

e Il quarto caso e quello dell’algebra Es che rappresenta i generatori del
gruppo euclideo in R?:

[x,y] =w
[y, w] =0
(w,z] =y



La mappa di Jordan-Schwinger classica e realizzata dalle funzioni:

T =p1+p2

o (q1+q2>
Y = Sin 5

_ (Q1+Q2)
w = —CoSs T

Valutare il prodotto di Moyal y *,, w é immediato poiche dipendono
da coordinate che commutano, nel significato che le variabili ¢; hanno
parentesi di Poisson nulla fra di loro, e questa condizione, come det-
tagliato in appendice, fa siche il loro prodotto di Moyal si riduca al
prodotto usuale:

Wk Y = Y *p W= WY
per cui:
{y7 w}]\/] =0
Per valutare il prodotto di Moyal fra y o w e la funzione x si ricorre

alla procedura gia spiegata nel primo caso, quello dell’algebra SB (2),
a proposito delle funzioni esponenziali. Essa conduce al risultato:

iR
Xy W= TW — %{w,w}

ih
Txpy Y =Y — 5{:1773/}

e questo indica che anche in questo caso si ¢ definita un analogo della
mappa di Jordan-Schwinger per 'algebra di Moyal su R?

Il quinto caso e quello dell’algebra di Poincare tridimensionale:

[z,y] =w
[y, w] =0
[w7x] =Y

Con gli stessi ragionamenti svolti nel caso precedente si puo vedere che
le funzioni:

T =p1+p2
y = sinh (fh + Q2>
2
w = —cosh <M>

costituiscono una realizzazione della mappa di Jordan-Schwinger clas-
sica sia rispetto alla struttura di Poisson ordinaria, rispetto al prodot-
to pointwise commutativo, che rispetto alla struttura di parentesi di
Moyal.
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Il sesto caso & quello dell’algebra di Heisenberg-Weyl:

[.Z',y] =w
[y, w] =0
[w, 2] =0

Per esso si vede che le funzioni:

r=q
= @2p1
w = q2

sono una soluzione al problema posto, cosi come per l'ultimo caso,
quello dell’algebra tridimensionale abeliana:

[xvy} =0

si ha che una soluzione é:
T =qip1

q2p2

w=1
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Capitolo 5

Sulle teorie di gauge su spazi
non commutativi

5.1 Introduzione

In questo capitolo e sviluppata la nozione di teoria di gauge su spazi non
commutativi. La prima sezione introduce la nozione di simmetria di gauge in
una teoria di campo classica: in essa e illustrato come la richiesta di invarian-
za della teoria rispetto all’azione locale di un gruppo porti alla definizione
del concetto di derivazione covariante. La seconda sezione ¢ dedicata allo
studio dell’estensione di cid a spazi non commutativi. Dapprima, si definisce
uno spazio non commutativo e se ne caratterizza l'insieme delle funzioni,
alla luce di quanto gia sviluppato, in termini di algebra di Moyal. Poi si
introduce il concetto di azione locale di un gruppo su questo spazio, e si sot-
tolinea come porti ad una teoria dalle caratteristiche profondamente diverse
da quella usuale: in essa la derivazione covariante, ad esempio, ¢ definita
in modo algebrico, non potendosi usare il concetto di limite del rapporto
incrementale. Infine se ne studia l'insieme dei generatori e si dimostra che
proprio lo sviluppo del formalismo a la Moyal permette una caratterizzazione
originale e compiuta delle regole di commutazione di quest’algebra di gen-
eratori. Ulteriori dettagli, e un’analisi delle possibili applicazioni di esso in
una teoria di campo su spazi non commutativi, sono in [10].

5.2 Sulla nozione di simmetria di gauge

Il concetto di simmetria di gauge in una teoria di campo classica fu in-
trodotto da H.Weyl nel 1929, sulla scorta dell’analisi della teoria della rela-
tivita generale. Il principio di equivalenza, ipotizzato da Einstein, era sta-
to formalizzato attraverso la richiesta che le equazioni della dinamica fos-
sero covarianti per un’arbitraria trasformazione di coordinate dello spazio-
tempo minkowskiano. Proprio questa richiesta aveva condotto ad una teo-
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ria geometrica dell’interazione gravitazionale. L’idea di Weyl fu ipotizzare
che l'interazione elettromagnetica fra particelle cariche si potesse formula-
re attraverso l'introduzione di una simmetria opportuna nella teoria che
descrivesse la dinamica libera di queste stesse particelle. Questa idea fu
ripresa e sviluppata in seguito, negli anni Cinquanta, nei lavori di Yang e
Mills: oggi le teorie di gauge, come vengono definite, nella loro versione
quantistica sono in grado di formalizzare sia 'interazione elettromagnetica,
che quella debole e quella forte, in un linguaggio comune che si presterebbe
ad una possibile unificazione.

Una teoria che descrive 1’evoluzione del campo ¢ (), detto generica-
mente campo di materia (qui z sta ad indicare un sistema di coordinate in
uno spazio vettoriale a dimensione finita, mentre 1) puo eventualmente rap-
presentare un multipletto, ovvero una n-upla di componenti: in altre parole:

Y € F(R*)®C") e che ammette una formulazione di tipo lagrangiano, con':

Lyr= Ly (Y, 0u9) (5.1)

avra in generale delle simmetrie descritte dall’azione di opportuni gruppi
sullo spazio C" a cui appartengono i multipletti 1. Queste simmetrie ven-
gono dette globali poiche non dipendono dal punto dello spazio vettoriale in
cui si valuta il campo .

Ad esempio, 'equazione di campo di Dirac, in cui 9, pur essendo uno
spinore a 4 componenti, viene letto, in questa accezione, come singoletto, ¢
descritta da una densita lagrangiana:

Lp = iy Ot — mapi) (5-2)

ed essa & simmetrica per 1'azione del gruppo U (1); poiche si vede che, se
¥ (x) & soluzione dell’equazione di campo, ¢ soluzione pure:

V' (z) = e (z) cona €R (5.3)

Si dice che una teoria di campo, in principio descritta da una densita
lagrangiana £); simmetrica rispetto all’azione globale di un gruppo, ha una
simmetria di gauge qualora £ sia simmetrica rispetto all’azione locale dello
stesso gruppo, cioé dipendente dal punto in cui e valutato il campo . Per
proseguire nell’esempio a proposito del campo di Dirac, si definisce azione
locale del gruppo U (1) quella per cui:

Y (@) = Dy (2) (5:4)

Come ¢ chiaro, £Lp non ¢ invariante per questa azione locale del gruppo
U (1). 11 principio di gauge richiede di definire, a partire da £p una nuova
densita lagrangiana che invece rispecchi questa simmetria: questa nuova

1 : _ oY
Qul 8#1/) = Bzn-
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teoria descrivera l'interazione fra il campo di materia e un particolare nuovo
campo. In questo caso si trattera del campo elettromagnetico.

A questo punto & possibile esplorare con maggiore precisione e cura qual
€ una caratterizzazione geometrica di una teoria di gauge. Per fare cio si
considerera una densita lagrangiana Lj; della forma gia considerata, sim-
metrica rispetto all’azione globale di un gruppo U, per semplicita unitario.
Esso potrebbe essere sia abeliano, come U (1), sia non abeliano, come U (n):
I’analisi sara condotta nel caso generico in cui U sia non abeliano.

L’azione locale di questo gruppo viene definita da:

WY () = U (2) ¢ (2) (5.5)
e l'unitarieta di U permette di scrivere:
U (z) = e® @ T (5.6)

in cui o (z) € R e T{y) sono i generatori hermitiani dell’azione del gruppo:
I'indice k, su cui si somma, va da 1 alla dimensione del gruppo U.

Come ¢ evidente pure dall’esempio proposto pure per il campo di Dirac,
la difficolta nell’ottenere una densita lagrangiana che abbia la simmetria di
gauge richiesta sorge nei termini che presentano derivate del campo. La
derivata di 1 nella direzione n* & definita dalla procedura di limite:

WO = lim [ (4 en) — o (x)] (5.7)

Questa definizione, nel caso in cui si consideri una teoria per la quale ¥ &
soggetto all’azione locale di un gruppo, non ¢ interessante, poiche presup-
pone di confrontare il valore del campo in due punti diversi, quindi caratter-
izzati da proprieta di trasformazione differenti per ’azione del gruppo U. In
altre parole, per 'azione del gruppo U, la quantita 9,2 non ha una defini-
ta legge di trasformazione, e percio non ha un’interpretazione geometrica
utile. Per effettuare correttamente questa procedura di limite si introduce
un fattore che compensa le differenti proprieta di trasformazione da un pun-
to all’altro. Si definisce una quantita V (y, ), che dipende dai due punti di
coordinate x e y, e che per I'azione locale del gruppo U si trasforma secondo:

V(y,2) & U@V (ya)U (@) = VU (y,2) (5.8)

€ con:

Viz,z)=1 (5.9)

in modo tale che per una trasformazione si abbia:

V(2,99 (y) 5 U@)V(z,y) ¢ (y)

ovvero che:

(V ()¢ ) =U () (V(z,9) ¥ (1)) (5.10)
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A questo punto si definisce derivata covariante del campo ¥ lungo la di-
rezione n:

1
nu D = hII(l) —[Y(x+en) =V (x+en,x) ¢ (x)] (5.11)
e—U €
Se si assume che anche V (y, ) sia un elemento unitario?, allora:
V(z+en,x) =1+ z’enuA’(Lk)T(k) +o (62) (5.12)
I campi A ;) vengono detti campi di gauge: essi sono quelli che poi vengono

fisicamente identificati con i campi che medieranno le interazioni. Grazie a
questa definizione si ha? :

DHp = oM — i Al T (5.13)

Dalla legge di trasformazione per V (y, x) si vede che 1’azione del gruppo di
gauge si puo definire sui campi Ay:

U
Ay = Aw)

con
U+en)V(z+en,z) U (2) =1+ ienﬂflfk)T(k) +o0 (62) (5.14)
e si ha: .
Al Ty = U (2) Al Ty U () =i (9"U) U (2) (5.15)
e quindi:
D, % pY
con: )
DY =9, —iAPT® (5.16)

e si puo vedere che:

(DwY) (2) = U (2) (D) (a) (5.17)

Questo ¢ il significato della definizione di derivata covariante: in virtu di essa
sara sufficiente, per ottenere da una L), bilineare hermitiana nei campi 1 e
0,1, una densita lagrangiana che sia invariante per I’azione locale del gruppo
U, sostituire a 0, il termine D).

2Come risulta evidente, questa funzione V ha un ruolo simile a quello che ha, nella
formalizzazione della teoria della relativita generale, la mappa di trasporto parallelo da
cui si definisce la connessione.

3In questa sezione si sta implicitamente considerando la definizione di una struttura
metrica rappresentata dalla matrice gos, con ¢*°gs, = 6%, attraverso la quale definire
At =g A, e Ay = gAY
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In questo modo ¢ possibile avere una densita lagrangiana che descrive
Iinterazione fra il campo di materia e i campi di gauge A(y); I'ultima ques-
tione e capire quale sia un termine invariante per trasformazioni di gauge
che dipenda solo dalle funzioni A;. A tal fine si puo vedere che:

U

[Dy, Dyl () = U (2) [Dy, DyJ¢ () (5.18)
e percio, se si definisce:
F/S{/)T(J’) =i[Dy, D) (5.19)
si vede pure che: o
Ly, = tr[FQTW) prv(@p(a)] (5.20)

(in cui la traccia ¢ valutata sulle matrici T rispetto agli indici -qui non
espliciti- di multipletto) ¢ un termine che dipende solo dai campi Ay ed e
invariante di gauge.

5.3 Sulla teoria di gauge su spazi non commutativi

5.3.1 Sulla nozione di spazio non commutativo

Nell'impostazione piu immediata, uno spazio non commutativo ¢ uno spazio
vettoriale in cui ¢ definito un prodotto non commutativo, in virtu del quale,
rispetto alle funzioni che rappresentano le coordinate, si ha: (se a, €
1...5s)

i
To *Tg = T - T3+ QGQB (5.21)
con 0,4 matrice antisimmetrica costante a valori reali, per cui:
To ¥ T3 — TR * Ta = [Ta,Tg)s = 10ap (5.22)

Se, per semplicita, si assume che lo spazio vettoriale in esame abbia dimen-
sione pari e che 6,3 sia non degenere, allora, alla luce di quanto discusso
nei capitoli precedenti, & ragionevole assumere come insieme delle funzioni
definite su questo spazio I'unione dell’insieme dei polinomi con quello delle
funzioni schwartziane, cioé a decrescenza rapida S°°. A questo insieme si
attribuisce una struttura di algebra definendo in esso il prodotto di Moyal:

(f # g) = e2P0%a P £ () g (u)],_,, (5.23)

Proprio questo si riduce, infatti, per le funzioni coordinate, alla relazione
(5.21). Questa algebra verra indicata col simbolo Ag: essa si puo leg-
gere come una deformazione, negli elementi 6,3, dell’algebra C* (R?) delle
funzioni infinitamente derivabili con derivate continue in R?.
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Se, come fatto gia piu volte, si considera il commutatore ottenuto anti-
simmetrizzando questo prodotto, allora si puo definire in Ay una derivazione:

aaf = —iGg[.%'ﬁ, .ﬂ* con ngﬁa = dac (5'24)

Infatti, come provato, 'antisimmetrizzazione di un prodotto associativo
definisce un commutatore che soddisfa l’identita di Jacobi e la regola di
Leibnitz, rispetto al prodotto considerato.

osservazione. Sarebbe probabilmente assai interessante provare a definire
Palgebra delle funzioni su questo spazio come quella generata dalle coordi-
nate xy:

Ag =C* (C [[3}1 N .%'SH /Rg)

Questa scrittura indica di considerare dapprima I'insieme delle serie formali
nelle coordinate x, con coefficienti complessi, poi quozientarlo rispetto al-
la relazione Ry,(5.21), ed infine considerare un opportuno completamento.
In questa prospettiva, ad esempio, un operatore di derivazione si definisce
attraverso la posizione:

OuTy = O

ed estendendolo a C[[zy ...x;]] attraverso la regola di Leibnitz. In realta,
come & possibile cogliere in letteratura, il termine di questa procedura di
completamento é un tema di studio non ben chiarito [4].

Parallelamente si potrebbe scegliere di considerare Ay come l'insieme
delle funzioni S*° (R?®), sempre con il prodotto di Moyal. Rispetto alla
norma:

I £ o= sup If (@)]
zelR

questa é un’algebra di Banach. Essa pero non ha un elemento unita: per
sopperire a cio bisognerebbe considerare 1’insieme

S= (R*) @ C

Questo, geometricamente, corrisponderebbe a considerare funzioni sullo spazio
R?® in cui Iinfinito sia stato compattificato ad un punto. Inoltre questo signi-
ficherebbe che il prodotto di Moyal non é definito sulle funzioni coordinate,
e che l'operatore di derivazione sarebbe definito (5.24) attraverso elementi
esterni all’algebra.

5.3.2 Sulle simmetrie di gauge su spazi non commutativi

A questo punto e possibile estendere la nozione di simmetrie di gauge al
caso di spazi non commutativi. Il primo aspetto da considerare e definire
Iinsieme a cui appartengono le funzioni che rappresentano quelli che sono
stati chiamati campi di materia. Si sceglie che:

Y eM=85°R)eCY (5.25)
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dove CV sta ad indicare che si possono considerare multipletti di ordine N.
Corrispondentemente a cio si considera ’algebra di Moyal:

My (Ag) = Ag @ My (C) (5.26)

definita dal prodotto tensoriale di Ay con I'insieme delle matrici N x N sul
campo complesso: in essa la moltiplicazione € definita dal prodotto tenso-
riale fra il prodotto di Moyal e 'ordinaria moltiplicazione matriciale riga per
colonne.

In essa si considerano gli elementi unitari: U € My (Ay) con

UsU =UT«U =1 (5.27)
(qui 1 indica 'identita in My (C)) e si definisce trasformazione di gauge?:
v — PV =Ux (5.28)

E bene sottolineare quale sia la principale caratteristica che rende la teoria
che si sviluppa su questa definizione differente rispetto a quella gia illustrata.
Nel caso della teoria sviluppata sull’algebra commutativa delle funzioni in
R?, si era visto che 1'unica sorgente di non commutativita dell’azione locale
del gruppo considerato era legata al fatto che U (N) &, per N # 1, non
abeliano. Questo aveva permesso di scrivere la trasformazione di gauge su
1) secondo:

W (@) — wOTmy (2) (5.29)

cioe semplicemente rendendo dipendenti dal punto i coefficienti rispetto ai
generatori Tz del’azione globale del gruppo U (N): in altre parole si poteva
considerare locale lazione del gruppo U (N) ® F (R?%), che ¢ un gruppo a
dimensione infinita a causa del termine F (R?), ottenuto dall’azione globale
del gruppo U (N), che & a dimensione finita. Anche U (My (Ap)), 'insieme
delle trasformazioni unitarie nell’algebra My (Ag), € ancora, chiaramente,
un gruppo a dimensione infinita: il fatto che il prodotto di Moyal sia locale
e non commutativo fa si che, in questo caso, non sia possibile definire un
insieme di generatori, in numero finito pari alla dimensione di U (N). Inoltre,
anche nel caso in cui il gruppo che agisce su M sia U (1), la teoria & non
abeliana.

Purtuttavia, la trasformazione (5.28) viene letta come una deformazione
dell’azione locale del gruppo U (N) su F (R*) @ CV. In tal senso si definisce
un operatore di derivazione covariante:

V(@) = 0uth —iAy x1p (5.30)
attraverso la specifica richiesta che, per trasformazioni di gauge:

Vy — VY

4Con le ipotesi fatte & possibile provare che U 1) € M.
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con:

v (V) = (V@) (5.31)
Da essa si vede che:
Vi (W) = UV, (U «v) (5.32)
Se si definisce:
VI (¥) = 0pp — i A x4 (5.33)

si ha:
U*Vu(UT*@b) = 0 —iAY x4

e, dalla definizione dell’operatore V ,:
U+ 0, (UTW) — iU Ay x Ut xp = 90 — AU 5
visto che 0, ¢ una derivazione rispetto al prodotto *:
(U*@HUT> s — iU % Ay x UT sy = —iAY 59

e quindi:
AT =i (U 0,U") + U x4, + Ut (5.34)

questo indica che 'azione del gruppo di gauge sul campo di gauge ha la
stessa forma, rispetto al prodotto di Moyal, che ha nel caso di teorie non
abeliane su spazi commutativi. Ancora, si puo definire:

Fop = i[Va, Vil (5.35)

Le proprieta di trasformazione dell’operatore di derivazione covariante indi-
cano che, se:

Fls =iV, V] (5.36)
allora:
FU (v7) = U + Fap () (5.37)
0, equivalentemente:
Fi5 () = U % Fag (UT * 1/}) (5.38)

Inoltre, lo sviluppo esplicito della forma dell’operatore Fi,3 conduce a:

Fop (W = (804‘45 - aﬁAa) * 1 — i[AonAﬂ]* * 1 (5'39)

102



5.3.3 Sulla caratterizzazione dell’algebra del gruppo unitario

Il passo successivo di questa analisi ¢ provare a caratterizzare le trasfor-
mazioni infinitesime che generano il gruppo U (My (Ag)). In realta, come
si e gia sottolineato, in questa situazione non e possibile definire ’algebra
di Lie di questo gruppo leggendola, analogamente al caso di gruppi di Lie a
dimensione finita, come lo spazio tangente alla varieta che lo rappresenta nel
punto che corrisponde all’unita. Tuttavia, ¢ possibile sfruttare il fatto che
M sia I'insieme delle funzioni a decrescenza rapida in R®, e completarlo, in
norma quadratica, allo spazio di Hilbert Hpq = £2 (R?, d*z). In questo mo-
do le trasformazioni di gauge si possono leggere come una rappresentazione
unitaria, su H 4, del gruppo U (My (Ag)) [9].

osservazione. Questa identificazione é molto interessante. FEssa si basa sul
fatto che, per le funzioni considerate:

[ (fr9)@) = [ @z (19)(

(é semplice ottenere questo risultato, ad esempio considerando la forma
integrale del prodotto di Moyal). Cio significa che:

[ li= [ o Gev) @) = [ da @0) @) =] v |

e quindi, in virtu dell’unitarieta di U rispetto al prodotto deformato, si ha
pure:

[T =l =] 2 |

A questo punto, per ogni gruppo a un parametro di trasformazioni uni-
tarie si puo ancora invocare il teorema di Stone, e definire un generatore per
ognuno di essi: sara I'insieme di tutti i generatori, ottenuti da tutti i gruppi
a un parametro di trasformazioni unitarie, che costituira quella che verra
detta algebra del gruppo di gauge: u (My (Ayp)).

Per proseguire nell’analisi di quest’algebra ci si restringera al caso in cui
N =1, e il gruppo di gauge sara U (M (Ay)), ovvero l'insieme U (Ap)
degli elementi unitari in Ay, e per evidenziare il ruolo dei generatori si
considereranno trasformazioni del tipo:

U = @) (5.40)

con A (z) € R. Qui il simbolo * nell’esponente sta ad indicare che:

. .2
e*”\(x):l—i—z’)\—i—%)\*)\—i—...

In questo caso & possibile specificare quale sia ’azione del gruppo di gauge
sul campo A e sull’'operatore Fi,3. In dettaglio:

A,l,] —3 (6*1')\(1) % 8ye*—i)\(x)) + e*i)\(m) % Al/ % 6—*1‘)\(:1:)
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questa espressione, considerando A infinitesimo, conduce a:
AY =9 N+ A, +i[\ A +o ()\2)

per cui:

AY — A, = 5A, = N+ i\ A (5.41)

v

In modo analogo si vede pure che:

OrFap (V) = —i[Fap (A x ) = Ax Fop (¥)]
e questa relazione viene di solito espressa con:
WFap =i\, Fopls (5.42)
Da cio inoltre € possibile vedere che:
[0x, Ox] Ay = dipa, v, Aw (5.43)

Essa indica chiaramente che il sottospazio che genera le trasformazioni di
gauge definisce un’algebra di Lie rispetto al commutatore & la Moyal. Pro-
prio quest’algebra, ora, si provera a caratterizzare.

L’analisi svolta, ed il teorema di Stone, hanno chiarito quale sia il sig-
nificato del considerare gli elementi hermitiani di .49 come generatori del
gruppo di gauge.
osservazione. A causa della non commutativita del prodotto *, il concetto
di hermitianita &€ un po piu delicato che nel caso usuale di funzioni definite
su uno spazio vettoriale. Si puo, intuitivamente, pensare ad esso come al-
la definizione degli elementi simmetrici nell’insieme degli operatori su uno
spazio di Hilbert. Ad esempio, il monomio &, * g = Taxg + %Hag ¢ her-
mitiano solo se x, e xg appartengono a sottospazi lagrangiani rispetto alla
forma 0,3.

Le proprieta del prodotto deformato indicano che ¢ possibile esprimere
la funzione generatrice reale A (z) come una serie in termini di *-monomi,
secondo opportuni criteri di convergenza. In particolare, questi sviluppi as-
sumeranno una maggiore immediatezza e una migliore intuitivita se saranno
definiti rispetto ad una base di *-polinomi hermitiani. Giusto per non ren-
dere troppo pesante la notazione, e per rileggere direttamente i risultati gia
illustrati nei capitoli precedenti, si considerera una teoria sviluppata su un
piano non commutativo, cioé si sceglie come spazio vettoriale uno spazio
bidimensionale, rispetto alle solite coordinate (g, p), e la matrice 6 in modo
che sia: ;

q*p=4d4p — 9

Come si e piu volte sottolineato, c’e una profonda analogia fra I'insieme
delle funzioni che si ottengono da quelli che sono stati battezzati x-polinomi,
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e I'insieme degli operatori su uno spazio di Hilbert esprimibili come funzioni
degli operatori canonici § e p. Questa analogia € un vero e proprio isomorfis-
mo, e questo isomorfismo & rappresentato dalla mappa di Weyl, e da quella
di Wigner. Rispetto a cio risulta naturale assumere, come base per I'insieme
degli elementi hermitiani in Ay, gli elementi:

1 a ae
Sab=2az<k>qk*pb*q * (5.44)

k=0

Come ¢ evidente dal confronto con quanto provato a proposito della mappa
di Weyl, esso si ottiene da €2 (qapb> identificando, nell’algebra di Moyal:

q<q p<D

Grazie a questa identificazione, lo studio dell’algebra u (Ag) si risolve nello
studio di (nella notazione vettoriale, 7 = (n1,n2)):

[S7.Sils = > camaSa (5.45)
aeN?
Inoltre, il motivo per cui si ¢ scelta questa base ¢ che questo isomorfismo

rende immediato, in virtu di quanto gia calcolato, la valutazione di questo
insieme di costanti di struttura. Se si considera (1.5):

mg]

Ay S e e e L e Ly N A i (5.46)

si ha:
[q"p"%, ™ P =
min(n,ms) min(nz,m1) i\ ki el m n9 mq! mo!
IR (5) v ( k )( j ><m1—j>!<m2—k>l+
min(mi,nz) min(ma,n1)

A L[ m1 mo ny! na!
R UENDP (5) v ( b )( j ><n1—j>!<n2—k>!

qm1+n1 k— ]pm2+n2 k—j

e allora si ha:

[Sits Sl =

mm%,ma)mm%m) (Z.)m(_l)k < - ) ( ns ) my! mal
k=0 =0 2 k J ) (m1—j) (me —k)!
min(mi,n2) min(ma,n1)

ikt g [ ma me nq! na!
R SRNDP (5) v ( ’ )( j ><n1—j>!<n2—k>!

Sm1+n1—k—j,m2+n2—k—j (5'47)
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Capitolo 6

Una conclusione...

Al termine di questa esposizione é bene sottolineare come lo sviluppo del
formalismo a la Weyl-Wigner abbia permesso un’analisi delle relazioni che
intercorrono fra la formulazione classica e quella quantistica della dinamica
di un sistema fisico. Esso ha permesso di attribuire un significato al proble-
ma di definire il limite classico della dinamica quantistica nella formulazione
a la Heisenberg, leggendola come una deformazione, dipendente da h, del-
la dinamica classica nella formulazione a la Poisson. D’altro canto esso ha
permesso di sviluppare una procedura attraverso la quale definire una quan-
tizzazione per sistemi dinamici classici lineari, e I’esempio piu interessante
e stato quello relativo alla dinamica di una particella soggetto ad una forza
di tipo magnetico costante.

E se il campo magnetico in cui la particella € immersa non fosse costante?

Lo studio svolto chiarisce che provare a definire una quantizzazione in
questo caso equivalrebbe a studiare la possibilita di definire una nozione
di sistema di Weyl per uno spazio vettoriale simplettico in un sistema di
coordinate in cui la matrice che la rappresenta non é costante. La sezione che
segue € un tentativo in tal senso: essa non giunge a dei risultati conclusivi,
ma parziali, ed evidenzia che questo studio é intimamente legato al problema
di definire strutture lineari tanto per un sistema dinamico classico che per
uno quantistico. FEsso é quindi, come si vede, correlato al problema della
linearita, che come si é detto é I'altro grande tema relativo all’analisi delle
relazioni fra mondo classico e mondo quantistico.

In questa prospettiva quest’ultima sezione, e piu in generale questa
pagina conclusiva, costituisce come una enunciazione d’intenti per il futuro...
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6.1 Sulla definizione di un sistema di Weyl rispet-
to a strutture simplettiche dipendenti dal pun-
to

Una volta ottenuta una soluzione al problema di determinare un sistema
di Weyl rispetto ad una struttura simplettica costante, ¢ naturale studiare
questo stesso nel caso in cui la 2-forma simplettica dipenda dal punto. La
prima questione a sorgere ¢ quella di comprendere quale sia la forma in cui
il problema e posto in modo corretto. Si e detto che, con un certo abuso,
un sistema di Weyl ¢ una rappresentazione unitaria proiettiva di uno spazio
vettoriale. Qual ¢ il significato da dare a quest’espressione qualora si abbia
una varieta simplettica, (cioé una varieta sulla quale ¢ stata definita una
2-forma chiusa, non degenere e definita positiva) quand’anche si assuma che
questa varieta sia diffeomorfa a R?"? Ancora una volta la traccia ¢ fornita
analizzando la trasformazione (giusto per semplicita si considera come vari-
eta RZ) che porta la struttura simplettica nella forma di Darboux. Come ¢
stato piu volte sottolineato, se:

w = f(q,p)dg Ndp

allora esiste, almeno localmente, una trasformazione di coordinate:
(4.p) CR* 2 (3.5) CR?
per cui:
0q0p 0q0p
= ~aa. =/ (@D
0q0p Opdq

e quindi nel sottoinsieme di R? immagine di questa applicazione la struttura
simplettica assume la formas:

wp =dg A dp

In questa analisi, per semplicita, si assume che la trasformazione D & globale,
ovvero che la carta a la Darboux (G, p) copre tutto R
Grazie a questa applicazione si puo definire in R? una struttura lineare
attraverso:
z+p2 =D (D(2)+ D () (6.1)

Apz=D"1(\D(2)) (6.2)
in cui + indica la struttura lineare standard in (RQ, w D):
(¢,p)+(d,7) = (@+7,p+7)

107



con A € R. In questo modo (R2, w) ammette una nuova struttura di spazio

vettoriale,'rispetto alla quale la struttura simplettica (rappresentata ora dal-
la matrice wp) ¢ costante, cioé ¢ invariante rispetto all’azione del gruppo
delle traslazioni definito dalla nuova struttura lineare. Allora, se si pone:

Ws(w) (2) = W (D (2) (6.3)
cioe in dettaglio:
Ws() (¢,p) = W (G (q,p) .5 (q.p)) (6.4)
si vede che: R )
WS(w) (Z +bD Z’) =W (D (Z +pD z')) (6.5)

Infatti, secondo la definizione della nuova struttura di somma:
W(D (z+p 7)) :W(D(z)+D(z’)) (6.6)
e dalla definizione di sistema di Weyl
W (D (2) + D (&) = W (D (2)) W (D (/) e-34p(PEPED - (6.7)
(qui A = 1). Percio:
W) (240 2) =W (G (q,p) .5 (0. 0) W (T (¢, 7)) .8 (d. 7)) 63(‘5’7(‘5;;)

Adesso e possibile, procedendo in modo analogo a quanto fatto per la strut-
tura lineare ordinaria, dimostrare che:

W) (@p2) W) (Bp2) = W) ((a + B) pz) (6.9)

Infatti, sempre secondo la definizione di sistema di Weyl:
Ws(w) (v pz) +p (8-p2)) = Ws() (ap2z) Ws(e) (B-p2) (6.10)
mentre la definizione di struttura lineare indotta:

(-pz) +p (B:p2) = ((a+ B) -p2)

Quindi Ws(w) (arpz), con z fissato, realizza una rappresentazione di (R, +)
(si badi bene, una rappresentazione dello spazio vettoriale reale unidimen-
sionale rispetto alla struttura lineare usuale) in termini di operatori unitari.
Allora, dal teorema di Stone:

A

W) (@-pz) = G5 () (6.11)

s . . 2.
1a prova che queste posizioni definiscano una struttura di somma, ovvero che R” in
questo modo divenga uno spazio vettoriale, ¢ in appendice.
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e si puo vedere che:

~

G (a'pz) = alGg, (2) (6.12)
e pure:

[Gs() (2), Gy ()] = —iwp (D (2), D (2)) (6.13)

La dimostrazione di queste due asserzioni ricalca quella proposta nel caso
della struttura simplettica canonica: cio che & cruciale & che, anche rispetto
a questa nuova struttura di somma, si ha che (af) -pz = a-p (G-pz).

Il problema & che, ancora una volta, queste soluzioni sono solamente
formali: & pero possibile, nei due esempi seguenti, definire delle realizzazioni
esplicite di sistemi di Weyl con queste caratteristiche.

Se w = %dq Adp con ¢ = ¢ (q) (e questa definizione richiede che Z—ﬁ sia
sempre positivo e non si annulli mai) allora la trasformazione nelle coordinate
canoniche ¢ data da:

i=¢(q@ D=p

e la struttura lineare che si definisce attraverso essa e:

(@:9)+0 (d-7) = (67 (6(@) + ¢ (d)) .p+D) (6.14)

ap(g,p) = (67" (a0 ()) ap) (6.15)

Quindi ad ogni sottospazio in (Rz,wp), cioe ad ogni retta passante per

Porigine, corrisponde un sottospazio in (R ,w) i cui punti possono essere
messi in corrispondenza coi valori della coordinata ¢. Allora si puo definire
in ognuno di essi:

g+6d =971 (¢(a) +0(d)) (6.16)

Si considera H = L2 (R, %da:): esso & lo spazio di Hilbert delle funzioni def-
inite sulla retta e a quadrato sommabile rispetto ad una opportuna misura.
Si pone:

(O @) @ =v (67 Gla) +6()) (6.17)
(V(p)v) (@) = ) (a) (6.18)

Questi operatori hanno norma 1. Dalla definizione si vede che:

U@v | U@e)=
= [alu (67 6@+ @) 6 (67 (0@ + 6 ()

con la sostituzione y = ¢~ (¢ (¢) + ¢ (z)) questo integrale diviene:

/@wawwﬁwww
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mentre:
V17 Ew) = [ale ™y @)y (o)
= wrw

Inoltre si puo esplicitamente calcolare che, attraverso la stessa sostituzione:

1@ = [wle @ (@) @

= [@lo @ (67 60 +6 @)

= [a5e (67 0w - s @) )

quindi si vede che

(0T @) (@) = v (67 (¢ (2) — 6 ()

e cio comporta che:

(0 (@)U (9)0) (@) = (U (@) U () ¢) (2) =1

Parallelamente:
= / dx@a* v 1/1 (2)
/dm ePP@)y, ¥ (2)
/daz - p¢(z 1/) (x)
da cui:
(V) 9) (@) = e7 PNy (a)
e quindi:

(V@) V@)v) @ = (Ve Viee) @ =1
Per quanto riguarda le proprieta di composizione, si ha che:
(Ug+od) ) (@) = ¢(67" (@) + 0 (a+9d)))
= v (67 (6 @) +0(a)+6 ()
mentre:

(¢') ) ( - +¢(2)))

= (0
= (o7 +¢(q>))



il confronto delle due espressioni indica che

Ulg+ed) =U(q)U (¢) (6.19)

(Vo) V) v) () = @ (V (p) ) (@) = 790 (a)

Tutti questi calcoli provano che U (q) e V(p) sono gruppi (rispetto al-
la struttura di somma indotta dalla trasformazione ¢ su ogni sottospazio
monodimensionale) a un parametro di operatori unitari. Allora si definisce:

Wp (q,p) = U (q) V (p) e P*9)/2 (6.20)

e si prova che questo € un sistema di Weyl. Dapprima si considera:

(Wb ((a:9) + (¢,2)) ¥) (@) = (Wb (a+s 40+ 7)) ¥) (&) (6:21)

e quindi:

( q +4 q p +p ) 1/}) (z) e*%(p+p’)(¢>(q)+¢(Q’))
e BN (V (p 4 p') ) (67" (6 () + ¢ (a) + (0)))
)

)

i

— e3P i) (@@ (@) +(d)) ), (¢*1 (¢ (z) + ¢ (q) + ()
e poi si considera:

Wb (0,0) Wp (¢,p) ¥ = e P02~ DRE () V (p) U (¢) V () ¢
o (6.22)
e percio, applicando la definizione di U e V in successione, si ha:

e~ D22 (7 (p) T (¢') V ( )( 6 (¢ (2) + 6 (a))
_ o id(@)/2—i0 $(a) /2 4in((x) +6(a)) ( @)V (') )<¢ 1(¢>(x)+<;5(q))>
— o ipd(a)/2,=i'$(a) /2 ,ip((@) +6(a)) ( ) )( Lo ()+¢(q)+(q’)))
)

= e PHD/2=/6(0)/2p(@(@)+6(0)) o7 ($(2)+6(0)+(a)) y, (¢ (6 (z) + ¢ (q) + (q')))

Riordinando i termini, un confronto da

(WD ((¢,p) +p (d',7)) w) (z) = (WD (¢,0) Wp (¢, 1) ¢) () ellPo@)—P'9(@)/2
(6.23)
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Ancora un esempio: se

do do
w= d—qd—pdq A dp (6.24)
con 4o d
¢p=¢(q) oc=0(p) Condjdg
allora si definisce:
q=¢(q)
p=o0(p)

e percio la nuova struttura di somma :

(¢:p) +p (d,0) = (67 (6@ +0(d).07" (o) +0 ()
= (¢+pd p+op)

ap(a,p) = (¢7" (¢ (2) .07 (a0 (1)) (6.25)
SuH = L? (R, %dx) si pone:

(0@v) @) =v (67 (0 (a) + 6 (@))) (6.26)
(V (p) 1!)) (z) = e7P@y () (6.27)

e si vede che sono gruppi a un parametro di operatori unitari rispetto alle
somme +4 € +5. Da qui si definisce:

Wp (¢,p) = U (q) V (p) e o @?0)/2 (6.28)
e si dimostra che:

(Wo ((¢:p) +p (¢-9)) ¥) (@) = (Wb (0,p) Wp (¢, 9') ©) () eI =0 @)olal/2
(6.29)

Questo e percio un sistema di Weyl, secondo la definizione posta, rispetto
alla struttura simplettica considerata.

Questi esempi dovrebbero chiarire quale sia l’idea attraverso cui si prova
a risolvere il problema generale: in quest’ottica e utile rileggere quanto si
detto a proposito del caso in cui la forma simplettica sia quella canonica, ed
€, ancora una volta, sufficiente limitarsi a R2.

In quella situazione si & considerato R? = R @ R, cio¢ si ¢ suddiviso
lo spazio vettoriale in due sottospazi lagrangiani. In questo caso R* = R
e percio € come se si fosse suddiviso lo spazio vettoriale simplettico nella
somma diretta di un sottospazio lagrangiano e del suo duale. Poi si & realiz-
zato lo spazio di Hilbert come insieme delle funzioni a quadrato sommabile
su questo sottospazio lagrangiano, rispetto alla misura standard dx: ma
questa misura si puo leggere come quella invariante per traslazioni qualora
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la traslazione sia definita dalla struttura lineare. E, infine, si ¢ posta una
rappresentazione unitaria, fedele, di questo sottospazio lagrangiano proprio
in termini di operatori di traslazione sulle funzioni di H:

(T@v) @) =v@+aq)

e del duale in termini di moltiplicazione per una fase:
(V) ¢) (2) = 9 ()

che, specificatamente, era lineare in x e p, e quindi identificabile con I'imma-
gine di x attraverso il funzionale lineare p. Inoltre si € definito W attraverso
la composizione di UeV,ela moltiplicazione per una fase con queste
caratteristiche
W (q,p) = ¢ %P0 (q) V (p)

Negli esempi qui proposti si € seguita proprio questa linea: si & scelto
un sottospazio lagrangiano (rispetto alla struttura di somma indotta dal-
la trasformazione nel sistema di coordinate in cui la forma simplettica as-
sume la forma canonica) e si € realizzato lo spazio di Hilbert delle funzioni
a quadrato sommabile su di esso secondo la misura invariante per questa
nuova definizione di traslazione. Poi si € costruita una rappresentazione di
questo sottospazio in termini di operatori di traslazione:

(0 (@) @) =v(@+s0)
Il suo duale & definito dalle applicazioni p : (R, *4) — (R, +) per cui:
p(x+s2) =p(z)+p(a)

Se si pone:
p(z) =po(x)

si ha che:

p(x+s2) = po(z+y2a)
= p(¢(x) +0(2"))
= plz) +p ()

e infatti si € definita una rappresentazione del duale:
(V) v) (@) = 7@y (a)

In ultimo si e definito:



e si e visto che ¢ un sistema di Weyl rispetto alla struttura simplettica
considerata.

Quanto questi esempi sono generali? Un teorema, dovuto a Mackey
[11] assicura che un sistema di Weyl e sempre realizzabile, per uno spazio
vettoriale a dimensione finita, e che lo spazio di Hilbert su cui ¢ definito ¢
quello delle funzioni complesse a quadrato sommabile rispetto alla misura
invariante per traslazioni su un opportuno sottospazio lagrangiano.
osservazione. Un ulteriore questione é legata alla definizione dei generatori
dei gruppi U (q) e 1% (p). Giusto per proseguire nel confronto con quanto
spiegato nel caso della struttura simplettica canonica, allora si era definito:
(con h=1)

W (¢,0) = ¢'?”

W (0,p) =

con

P=G(1,0)
Q:é(ovl)

La possibilita di questa definizione sta nel teorema di Stone, e nel fatto che,
in quella struttura di somma:

(¢,0) = ¢ (1,0)

(0,p) =p(0,1)

Ma ora:

A~ ~

Uq)U(¢) =0 (¢‘1 (¢(q)+¢ (q’)))

Come si & detto, si ha che U (q) definisce un gruppo a un parametro di oper-
atori unitari, rispetto alla struttura di somma +4, ovvero che U (q) definisce
una rappresentazione fedele del gruppo (R,+,). Questa proprieta é im-
portantissima. Il teorema di Stone prova che solo per le rappresentazioni
unitarie di (R, +) é possibile definire un generatore autoaggiunto. Cio sig-
nifica che in questo caso esso non ¢é applicabile. Un argomento pit intuitivo
potrebbe essere considerare che:

= (1 (42).)

Cio significa che, nel sottospazio lagrangiano (q,0), non si puo scegliere q,
cioé la funzione coordinata, come parametro; o, in altre parole, che se si
portasse innanzi questa analogia, il generatore dovrebbe dipendere da q.
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Appendice A

Sulla definizione di varieta

Posto un insieme M, una carta locale (o anche un sistema di coordinate) &
un’applicazione biettiva ¢ da U C M in un aperto V di R™: qui R™ viene
letto come dotato di una struttura di spazio vettoriale reale e di una struttura
topologica. Due carte (U, ¢) e (U’,¢'), con UNU’ # (), si dicono compatibili
se assumono valori nello stesso R, e se, dove definite, le mappe ¢ o ¢/ ~*
e ¢’ o ¢! sono di classe C¥: un atlante A, per M, ¢ un insieme di carte
compatibili, i cui domini costituiscono un ricoprimento di M. Due atlanti
sono compatibili se la loro unione ¢ ancora un atlante: un atlante ¢ detto
massimale, A, quando contiene ogni altro atlante compatibile. La coppia
(M , A) viene definita varietd differenziale di classe C*. Propriamente, la
posizione di un atlante massimale equivale alla posizione di una struttura
differenziale: un’applicazione f fra due varieta differenziali (M , fl) e (N , B)

si legge come un’applicazione fra aperti di RM) ¢ R,
f: M — N

¢ tofoy : RM y RW)

(qui ¢ rappresenta le applicazioni coordinate da M in RM) ¢ 1 quelle da
N in R(N)) e alla mappa f si attribuiscono le proprieta di regolarita di
quest’ultima. In effetti, ogni atlante A definisce una struttura differenziale
qualora si scelga come massimale 'unione di tutti quelli compatibili con A.
Attraverso la nozione di atlante massimale si definisce , sulla varieta, una
struttura topologica. Essa e quella per cui tutte le carte in un atlante, cioe
tutte le applicazioni coordinate sono omeomorfismi. In realta la topologia
cosidefinita non e sufficiente a formalizzare compiutamente il problema della
dinamica, ovvero a garantire la risolubilita di equazioni differenziali. Percio
ci si restringe a strutture topologiche che siano di Hausdorff, e a base numer-
abile. Una topologia ¢ di Hausdorff qualora, per ogni coppi di punti distinti,
esistono due aperti disgiunti nei quali sono contenuti. Intuitivamente, uno
spazio non di Hausdorff potrebbe essere caratterizzato dalla presenza di
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biforcazioni. Una topologia & detta a base numerabile qualora esista un in-
sieme numerabile di aperti (detto base) attraverso la cui unione e possibile
ottenere un qualunque altro insieme aperto.
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Appendice B

Sulla definizione di tensori su
una varieta

L’analisi svolta nel testo ha portato alla definizione di spazio vettoriale tan-
gente alla varieta in un punto, e a quella di fibrato tangente. Sorge percio
in modo naturale la questione di capire quale sia il duale a questi spazi:
cioe I'insieme delle applicazioni lineari da T,, M in R. Esso si definisce T} M,
spazio vettoriale cotangente in x ad M, e T*M = J,c5; T» M fibrato cotan-
gente di M. E chiaro che & sufficiente caratterizzare una base per TxM | ed
in particolare quella duale a {32 |.}. A tal fine, si introduce la definizione
di differenziale di una funzione f € F (M). Esso ¢ l'applicazione lineare per
cui:

(df)m X = Xoof (B.l)

Quindi, i differenziali delle applicazioni che descrivono le curve coordinate:

(da') X, = X,a' (B.2)
oz’
= XS B.
.81’5 (B-3)
= X
percio:
(=) ( 0 ) =4t (B.5)
z \o0x*), ¢
e allora:

(@), = (5% ) @), (B.6)

Cio chiarisce che un elemento di Ty M sara:

0), = an (dx"), (B.7)
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Analogamente ad un campo vettoriale, una forma differenziale sara una
sezione del fibrato cotangente:

6 = a; () dr’ (B.8)

Inoltre la legge di trasformazione degli elementi di base duale e delle compo-
nenti di un covettore, per un cambiamento di coordinate, & opposta rispetto
a quella delle grandezze analoghe nello spazio tangente: se % = ¢ (xb)
allora:

0 =0, (z)dz® = 0, (%) di®

con .
oz° ~ ox
dz" 0, = —

oz 0z°

Una volta definita la nozione di vettore e covettore per un punto di una vari-

eta si possono definire degli arbitrari tensori di tipo (r, s) : sono applicazioni
lineari che associano a s vettori e r covettori un numero reale:

dz® =

0, (B.9)

(T7), = {Lin | T,M® ... o TMRTM® ..o T:M | — R}

r

e quindi, un campo tensoriale su tutta la varieta sara T € 7] (M) , che ha
la forma, in coordinate:

T — Tal...ar 8 idl’bl

bs
bibs Gpar " Hpar cdx (B.10)

Questa espressione mette in luce, e questa affermazione puo essere comunque
rigorosamente dimostrata, che le proprieta di trasformazione per cambia-
mento di coordinate derivano da quelle per campi vettoriali e forma dif-
ferenziali: e per questo motivo che un tensore simile viene detto r volte
controvariante e s volte covariante.
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Appendice C

Sulla definizione di algebra
esterna e calcolo di Cartan

Per chiarire il significato del tensore do presentato nel testo ¢ necessario
definire ’algebra esterna su M , o algebra delle forme differenziali: Una -
forma € un tensore r volte covariante totalmente antisimmetrico. Se A, (M)
ne rappresenta l'insieme, allora T € A,. (M) se, per definizione:

T (A”( JERER Aﬂ(ir)) = (_1)P(ﬂ-) T (Aiyy- -5 Ai) (C.1)

i1

(qui 7 & una permutazione degli indici 4, , P (7) ne & la parita, e gli A’
sono campi vettoriali). Come si puo intuire, la base pitt naturale per questi
tensori e definita da:(qui la sommatoria € estesa a tutte le permutazioni)

de AL A de't =Y da™ ) @ L@ da™0r) (C.2)

Risulta evidente che questa espressione si annulla qualora si abbiano due
indici uguali, e quindi che non esistono k-forme su M se k > dimM. In
coordinate, una r-forma T sara:

T= > Ty.ide" A...Ada™ (C.3)

Z'1<---<7;r

Ancora, se S € A\, (M) con:
S =dx"" A...Ada'e

e We Ay (M) con: ‘ A
W =dz?* A... Adx?®

ea+b< dimM sidefinisce prodotto esterno:

SAW =dz" A... Adx's Ada?t AL A dx? (C.4)
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Esso € nullo se S e W hanno due indici uguali, oppure:
SAW = (=D)PdzF AL A daFere (C.5)

dove P ¢ la parita della permutazione rispetto all’ ordine naturale degli indici
(is, jw). L'insieme:
A M) =D A M)
E ok

si definisce algebra esterna (& associativa rispetto al prodotto A). L’opera-
tore d (derivata esterna) ¢ del tipo:

d:/\(M)»—> /\(M)

r+1
ed ¢ definito da (M &, ancora una volta, uno spazio vettoriale):

d:\NM)— A\M) df = gjidxi (C.6)
0

1

ovvero il differenziale esterno di una 0-forma, cioé una funzione, coin-
cide col differenziale ordinario.

dod=0 (C.7)

e Esso ¢ un’antiderivazione rispetto al prodotto esterno: se S € A, (M)
eT € N\ (M) allora:

d(TAS)=dT NS+ (-1)*T A dS (C.8)

In coordinate, se
T = fdz' A ... AN daF

si ha che:

dl = a—f.dxj/\dazl/\.../\d:ck
oxJ

e per esempio se a = a;dx® si puo calcolare che da = g;’,i dx™ A dx'. Paralle-
lamente all’operatore d che trasforma una r-forma in una r+1-forma, si puo
definire un operatore di contrazione rispetto ad un campo vettoriale:

ix IO (M) — T, (M)
se 0 € T° (M) e X e A; sono campi vettoriali si definisce:
(ix0) - (A1,...,Ar1)=0- (X, Ay,..., A1) (C.9)
Ad esempio, se 6 = Oijd:vi ® da? si ha che:

ix0-A =0 (X,A) (C.10)
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ovvero, in coordinate:
(ix0), A" = 0,;X"AT — (ix0), = 0un X" (C.11)

Cio che e importante sottolineare & che l'operazione di derivazione es-
terna e quella di contrazione non sono indipendenti: si puo provare (& nota
come identita di Cartan) che se T € A (M) allora:

LxT = iX'dT+d(iXT) (0.12)

Una forma differenziale la cui derivata esterna si annulla si dice chiusa, una
r-forma 6 viene detta esatta se esiste una r — 1-forma p per cui 8 = dp . Ma
in virtu del fatto che d? ¢ I'operatore nullo, allora ogni forma esatta & chiusa.
L’analisi di un possibile viceversa porta al cosiddetto lemma di Poincare: una
forma chiusa ¢ esatta se ¢ definita su un dominio semplicemente connesso,
ovvero un dominio in cui ogni curva chiusa si puo contrarre con continuita ad
un punto. Ad esempio, in uno spazio vettoriale ogni forma chiusa & esatta:
non ¢ cosisu superfici come un cilindro, o un toro.
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Appendice D

Sulla definizione di
derivazione di Lie

Nel testo e nelle precedenti appendici si ¢ visto come definire, in un punto di
una varieta, e poi punto per punto, vettori, covettori, ed in generale tensori
di ogni ordine. L’insieme di questi tensori:

DT (M)=T (M)
()

costituisce un’algebra rispetto all’operazione di prodotto tensoriale ®.
Un operatore differenziale D su quest’algebra & un operatore per cui si
ha che:

e D trasforma 7] (M) in 7] (M)

e D ¢ una derivazione tensoriale: ovvero D & R-lineare e se t; e t9 €
7T (M) allora :

D(t1 ®t2) = (Dt1) @ t2 + 11 ® (Dty)

e Delocale: se U C M eteT (M) siha che:
(D) |U=D(t|U)

ovvero la restrizione dell’immagine di ¢ attraverso D & uguale all’im-
magine attraverso D della restrizione di ¢.

0
D[ﬁza

come si dice, D commuta con le contrazioni.

®dx*] =0

122



La derivazione di Lie ¢ un operatore differenziale indotto da un campo vet-
toriale. Il primo passo & considerare F (M), 'algebra delle funzioni da M
in R (algebra rispetto all’'usuale prodotto) e porre:

Lxf=df-X (D.1)

In coordinate, se X = X (z) 82“ si ha:

of

L = X
xf Dpd

(D.2)

Dalla definizione si puo vedere che:

Lx (fg) = fLxg+ (Lxf)g (D.3)

e che, se f ¢ costante, allora Lx f = 0. Cio significa che Lx ¢ una derivazione
in F(M). L’aspetto significativo di questa analisi e che si puo dimostrare
che se 6 € un operatore di derivazione su F (M), ovvero ¢ R-lineare, ¢ locale
e soddisfa la regola di Leibnitz, allora esiste un campo vettoriale A per cui:

0-f=Laf (D.4)

In particolare, le componenti del campo sono date dall’immagine attraverso
6 delle curve coordinate: ' '
A = Lo’ (D.5)

Forti di questo risultato si pud considerare, in X (M), il commutatore:
[A, B]-f = A-(Bf) — B- (Af) (D.6)
E possibile calcolare esplicitamente che:
[A, Bl-(f9) = [ ([A, Bl-g) + ([A, Bl-f) g (D.7)

e cio significa che 'operatore [A, B] ¢ una derivazione su F (M). Percio
[A, B]-f definisce la derivata di Lie di f lungo un campo vettoriale. Questo
campo vettoriale viene detto derivate di Lie di B lungo A:

L,B = [A, B] (D.8)
[A,Bl-f = Lr,Bf (D.9)

Dalla definizione si vede che:
LaB=—-LgA (D.10)

e che vale un’identita, dette di Jacobi (in virtu della quale X' (M), rispetto
al commutatore, si dice algebra di Lie):

[A,[B,C]]+ [B,[C,A]]|+[C,[A,B]]=0 (D.11)
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Oovvero:

LalB,C) = [LaB,C] + B, LsC] (D.12)

A questo punto si estende questo operatore alle 1-forme, proprio attraverso
la regola di Leibnitz e il fatto che commuti con le contrazioni:

0 a _
LA((?xa®dx> = 0 -

<LA a>®dx“+a®LAd:c“ = 0 —
ox?

Ox?

0A* 0 n 0 s no
_8$na$5®dx +%®(LAdﬂf )ndx = 0 -
Ladz® = 04 dx™
ox™

e percio:

Ly (as(z)dz®) = (Laas(x))dz®+ as(z) (Ladz®) (D.13)

Ja A°
n-__s dz® D.14
B T (D.14)

= A
ox?®

dz’® + oy

Il dettaglio della definizione dell’azione della derivazione di Lie su una 1-
forma chiarisce che si puo estendere ad un qualunque tensore proprio at-
traverso ’'uso della regola di Leibnitz rispetto al prodotto ®. La derivazione
di Lie, cosidefinita, ¢ proprio un operatore differenziale su 7 (M). La do-
manda naturale e, ora, se e quanti altri ne esistano. Il teorema di Willmore
permette di affermare che esiste un unico operatore differenziale su 7 (M)
che coincide con la derivazione di Lie se ristretto a funzioni e campi vettoriali.
E possibile caratterizzare la derivazione di Lie in modo un po’ piu -
geometrico: a tal fine si introducono il concetto di pull-back e di push-
forward. Essi rappresentano un modo per estendere il significato di una
trasformazione ® fra spazi vettoriali (e piu in generale fra varieta) ad una
trasformazione fra i campi tensoriali su di essi. Se M e N sono due spazi
vettoriali, e ® : M — N , ovvero, in coordinate y* = ®* (27), allora:

* : F(M) — F(N)sefeF(N)
O f=fod (D.15)
®* f si definisce pull-back di f attraverso ®. In coordinate:
(@ f) (2) = f (4" (@) (D.16)
Grazie a questa definizione, se A € X (M), allora:
D, X (M) - X (V)
(D,4)-f = A- (") (D.17)
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Esso si dice push-forward di A attraverso ®: in coordinate da:

oyk 0

P A)=A"T——
(®.4) Oxn OyF

(D.18)

E pure:
O X (N) — X (M)
Se 0 € X* (N) si definisce pull-back di € attraverso ® la 1-forma per cui:
(®*0)-A = 06- (P.A) (D.19)

che in coordinate ha 1’espressione:

8yn dz™ (D.20)

%) = 0,
(270) =055

Come si puo notare, estendendo queste posizioni a prodotti tensoriali in mo-
do naturale, data una mappa ®, in generale non invertibile, ®, trasforma
tensori controvarianti di M in tensori controvarianti di IV, mentre ®* trasfor-
ma tensori covarianti di N in tensori covarianti di M. Se ® e invertibile, @,
e ®* si possono definire per tensori di ogni tipo, e si ha che

o = (o7) (D.21)
*
Utilizzando queste notazioni, una trasformazione & detta di Poisson se:

" {f, 9} = {®°f, ®°g} (D.22)

Se si considera un campo vettoriale A,si puod associare ad un gruppo di
trasformazioni ad un parametro (almeno localmente, comee sottolineato nel
testo) ®s. Ovviamente per le trasformazioni @4 si possono definire push-
forward e pull-back: grazie a cio la nozione di derivazione di Lie di un tensore
lungo un campo A si puo leggere come limite del rapporto incrementale
rispetto al parametro della funzione &, 1"

d
LAT = — (P_s.T D.23
AT = 4 (@07 (D.23)

Questa equazione chiarisce che la derivazione di Lie lungo un campo non &
altro che la derivazione lungo le orbite del campo.
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Appendice E

Sulla dimostrazione del
teorema di Dirac

Se A e un’algebra in cui il prodotto & associativo, ma non commutativo, si
definisce parentesi di Poisson una mappa:

{}: AxA — A
che sia bilineare, antisimmetrica, che soddisfi 'identita di Jacobi:
{a,{b,c}} +{b,{c,a}} + {c,{a,b}} =0
e sia, rispetto al prodotto, una derivazione:
{a,bc} = b{a,c} + {a,b}c
Utilizzando questa definizione, si puo calcolare:

{a1a2,b1b2} = {a1,bib2}as + a1{az, b1b2}
= ({a1,b1}ba + b1{a1,b2}) as + a1 ({az, b1 }b2 + b1{az, b2})
= {a1,bi}baag + b1{a1,b2}as + a1{az, b1 }b2 + a1b1{az, b2}

ma la stessa espressione si puo valutare pure utilizzando la proprieta di
derivazione prima rispetto al secondo membro:

{araz,b1b2} = {aiaz,bi}ba + bi{aiag, ba}
= {a1,b1}boag + a1{az, b1}bs + bi{a1,ba}tas + biai{az, b2}

Uguagliando i due risultati si ha:
{a1,b1} (agby — baaz) = (a1by — biay) {az, b2}

Visto che questa condizione deve valere indipendentemente da a e b, allora
deve essere:

ajaz — a2a1 = M{al, 02}
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biby — baby = pu{b1, b2}

in cui g ¢ un qualunque elemento che commuti con tutti gli elementi dell’al-
gebra, cioe del centro.
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Appendice F

Sui sistemi di Weyl

In questa appendice si svilupperanno dimostrazioni di alcune asserzioni,
menzionate nel testo, a proposito di alcune caratteristiche relative ai sistemi
di Weyl.

Come si ¢ detto, un sistema di Weyl si puo definire anche attraverso la
definizione di una rappresentazione unitaria, abeliana, fedele di ognuno dei
due sottospazi lagrangiani in cui si puo suddividere lo spazio vettoriale S.
Se:

S=851®S5, con w/S1=0;w/S =0

per cui ogni vettore z si pud decomporre in modo univoco:

z2=21D 29
e si ha: R
U:S — U(H)
e A
V i8Sy — U(H)
per cui:

U (21) V (z) = en®G12)V (2) U (1)

allora, se si definisce ancora:

A

W (2) = e 3G (21) V (20) (F.1)

si prova che %4 (z) & un sistema di Weyl. La prima questione & capire se
W cosl definito sia unitario. Invero, un’applicazione formale delle proprieta
degli operatori unitari indica che:

Wh(z) = eare(zL22) Pt (22) UT (1)
e cio comporta che:

WEWH2) =W ()W (z)=1
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Semplicemente utilizzando le definizioni poste, si ha:

W (Z + Z/) = 0 ( i) V (22 —+ 22) e zhw(zl+z1722+22)
U (= DV

( (22) e Zhw(21+zl,22+z2)

e visto che, secondo la definizione si puo invertire 'ordine del secondo ope-
ratore col terzo, inserendo un ulteriore fattore di fase, si ha ancora:

= U (21) V (22) U () V () ereGhma) e anolmtsieatat)
ezn""(zi’@)e 2h°"(z1’z2)

)
(2) W (=)
() W (&) e~ arw(22:21) o~ 3w (21,23)
(2) W (=)
(2) W (=)

e~ 2hw(21+22,21+22)

E questo prova che W definito da (F.1) & un sistema di Weyl, cioé soddisfa
la (3.4).

La seconda questione e ora dimostrare che gli operatori definiti in cio
che e stata chiamata rappresentazione a la Von Neumann soddisfano queste
richieste. Se: H = £2 (R, dz) e si pone:

(T (@) @ =v@+aq)
(V) ¢) @) = /My (a)

Si vede che sia U (g) che V (p) hanno norma 1. Infatti:

1T@v 1> = U@ |Ume)
= v @rav@+a)

= [asiv@s) =)o

e pure:
1V 0w I1P= [ doe#/m @) e @) =] o |

Inoltre:

GIO@w) = [deg” @)@+

cio significa che:



e quindi che:
(0 (@)U (9)0) (@) = (U (@) U () ¢) (2) = 1
Analogamente:

GIVOY = [doo @ ey @)

percio: A

(VI @) v) (2) = e P/ ()
da cui: R R X R

(VI@) V@)v) @)= (Ve Ve e) @ =1

Questo prova che questi operatori sono unitari. Ancora:

(U(a+d)v) =0 (z+q+4)
mentre:

(@U@ v) @) =(0@)¢) (@ +a) =v (+q+4)
e parallelamente :
(V (p+ ) 6) () = =04/ (2)

D’altro canto:

(Vo) V @) v) (@) = /™ (V (p) v) (@) = =@y ()

E quindi U (q) e 1% (p) sono due gruppi a un parametro di operatori unitari.
Un calcolo esplicito da:

T@V@e)@ = (Voe)@+o
- eiP(I‘F‘I)/hd} (x +q)

e, in modo analogo:

(V) U@e) @) = ™/ (0(@)v) (@)

= &P (z +q)
Confrontando le due espressioni si vede che:
(T @V @)e) @) =™ (V(p)U(a) ) (@) (F.2)

che coincide con:
(U @V @)0) (@) = i@ (V () U (q) ) (x)  (F3)

in cui w((q,0);(0,p)) indica per esteso l'immagine attraverso la 2-forma
simplettica dei vettori di componenti (¢,0) e (0,p). Questa & proprio l'e-
spressione presente nel testo.
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Appendice G

Sulla valutazione esplicita
degli operatori € (f)

In questa appendice si svilupperanno i calcoli necessari a valutare la forma
degli operatori Q (f) qualora il sistema di Weyl sia definito nella rappresen-
tazione di Schrodinger, per alcuni casi di funzioni f proposti nel testo. In
generale, dalla definizione si ha che, se v € H = L2 (R, dz) e:

(W (&m)w) (@) = e 2m e+ 0y (3 4+ )

allora Q) (f) & un operatore integrale:

1 i i i
Q(f) = h)Q/dg dndqdp f (q,p) e 7917 PO 3w 1THE) g, (1 4 €)

(27

(G.1)
In questa analisi le espressioni vanno intese in senso proprio qualora le fun-
zioni f siano a quadrato integrabile sul piano, e percio 'analisi di Fourier sia
loro rigorosamente applicabile; in senso improprio, ovvero secondo la teoria
delle funzioni generalizzate, nel caso in cui non siano a quadrato somma-
bile. In particolare si utilizzera piu volte la rappresentazione integrale della
distribuzione § di Dirac:
essa da invero risultati che coincidono con quelli dimostrabili in modo com-
pleto.

e il primo caso che si considera & quello di una funzione f che dipende
soltanto dalla coordinata q. Dalla definizione:

d€ dndqdp

)’ f(q) e # @ POe=zmEnern(@+E)y, (1 1 ¢)
s

@ (F (@) 0) @) = |
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Poiche la funzione integranda dipende da p solo per fattori di fase
lineari in questa variabile, I'integrazione in dp conduce a:

1 i i i
— 57 [ da [ d€ [ dug (@) e FmeFOE Oy @ )5 (6)

e quindi, grazie alle proprieta della distribuzione § si puo effettuare
I'integrazione in d¢, e ottenere:

= o [ da [ ang (@) e imeiny o+ g)

Se, in modo analogo, si integra in dn, si ha:

= [daf @ @+)o(a—) =
e, in fine si giunge a:
Q(f (@) ) (x) = f(x) ¥ (z) (G-2)

che ¢ la forma proposta nel testo.

il secondo esempio ¢ f = f (p). Dalla definizione:

d€ dndqdp

Gt F(p) e w(@=PO = 3m€ne i@y, (1 4 €)
™

@ )@ = [

In modo simile a quanto argomentato precedentemente, l'integrazione
in dg introduce un fattore d (1), che permette di effettuare immediata-
mente 'integrazione in dn, cosi da ottenere:

:%/dp/déf(p)eép%(xﬂ%)

una trasformazione della variabile di integrazione a = x + £ da:

1 i
— 5 [ dp [ daf p) i (@)

Nel caso particolare in cui f = p allora questa espressione diviene:

(20)0) @) = 5y [ dp [ dapei?e @
visto che:

pe%p(“_x) = (zhdi) erp(a=a) (G.3)

allora si ha, dal momento che z non é una variabile d’integrazione:

(2010 @ = (i) 5oz [ do [ daei?e (@)
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Questo integrale puo essere valutato immediatamente: l'integrazione
in dp da un termine § (a — z), per cui:

(2)0) @ = (%) (G4)

In generale questa linea si puo estendere a funzioni polinomiali in p.
Si considera una generalizzazione di (G.3):

i d\" i
nekplos) (m) ehpla—a) Qs
P - (G.5)
e si ottiene:
o d\"
(26")6) @) = (in) v
Qualora la funzione f sia analitica in p allora questi calcoli attribuis-
cono un significato all’espressione, proposta nel testo:

@ e)e) @ = (7(ing)v@)

(G.6)

a=x

b

il terzo esempio e quello in cui si considera f = ¢%p°. Dalla definizione:

dédndgd i Cign in(p
(2 (a7") ¥) (0) = / anpbe w(@1Pl) e~ an e+ (1 + ¢)

Si considera la trasformazione di coordinate s = x + £ e I’espressione
diviene:

(27h)

mentre,se si integra in dn:
1 i Tz s
=—— [dq [ds | dpq® P<H>5< ——)
(27rh)/q/ S/ paper 1=5373)v0
cio rende immediata l'integrazione in dq per cui si ha:
= o [ds [dp ()" P L (s)
(27h) 20

Sviluppando il binomio e considerando che x non ¢ una variabile di
integrazione:

_ i - a k 1 a—k, b 1p(s—x)
_2az<k>x(2wh)/d8/dp8 per ¥ (s)

k=0
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Per semplificare 'integrazione in dp si ricorre alla (G.5), e si ha:
- Ly . i d ’ ! a—k ,+p(s—x)
- 20 g:%)( k >x (lhdx) (2rh) /dS/dps en Y (s)

In quest’ultima espressione, al solito, I'integrazione in dp ¢ banale ed
il termine ¢ (s — x) semplifica 'ulteriore integrazione in ds, in modo
da arrivare alla forma proposta nel testo:

A 1 & a Ld\’ a
(©(q pb))<x>=2a]§(k)xk (hd) 2"y (@) (@)

Queste stesse linee si possono estendere: in particolare, ora verranno ap-
plicate per chiarire con maggiore dettaglio quali sono le differenze con la
mappa di Weyl pesata, di cui si ¢ discusso. La prima analisi ¢ capire quale
sia la forma degli operatori Q) (q) e Q™) (p).

e Dalla definizione:

A d€ dndqgd, i i i
(Q(w) () ¢) (z) = / S(QZFL()JZP w (€, 1) ge~ R @PE =R ENAN@HE (1 1 ¢)

Al solito, si integra in dp e si ottiene un termine ¢ (§) che semplifica
I'integrazione in d¢:

1 o
- % /dQ/dT/ w (Oa 77) qe_ﬁfmegnfcw (I’)
Se si definisce:
1 o
2 (@)= %/dq/‘h7 w (0,m) ge” n9Mer"™

allora I’espressione di partenza coincide con quella riportata nel testo.

e Parallelamente si ha:

(00 (0) 1) (2) = [ BELELL 1 (g) o () pe K@D drEnein@ 9 1 4 )

(27h)*

Chiaramente in questo caso si integra in dg, e dopo la semplificazione
si ha:

1 i
— ﬁ/dp/alf11)(5,0)]3(3#”51/1(96Jrf)

secondo la trasformazione a = x + £ questo integrale diviene:

1 i
_ - *p(a—x)
=3 /dp/daw(a x,0) pen Y (a)
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anche in questo caso si ricorre all’identita (G.3) e si ha:

=5 h/dp/daw a—x O)Zhdi[ Pla=2)]y, (a)

La regola di derivazione di un prodotto permette di scrivere questa
espressione come la somma di due addendi:

1 p i
= ﬁ/dp/da[—ihd— w (a — x,0)]er? @y (a)

+ zh— 2 h/dp/daw a—zx O)ehp(“ i) (a)]
Questi integrali sono risolubili in modo ormai evidente; si ottiene:

W (@) +w (0,0)in LY

= —ih [gw (a — x,0)] T

ox

Questa e proprio I'espressione data nel testo.

+ign/2h

Nel testo si sono considerati due esempi particolari, w = e Se si

specializzano i risultati appena illustrati a questi casi si vede che:
Q) (q) = Q(q)
Q" (p) = Q (p)

La traccia delineata permette di provare, inoltre, che, in questi casi:

(2 (F @) ) (2) = (2 @) ) (@)
e pure che:
(2™ (F ) ¥) (2) = (2(F () V) ()

Cio che e interessante & pero condurre in dettaglio questa analisi nel caso
di f = ¢%P; come ¢ stato detto, ¢ in questo modo che si evidenzia il ruolo
della funzione peso nella mappa di Weyl.

o se w = e3¢ allora in generale:
(0 () p) ) = [ LLUE 1 g) (g, p)eivreireqntos Oy o 4 6
(27h)
attraverso la trasformazione s = x 4+ & quest’integrale diviene:

/ ds dn
Vorh \/27rh Vorh ) 2rh

L’integrazione in dn introduce un termine § (¢ — s), che rende imme-
diata l'ulteriore integrazione in ds:

f (g, p) € FDEFPEDe iy (5)

£ (q,p) €774 (q)

\/ﬁ\/ﬁ
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Se f = ¢*p® questa espressione assume la forma:

(@ (a2 i | e ) e

che si puo anche porre come:

d\? dg dp ;
= | ih— / 7 a ﬁp(q—x)
(Z dﬂ?) V2rh J V27h ve v(a)

e, quindi, infine:

. _ien
Se, invece, w = e~ 37" si ha:

(@ (v @ = [ W}” (@) f (.p) € ARy (2 + €)

Con la oramai solita sostituzione s = £ + = diviene:

dq dn ds dp

N — R ip(s—T) iz
Vorh ) V2rh ) VorhJ) 2rh fla,p)e e en ) (s)

e, ancora, integrando in dn e semplificando:

- ds dp %(sfx)
-/ = [ L f@p) ety (o)

Se f = ¢*p® allora:

() (gp")

F F )

Visto che x non & una variabile di integrazione, questo integrale di-

a ds dp b_ip(s—x)
= h
v / V2rh ) V27h ‘ i)

e, a questo punto in modo naturale, questo si scrive:

viene:

(m difw (z) (G.9)

136



Appendice H

Sulla mappa di Wigner

In questa appendice si provera che la mappa di Wigner, introdotta nel testo,
definisce I'inversa della mappa di Weyl (nel caso della mappa di Weyl non pe-
sata, poiche Iestensione ¢ molto semplice) , e ancora che, attraverso esse, si
ha una biezione fra I’insieme delle funzioni che appartengono a £2 (R2, dqdp)

e gli operatori della classe di Hilbert-Schmidt in £2 (R, dx).

Nello sviluppo di questa analisi si considerera la traccia in senso general-
izzato, ovvero la si valutera rispetto ad una base di autofunzioni improprie,
in quanto relative allo spettro continuo degli operatori Po Q Nella no-
tazione alla Dirac, in cui le manipolazioni formali sono rese in modo piu
semplice ed intuitivo, si ha che, se |x) & un autoket dell’operatore Q relativo
all’elemento dello spettro continuo z allora:

Qlz) = z|x)
ePQ/R| ) = eipr/h|y)

Analogamente se |k) & un autoket dell'operatore P relativo all’elemento dello

spettro continuo k allora: )
P|k) = k|k)

eiqﬁ/h’k> _ eiqk/h|k>

Inoltre, visto che gli operatori sono realizzati sullo spazio di Hilbert delle
funzioni a quadrato sommabile definite su una retta:

1 i
klz) = en®h
(k|z) o

Attraverso essi le relazioni di completezza si scrivono come:

1:/ﬁﬂ@@|

1:/%@@
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e quelle di ortogonalita sono assunte rispetto alla § di Dirac:
(zly) =0 (x —y)

(plk) =5 (p— k)

Al solito questi argomenti vanno intesi esclusivamente come regole di cal-
colo: essi danno, come gia sottolineato, risultati che coincidono con quelli
rigorosamente ottenibili mediante un’analisi corretta e approfondita [18]. 1l
primo passo € valutare il termine:

TriW (&.m) W' (2, k)]
In base alla definizione di sistema di Weyl, esso ¢ uguale a:
= Tr[e_ﬁfne_ﬁxkeﬁgﬁe%"ée_%xpe_%kc?]

Invertendo la posizione del terzo operatore col quarto si introduce un’ulte-
riore fattore di fase, secondo le proprieta di commutazione di questi:

= Tr[e_ﬁfﬂe%xke%fpe%née—%k@e—%mﬁ]
Se si considera la traccia rispetto ad un sistema di autoket dell’operatore P:

— e~ Mok /dl e%l(g_m)<l|e%’7QA6_%kQA]l>

e dalla relazione che esprime il prodotto scalare di un autoket dell’operatore
P rispetto ad un autoket dell’operatore Q:

= e_ﬁ&]e%”ckL / dl/ds erlE=D) oz s(n—k)
2mh
Quindi si ha:
TrW (&,n) W (2, k)] = e 553 (2nh) 6 (€ — )5 (n — k) (H.1)
Il secondo passo e valutare il termine:
TriQ (f) W (, k)]

Dalla definizione si ha che & uguale a:
1 i i . .
=— /dqdpd{ dn f (q,p) e~ 7 emPTrIW (€,7) W (2, k)]
(27h)
In base a quanto gia calcolato, (H.1), questa espressione ¢ uguale a:
1 i i i i
=57 / dqdp dg dn f (q,p) e” e P em ™5 (¢ — 2) 6 (n — k)
7r
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i termini ¢ rendono immediate le integrazioni in dn e d€, per cui:
THQ (W (2,0)] = 5 [da [dpf(ap)e e (i12)

Questo rende evidente che Tr[Q (f) W' (x, k)] rappresenta la trasformata di
Fourier simplettica di f. Quindi:

e~ ez K[ (F) W (2, k)] (H.3)

\V2mh

E questa e proprio la mappa di Wigner definita nel testo. Senza, come si e
detto, entrare nel dettaglio del calcolo, e semplice provare che la mappa di
Wigner, nel caso in cui la mappa di Weyl sia pesata attraverso una funzione
w (&,m), coincide con quella riportata nel testo.

Ora si considera ’azione dell’operatore 2 (f) su un elemento 1. Secondo
la definizione:

d¢dndqgd i i i
@)@ = [ FEEGE g p)e Ko ciie Oy g
con s = x + &£ diviene:

ds dndqdp

(27h)? f(q:p) e #1(2=5) g7 P(s=) o= g5 (s=0)my, (s)
i

@)@ = [

avendo definito:

1 —4 ip(s—x), —t(s—z s
k(s,x)= W/dq/dp/dnf(q’p)e 7 (@) o7 P(s—) o= 35 ( )nehn

(H.4)
Per provare quanto ipotizzato bisogna calcolare:

/ds/dcc\k:(s,azﬂ2
Esso ¢ uguale a:

/dq/ds/dp/da:/dn/da/da/dbf a,p) f* (a,b)
27rh
e h(qn)ehp(s w)e QH(S x)nehnseh(aa)e #b(s— $)€2h(s x)o O’S

se si integra in do si ottiene un termine § (a — 5§ — %) che semplifica I'inte-

grazione in ds. Riordinando i termini I’espressione diviene :

=57 / dxdqdpdndadb f (q,p) f* (a,b) e~ a=a) 7 (p=b)(a=2)
s
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Poi si effettua U'integrazione in dn: essa da un termine § (a — ¢) che rende
immediata 'integrazione in da. Si ottiene:

2/dac/dq/dp/dbfqp qb)eh(pb)(qw)

Ancora, come si vede, 'integrazione in dz da un termine del tipo d (2 (p — b)),
per cui il valore finale dell’integrale é:

/ds/daz\k(s,x) 1> = 27rh/dq/dp|f(q,p) |2 (H.5)

e questa uguaglianza chiarisce che se f € £? (RQ, dqdp) allora Q (f) ¢ della

classe di Hilbert-Schmidt in £2 (R, dx).

Per provare il viceversa di questa affermazione, cioé che ad ogni opera-
tore della classe di Hilbert-Schmidt in £2 (R, dx) per cui ¢ finita la trac-
cia dell’operatore AWt (x,k), la mappa di Wigner associa una funzione in

L£? (Rz, dqdp), il primo passo e ottenere una forma della funzione:

fi(ap) = (271 (4)) (@p) (H.6)

con:

e 1 Per R Tr[ AW (2, )]

(¢,p) /\/ﬁ\/ﬁ

Per valutare la traccia si considerano |s) e |t) sistemi di autoket di Q e |I)
sistema di autoket di P:

%fpe%qk/ds/dz/dt
/ Vorh J V2rh

o (5| Alt) (tle™ F7P 1) (1]e” A s)
Dalle proprieta di questi sistemi si ha che:

L zk

e hxpehqke 3

\/ﬁ

/ds/dl/dtﬁ<s]A|t>e*%wle*%3ke*%l(5*t)

Dall’integrazione in dl si ha un termine 6 (t — s — z) che permette di sem-
plificare l'integrazione in dx. Si ottiene:

1 7 7
falap) = [ds [[di [ de_etohem ikt 5| Ay
27h
Parallelamente, se A & un’operatore della classe di Hilbert-Schmids, allora:
x) = /dsk (z,5) 1 (s) (H.7)
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con k (z,s) funzione a quadrato sommabile sul piano. Questa relazione si
puo pure scrivere:

(al A} = [ ds(alAls)(sl) (1L5)

e quindi identificare:
k(x,s) = (x|Als) (H.9)

Oovvero:
1 i
fila,p) = /ds/dkz/dt—2 heﬁqke*ﬁp(t e~ kT (¢, 5)
™

Fatto cio, adesso bisogna calcolare il modulo quadro della funzione f;:

dqdpdkdtdsdr dod
[da [anisitan P = [HEECETE Dk 0k (0,7

R a(k=1) g 7p(s=1) o 7P(T=0) o= g k(t+5) o opn(T+0)

In questa espressione si effettua l'integrazione in dk: il termine § (g — % — %)

che ne deriva rende possibile la semplificazione dell’integrazione in dgq. Si
ottiene:

_ / dp dt d28 dg A1) Gon(1+9) = gn(r+0) =400 —7) AP0 (5 1) ¥ (0, 7)
s

si definisce un trasformazione delle variabili di integrazione:
a=t+s =t—s
a=74+0 p[B=T-—0

e 'integrale diviene:

:/ dpdndadbdadﬂk (a—b a—l—b) 1 (a—ﬁ OH‘ﬂ) ezr(a—a) o 7 6(b—p)
8mh 2 72 2 72

se si integra in dn e dp si ottengono due termini: § (45%) e 6 (b — ) Grazie
ad essi espressione si riduce a:

/dq/dp|qup _wh/da/db|k< b“+b)| (H.10)

Riespresso nelle precedenti variabili diviene:

/dq/dp[fA (0.p) :27rh/ds/dt|k:(s,t)\2 (H.11)

e questa quantita e finita poiche, secondo la (H.5), k (s, t) definisce il nucleo
integrale di un operatore della classe di Hilbert-Schmidt in £2 (R, dx).
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Come ultima questione si considera:

fitap) = (27 (4) @p)

secondo la definizione, cio ¢ uguale a:

d dk i i ~a *
~ ([ vz | Jame AN )
Vs T

d dk i i PN *
_ / _ar heﬁwe*ﬁqk (Tr[AVVT (z, k)])

Visto che:
(T’I"A)Q = TrAf

allora l’espressione precedente diviene:

62%’””6_%‘1’“1’7‘ AYW (2, k
Tw Tw [ (z, k)]

Attraverso una trasformazione nelle variabili di integrazione:

r — - k — —k
si ha: p gk ' _
:/i he*ﬁxpeiqkTr[fﬂW (—x,—k)]
ma R R
W (—z,—k) = W' (z, k)
e quindi:
“ P R TR AT (2, & H.12
Filon) = [ £ [ Fred t T AW k)] (12
OVVero:
fi(a,p) = f4i (a,p) (H.13)
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Appendice 1

Sul prodotto di Moyal

In questa appendice si espliciteranno i calcoli che conducono ad assumere,
come sottolineato nel testo, una specifica forma per ’espressione del prodot-

to di Moyal, ottenuto in F (R2> mediante un sistema di Weyl relativo alla
struttura simplettica in un sistema di coordinate in cui ha la forma canonica.
Come si e detto, se f e g sono elementi di F (R2) si definisce prodotto
di Moyal:
e g =07 (Q(F)o0(9)) (L1)
ovvero, secondo quanto detto a proposito della mappa di Wigner:

(07 (2)20)) @) = g5 [ o [ ke HHTHO(D) 26 W (2. 0)

con:
~ A o dadbdadBdsdtdodr _i,g iy, _i
TR () o) W @ k) = [ oot e~ raBeibag

f(a,b)g(s,t) Tr[W (a, B) W (o, 7) W (2, k)]

Il primo passo di questo calcolo € valutare il termine:
Tr[W (o, B) W (o, 7) WT (2, k)]
Secondo la definizione che si ¢ data di sistema di Weyl, esso ¢ uguale a:
= Tr[e%o‘pe%ﬂée%"ﬁe%m?e_%“tﬁe_%ké}e_%aﬁe_%”e_%wk

Le proprieta di commutazione di questi operatori permettono di scrivere
questa espressione nella forma:

_ e%x(,@—l—'r)e—%ﬁae—%a,@e—ﬁafre—%kar[e%(a—i—a—x)ﬁe%(ﬁ+T—k)Q]

Per valutare la traccia si ricorre a |z), sistema di autoket di Pea |u), sistema
di autoket di ), ottenendo:

_ 21h/du/dze;z(ﬁ—f—T—kz)ueé(a+a—x)ze}éx(ﬁ+7')e—;ﬁae—zirlaﬁe—;baTe—gzxk
s
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Noto questo risultato, si puo adesso considerare 'espressione esplicita del

prodotto di Moyal fra f e g:
1
(f*a 9) (q,p) = 76/ dz dk da dbdodf ds dt do dr dudz
(27h)
67%“ﬂe%bo‘efé‘we%me*%"”pe%kqf (a,b) g (s,t)-

e%(ﬂJr‘rfk)ue%(onrafm)ze%m(BJr‘r)ef%ﬂaefﬁaﬁefﬁaﬂ'ef%xk

Se si effettua l'integrazione in du e dz si ottengono un termine § (G + 7 — k)
e uno 0 (o« + o — x) che permettono di semplificare le integrazioni in dz e
dk. Riordinando i termini si ha:

_ (27T1h)4/da/db/da/dﬂ/ds/dt/da/dr

e—%aﬁe%bae—%m—e%tae—%(a—f—a)pe%(ﬁ—kr)qf (a,b) g (s,t)-

o (B+7)(ato)u,— £ 80 ;= graB ;= 5507 = 3 (B+7)(a+o)u

ancora semplificando:
1
= 74/ dadbdadfBdsdtdodr f(a,b)g(s,t)-
(27h)

e—%aﬁeébae—%m‘e%tae—%(oa—i—a)pe%(,@—i-r)qe—%aﬁe%ﬂx

Ora si effettua 'integrazione in do e do, da cui si hanno un termine 6 (b — p + )
e uno ¢ (t —p— g), con i quali & immediata l'integrazione in dfg e dr. Si
vede, percio, che questa espressione assume la formas:

da db ds dt

24 2i
=4 b) g (s,t) e 7 @m0 (t=p) =5 (s=a)(p=D)
Vorh ) V2rxh ) \2rh \/27Thf (a,b) g (s, t)e e

(L.2)

che € quella proposta nel testo.

Per proseguire in questa analisi, per ottenerne la forma in termini di
sviluppo in serie del parametro A, si considera una trasformazione nelle
variabili di integrazione:

e=2(t—p) ¢=2(p-"b)
Con esse si ha:
da de ds do
(f *u 9) (¢, p)

Vorh ) Vorh ) Vorh ) V2rh

(o D)o (s §) et

e si restringe 'insieme delle funzioni a quelle per cui & lecito uno sviluppo
in serie di Taylor rispetto alla seconda variabile:
qb n
k=p ( 2)

f(or -5 b s

n=0
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g(s,p+6> = i L 8img(s,u)

2 m! ou™
m=0

LG

Grazie a cio si ha, considerando lecita I'inversione dell’operazione di inte-
grazione con quella di serie:

(f*mg)(g,p) = ,27;;0;'/ W(‘i)n <;>m
on m
Tl

o~ hace- kosohalcto)
Ok

u=p

(a, k)

—qg(s,u
- o9 (5:1)

come gia illustrato, (G.5), si considera che:

_ON e _ (_1)"(- a>” —igs
( 2) e r? = 5 zhas e h
€ " —iea_ 1 " . 8 " —iea
(5) t=(5) (nz) <
e quindi:

e~ 1 (=1)" [ dadsdpde s
f *Mg = n+m / 6hq(€+¢)
52wt 7 | e

an
ok (av k)

" g (su)

k=p ou™

Se si restringe ancora l'insieme a cui appartengono f e g a quello delle
funzioni infinitamente derivabili anche rispetto alla prima variabile, e per le
quali le derivate di ogni ordine, rispetto ad entrambe le variabili, si annullano
al tendere all’infinito del valore di esse, allora si puo effettuare, in questa
espressione, un’integrazione per parti ripetuta, e visto che i termini al bordo
si annullano, si ha:

= 1 (=1)" [ dadsdpde _ize ) —ic(a
fivg = S8 nm/ o~ E85—0) —fela—q)
= o=, nlml 2nt

(27h)?
(<inge)” gt (b _N(=ing.)" o (s

Solo a questo punto ¢ possibile effettuare I'integrazione nelle variabili de e
d¢, ottenere un fattore 0 (a — ¢) e un altro d (s — ¢), e semplificare quindi le
integrazioni pure in ds e da. In questo modo si ottiene proprio I’espressione
riportata nel testo:

]

U=p

s (RN (=)™ o™ o o o
(f *um 9) (¢,p) = Z (2> (8am6b”f(a’ b)%ang (a,b))

I
ol n!m!

(L3)

145

oN\" _i o™ i
3 —F¢s i —Fea
uzp[(zhas) e h ][(zhaa) e n

a=q
b=



Questa analisi chiarisce che la forma con la quale il prodotto di Moyal viene
spesso presentato si puo ottenere dalla nozione di sistema di Weyl, restrin-
gendo poi opportunamente l'insieme delle funzioni sulle quali & definito.
L’insieme delle funzioni sulle quali questa analisi & corretta si puo sostanzial-
mente identificare con lo spazio delle funzioni schwartziane, S°° (R), che ha
come base, nella norma di £2 (R, dz), le funzioni di Hermite.

Ma, ad esempio, questa analisi non si puo applicare al caso in cui al-
meno una delle due funzioni sia un polinomio. Questo rende particolarmente
interessante lo studio specifico di questa situazione. Nella relazione:

da de ds do
Vorh ) Vorh ) Vorh ) 2rh

(05 D)o (g §) b s

che e valida indipendentemente dalla forma delle funzioni f e g, si considera
il caso in cui g sia un polinomio, mentre f soddisfi ancora le condizioni di de-
crescenza rapida in ogni ordine di derivata, come supposto precedentemente.

Allora: © | & ,
F(or=5) = 2ot M| (-5)

92 u
E — gJ1 E ” — 92 g2 —u E g1
g(s,p+2> S <p+2) L;] uw P 5 s

Percio, sostituendo nell’integrale e visto che p non & una variabile su cui si
integra:

(f *a 9) (¢,p)

© 12 g2 da de ds do
* ) = Tl e
(f = 9) (¢, p) g 7 ;{)( u )p V2rh ) 2rh ) V2rh ) V2rh

t t ) ) )
0 (_;b) (;)"’ S01 o= hac —Es  a(cro)
k=p

okt (a, k)
2 2 da
Se si sostituisce nell’integrale, e si effettua un’integrazione per parti ripetuta

in da, poiche la funzione f e tale che in questa operazione i termini di bordo
si annullano, si ottiene:

[e'e] 1 g2 da dE dS d¢
- g2 —u
(f *u 9) ZO 4 E:O ( ) V2rh ) \2rh ) V2rh ) 2rh

t=
(z) t . . .
(_) e e X (G
k=p 2

Come gia posto:

ih\" o ot
( 2) dav Okt a, k)
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Ora l'integrazione in de da un termine ¢ (a — q), che permette di eliminare
I'integrazione in da:

© 1 () —y dS dgf)
(f a0 9)( E:t' ( )pg ./\ﬁhﬁ V2nh

ih\" o o ¢\ g1~ io(s—a)
<—2> gan o] @R, (‘2> st

a=q
Esso e uguale, visto che non si integra né su da né su dk, a:

=1 & in\" 9" o'
Umm@m=:2;2<%>wwﬁv)aw%twm

/ (ih 9 >t 5916*%¢>(sz)

2 dq
in cui si & ancora fatto uso dell’identita (G.5). Attraverso l'integrazione in
d¢ questa espressione si semplifica ulteriormente:

oo g2 iR U au at
frug =323 & ( ” ) (—2) e (@ h)

t=0 u=0

k=p

a=q

Svolgendo la derivata:

o0 g2 i u+t U 4
f*Mg—22< )( )(;) (1) e 0,

t=0 u=0

—u —t
i pg2 qg1
=P

a=q
(L.4)
Questo risultato & proprio quello che si otterrebbe se si utilizzasse, senza
ulteriori commenti, la formula standard pure per il caso in cui g fosse un
polinomio.
Per finire, si considera il caso in cui sia f che g sono polinomi. Se si
parte, al solito, con I’espressione gia presente nel testo, si ha:

(f *m 9) (q,p) =
/ ds dt
V2orh \/27rh Vorh ) \2rh

Attraverso una trasformazione di coordinate (essa € diversa da quella prece-
dentemente utilizzata):

Fa,b)g(s,t)e 7@ D=p)e=F (s=0)(p-b)

=2(q—a) ¢=2(p-0b)
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si ottiene:

de do ds dt
Vorh ) Vorh ) V2rh ) V2rh

f (q — g,p - q;) g (s,t) iD= (=09

(f *ar 9) (¢, p)

con:

ro-go-5) =S (1) (%) () ()

g(s,t) = st
allora l'integrale diviene:

fi fe
frug = ZZ( ];1 > ( J;f )qflapf“’/dedgmdt

a=0b=0 (27h)*

a b ) )
(_g) <_<§> 01492 g elt—p) o~ (s—0)

Sempre per la (G.5) si ha:

Foudan = So3 ( n ) ( e ) qheph? (‘53819) (;laaqy

a=0b=0

/ deéqs:;dt 912 1P = (=)0
s

Questo integrale e facilmente risolubile, sempre ricordando della rappresen-
tazione integrale della distribuzione § di Dirac. In fine si ha:

S (A () gyt (B0 (.0 o
a b 2 Op 2 0q

a=0b=0

o min(f1,92) min(f2,91) a ga f o
a=0 b=0
ih a+b
<2> (71)“ alb! qf1+91—a—bpf2+92—a—b (1.5)

E questo &, ancora una volta, lo stesso risultato che si avrebbe se si appli-
casse, in principio, la formula standard a funzioni che sono polinomi, senza
preoccuparsi del modo in cui questa formula ha origine. Un’analisi simi-
le porterebbe pure a capire che la formula qui detta standard, cioe quella
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presente nel testo, da risultati corretti pure quando le funzioni a cui si ap-
plica sono date dal prodotto di una potenze di una delle variabili, per una
funzione dell’altra: ovvero funzioni del tipo: f = ¢%k (p).

Come applicazione di cio, e per motivare altre affermazioni riportate
nel testo, si possono considerare esplicitamente i primi termini, in serie di
potenze di h, dell’espressione di questo prodotto di Moyal:

[ o*u g=
f g+
ih (8f dg of dg
_2<8q8p B 8p0q)+
ih\2 1 (9%f 9%¢ 0% f 0%g 1 [(0%f 0%
(5) (aquap?)‘(aqap | apaq)+z<ap2aq2)”

(V'L (E00) L2 ) () (o)
2 6 \ Op3 0¢> 2 \ Op20q 0q20p 2 \ 9q20p Op?0q 6 \ 9¢3 Op?
L’analisi di questi termini indica che:

e i termini che corrispondono a potenze pari nel parametro di defor-
mazione sono simmetriciin f e g, quindiin: {f, g}y = £ (f *a 9 — g *ar f)
compaiono solo termini di grado pari nel parametro di deformazione.

e si ha che: ”
i
qxuy H=qH — E{Q7H}

poiche i termini di ordine superiore prevedono almeno due gradi di
derivazione, quindi & pure:

ih
H*Mq:qH“‘E{(LH}

e percio, come riportato nel testo:

{Q7H}M:{Q7H}

e, analogamente:
{p>H}M = {p,H}

Inoltre proprio per il motivo che nella parentesi di Moyal il primo
termine di effettiva deformazione prevede almeno che la funzione sia
derivata 3 volte, si ha che:

per un polinomio V solo se V e di grado non superiore al secondo,
considerato sommando il grado rispetto a ciascuna variabile.
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Appendice J

Sui prodotti di Moyal
ottenuti attraverso mappe di
Weyl pesate

In questa appendice si provera in primis l’equivalenza fra un prodotto di
Moyal pesato e quello standard, cio¢ relativo a un peso unitario, poi si
otterra, come gia fatto per il prodotto di Moyal non pesato, una forma
esplicita per il prodotto di Moyal pesato nei due esempi specifici menzionati
nel testo.

Il primo punto & provare che 'operatore integrale definito nel testo:

(r-5) .0 = [ ST w8 a0 e
T

su funzioni in F (]RQ), soddisfa I'uguaglianza:
T (f *man 9) = (T(w)f) *M (T(w)g)
qualora il prodotto di Moyal pesato sia stato definito da:

f a9 = [T o [ (£) 0 Q) (g)]

in cui la mappa di Weyl pesata é:

. de dndq d e
O )(f);/ W“f{q’p)e renlaPlEmI (¢, )

e 'inversa e:

dx dk i 1 ~ N
_ —Lup [(@,k)i(g:p)] (w) i
f(a:p) / 27Th/ il w(x’k)Tr[Q (YW (z,k)]
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La prova consiste nel calcolo diretto, esplicito. Dalla definizione:

drdk _i i 1 A A A
—=Ip 7kq (w) (w) T e
5 ¢ nen w(ka)TT[Q (f) Q7 (g) W (z, k)]

_ (27T1h)5/dm/dk/da/db/da/dﬁ/ds/dt/da/dT

e*%aﬂe%baefé‘we%me*%Ipeékqf (a;b) g (s,1)
w (e, B)w (o, 7T)
w (z, k)

Tr[W (o, B) W (o, 7) WT (2, k)]

il termine di traccia & gia stato calcolato in un’altra appendice. Sostituendo
nell’integrale si ottiene:

1
(f *a 9) (¢,p) = (2h)6/d:vdk‘dadbdadﬁdsdtdodeudz
T

6%(BJrTfk)ue%(a+afm)ze%x(,8+7')ef%ﬁaefﬁaﬁef%m‘ef%xk
kq

i

ef%aﬁe%baefﬁ
w(a, B)w(a,7)
w(x, k)

S‘reﬁtoefﬁxpeﬁ

f(a,b)g(s,1)

In questa espressione le integrazioni in du e dz determinano un fattore
d(k—p—7) e un fattore § (x —a — o), che rendono immediate le inte-
grazioni in dx e dk: riordinando i termini, cosi come fatto in precedenza:

(f %20 9) (0.9) = (27;)4 /da/db/da/dﬁ/ds/dt/da/ch

6—%@,86%12046—%sq-eétae—%p(a—l-a)e%q(ﬂ+7)6—%056%7a
w (o, B)w (0,7)

a,b)g(s,t
eI 0 b (5.

Ora si considera 'immagine di questa funzione attraverso 'operatore T(®):
dgdpdadbdadfBdsdtdodr dud i
(T(w) (f *21(0) g)) (6,¢) _ / qgapaa o ﬂ 56 o aT ap ’Yefﬁ(aﬂfba)
(27h)
o~ 1 (57—t0) g = Ep(at0) o £a(B+T) o= 55 (08 —T0) .~ ($—P)

6% (e—q) w(a,ﬁ)w(a, T)w(:uar)/) a s
o w(a+o,8471) fa)g (1)

ora, dall’integrazione in dq e dp si ottengono un termine § (4 — a — o) e un
altro 0 (v — 0 — 7), mediante i quali si semplificano le integrazioni in du e
dry, ottenendo:

1
(T (f *r1) 9)) (6,0) = e / dadbdedB ds dt do dr
o= #(aB=ba) = (s7t0) = 55 (0—70) o~ £ $(at0) o Fe(5+7)
w(a, B)w (o, 7) f (a,b) g (s,1) (J.1)
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Parallelamente ora si considera che secondo la definizione del prodotto di
Moyal, per quanto provato nell’altra appendice:

1
((T9f) 1 (T0g)) (e,6) = G / da dbdodf ds dt do dr
e—%(aﬁ—ba)e—%(ST—tU)e—%(Uﬂ—TtX)e—%¢(a+U)e%€(ﬁ+T)

(77) (@.6) (7g) (s, 1)

questo integrale & uguale a, secondo la definizione dell’operatore T(®), a:

dadbda dB ds dt do dr dz dk dg dp dg dp dF di
(w) (w) _
(75) 0 (T9)) (€)= [ oy
(aB-b0) £ (57—t0) o 3 (7—7a) ,— £ Blato) , Le(B+7)

(&
2(6-p) g $K(a-0) o~ £ (=) o= £h(d—5)

e

Stle. St

w (@, k) f (a.p)w (& F) g (d.5)

se si integra in da, db, ds, dt, si hanno: 6 (8 —k); 6 (a —x); § (l;: —7');
d (Z — o), per cui si ottiene, in definitiva:

w w 1 o
((T< >f) o (T( >g))(e,¢) - W/dadﬁdaohdqdpdqdp
o 1 (0+0) L e(B4T) o (0B—T0) o £ (aB—par) o £ (d7—0)
w (e, B) f(q,p)w(0,7)9(q,D) (J.2)

se, a questo punto, si identificano:
a<q bep

s$<q tep

si vede che i due integrali (J.1) e (J.2) coincidono, e cid prova 'equivalenza.
Nel testo si sono considerati due esempi specifici di funzioni peso:

wt (z, k) = eLanT

L’operatore che descrive ’equivalenza fra il prodotto di Moyal standard e
quelli ottenuti con queste funzioni peso ¢ tale da consentire un interessante
sviluppo, come gia illustrato appunto nel testo, legato a temi di studio che
specificatamente fanno riferimento al problema della caratterizzazione delle
algebre deformate. Dalla definizione:

1 g Cip(bep) —ik(e—
(7 95) (e, ) = W/dqdpdfcdkei% "1 (g,p) e im0 PIemma)
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se si consideras:
ﬁmk — 4+ = k
S =S (25) @

allora l’espressione diviene:

/dqdpdl‘ dk Z ( 25) — (zk)™ f (¢, p) e—%m(fb—p)e—%k(e—q)
n!

al solito, considerando lecito 'inversione dell’operazione di integrazione con
quella di somma di una serie, ’espressione diviene:

(L) [ dgdpde dk ( 6)"< . a>n — fa(0p) g k(e
- h— | (—ih= 2(6—p) o~ h(e—9)
Z (2h> n! / (27h)> ! o6 e f(gp)en e n

secondo le gia piu volte utilizzate proprieta della funzione esponenziale.
Quindi, visto che € e ¢ non sono variabili di integrazione, si ha:

_Z( ) inl!) <§¢)<68>/ dqéiifzdkf(q,p>e—%$<¢—p>e‘%“€‘q>

Ma questo integrale rappresenta, come ¢ evidente, 'antitrasformata della
trasformata di Fourier di f, per cui, in definitiva:

(99 =3 (+3) 5 () (%) 1o 09

n=0

che & quanto posto nel testo.

e A questo punto si considera il prodotto di Moyal ottenuto attraverso
una mappa di Weyl pesata da w(x, k) = e~ik/2h  Secondo quan-
to provato precedentemente in questa appendice, riguardo ad una
generica funzione peso:

(f *rs 9) (¢,p) = / dadbda dfB dsdt do dr
(27rh

e h(aﬁ bo‘)e h(ST ta)e wP (Oé-‘r-U)ehq(ﬂ-i-T)e—#(O'ﬁ—OéT)

w(aaﬁ)w(U,T)
wlataptn) @Dl

Questa espressione diviene, in questo caso specifico:

dadbdoadBdsdtdo d
(Frumd)@p) = [ 2 O‘(th)it 74T ¢ (b g (5.1)

o~ 7 (aB=ba) ,—f (s7—t0) ,— pp(ato) L1 a(B+7) pfaT
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se si effettua l'integrazione nelle variabili do e df si ottengono un
fattore d (t —p) e uno d (a — q), che rendono immediate le ulteriori
integrazioni in da e dt, per giungere a:

27rh

si integra ora in da: si ottiene un termine 6 (b — p + 7), per cui:

1 ilg—s)(p—
— 5o [ [ dset a0V (g.b) g (5. p)

essa e l'espressione data nel testo: per svilupparla ulteriormente, si
definisce una trasformazione di variabili:

e=p—>
e percio diviene:
1 i
_ 7 (g—s)e —
5 /de/dseh f(g,p =€) g(s:p)

seguendo la traccia di quanto sviluppato a riguardo del prodotto di
Moyal standard nella precedente appendice, si pone:

1 9
allora questo integrale assume la forma:

k
Lo /de/dse%q 9 (—e)t g (5,7)

27rh Z i o (@
. 0 #(g—s)e
zha—q /de/dseh g (s,p)

il dettaglio d1 questl passaggi e stato piu volte analizzato: in definitiva
si ha:

1 1 ok
o 27rh k" (9tkf( )

(f *rew 9) (q,p) = Z

~=f(a,p) qug (¢,p) (J.4)

Al di 1a del dettaglio dei calcoli, cio che € importante sottolineare € che
questa espressione formale ¢ stata ottenuta richiedendo soltanto che la
funzione f sia espandibile in serie di Taylor rispetto alla sola seconda
variabile : non si sono effettuate integrazioni per parti che avrebbero
eventualmente richiesto delle opportune condizioni all’infinito né si
sono definite delle richieste sulla funzione g. Cio ad esempio significa
che non & necessario sviluppare una prova ad hoc qualora si considerino
come funzioni f e g due polinomi. Resta chiaramente sottinteso che,
a voler essere ripetitivi, questi integrali vanno interpretati nel senso
delle funzioni generalizzate.
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e parallelamente si pud considerare il caso in cui w = e@*/2" Con-
siderando questo caso specifico, ’espressione generale diviene:

dadbdadfBdsdt do dr
(f * M (w) 9) (Qap) /

2! f(a,b)g(s,1)
67%(aﬂfba)ef%(STfto)ef%p(OHrU)e%Q(5+T)€*%ﬁU

al solito, le integrazioni in da; dr e do introducono fattori § (p — b)
0(q—s) d(t—p— () per cui si giunge a:

- 271rh/da/d56éﬁ(”)f(a,p>g(q,p+ﬁ)

se si considera, come spiegato, che sia lecito:

oo

g(q,p+pB) = Z tkg @t B

= t=p
allora la forma definitiva si ottiene in modo perfettamente identico a

quanto illustrato nell’altro esempio:

00 . 8k 8k
(f *rcw) 9) Z ! 8qkf(q .p) o ——9(q,p) (J.5)

e per esso valgono, in modo ovvio, gli stessi commenti allora espressi.

Come ¢ stato menzionato nel testo, aver ottenuto l’espressione di questi
differenti prodotti di Moyal e dell’operatore T™) che descrive I’equivalenza
fra essi nella forma di una serie di termini rispetto a potenze di un parametro
di deformazione (qui ¢h/2), permette di leggere questa stessa equivalenza
come una relazione in serie di potenze nel parametro di deformazione. Infatti
si ha:
ih
(f *a 9) (¢,p) = Z ( 5 > s (f.9)
s=0
per il prodotto di Moyal non pesato e:

* - S ﬂ ’ (w)
(f M(wi)g) (¢,p) §(2> M) (f, g)

per i due prodotti di Moyal pesati specificati, con:

M, (f.g)= Y (—1)”‘01677; (4, )8n A

el nlm! 0g™ Op oqn 8p

(—2)* 9" f o
Y (f,9) = K ogk opF
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mentre: . .
_ 289" f 9%g
M (w=) _2ZYJ/¥5

Come provato, si considera:

con

La relazione di equivalenza e:

T*) (f * M (w) 9) = (T(wi)f) *ar (T(wi)g)

Essa diviene:

Ty <Zh)k MO (1) = 3 <’h> M, (T 7, 7))

k=0 2 s=0 2

e, secondo le definizioni:

> (3) oy (?)kMé‘“ﬂ (f.9)] =

n=0 k=0

RN D (IR ) . o (R
S () ey (5) 70n X (5) T
s=0 2 d=0 2 r=0 2

identificando i termini di ordine uguale nel parametro di deformazione:

00 iR n+k " wit o0 ih s+d+r Wit w
> (%) men el Y (G) 0 My
n,k=0 s,d,r=0

(J.6)
Questa & proprio I'uguaglianza (3.146) considerata nel testo.
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Appendice K

Ancora su una nuova
rappresentazione dei

prodotti di Moyal

In questa appendice si illustrera una nuova espressione a rappresentare la
forma del prodotto di Moyal: come si vedra, essa chiarisce ulteriormente il
ruolo della funzione peso, i dove introdotta. In questa forma, I’espressione
per il prodotto di Moyal riflette esplicitamente ’ordinamento che la funzione
peso attribuisce alla procedura con cui, attraverso la mappa di Weyl, si
associa un operatore ad una funzione.

L’analisi di questi temi inizia dallo studiare, ancora una volta, ’espres-
sione del prodotto di Moyal nella formulazione integrale. Per quello non
pesato si ha:

(f 5w 9) (0p) = (Q;)Q/dadbdsdtf(a,wg(s,t)

o~ 7 (a=a)(t=p) ;— F (s—a)(p—b)

In questa situazione ci si limitera a considerare come funzione f un poli-
nomio:

f(a,b) =a™b"

Le proprieta della funzione esponenziale permettono di provare che, sulla
traccia di quanto gia provato:
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Quindi I'espressione precedente diviene:

4
(f*mg)(@,p) = ——= [ dadbdsdt a™b" g(s,t)
(27h)
ih O™ _2i0_oyi— ih ON\"™ _2i(s_p)(p
(o 52) F Ao G5) Fe)

Se si sceglie la funzione g nell’insieme, piu volte menzionato, S (R2) , allora
si effettua una ripetuta integrazione per parti nelle variabili s e t e si ottiene,
visto che i termini di bordo si annullano:

(f # 9) (4.9) = (;ﬁ)z [ dadvds are 0D R -0
™

(a-55) (1+52) oGt

Al solito, in questa espressione l'integrazione nelle variabili da e db conduce a
due fattori 4, con i quali diviene immediata pure I'integrazione nelle variabili
ds e dt. 1l risultato e:

@ ewgan =1(a-55) (1+55) o0 (K1)

s=gq
t=1p
Quanto visto allora si puo estendere al caso in cui la funzione f sia analitica.
Si pone:

(f*w9)(g,p) = f ((q— ZL;) , <p+ 127158)) - g (s,t)

Questa espressione formale va interpretata nel significato di considerare tutti
i termini di sviluppo di f, e sostituire alle potenze in ¢ e p gli operatori
associati:

(K.2)

s=q
t=p

ith O
p — <p+)
S

Il risultato corretto si ottiene poi valutando 'azione di questi operatori sulle
funzioni g per s = g e t = p. Come si vede, in questa forma il prodotto di
Moyal dipende dall’azione di un operatore, definito dalla funzione f, su g.
Ad esempio, se f = ¢?p si ha:

pewaten = (1= 22) (54 22) 0
qgP*mg\q,pP) = 28t p 288 g\s,

_<_iha>2[ +@@]_
T\ 9 ) PIT Y a8 T
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(-8 202 2)-(2) 85

1799t ) P9I 5 \Tas Py 2 ) asot
by 99 509 09 (> &g, P9 (h) g

==l 5 g+ (5) Par 2550+ (5) F0n

Valutando la funzione g e le sue derivate per s = ¢ e t = p si ha proprio il
risultato gia noto:

_L[ 99 299 @] <ih)2[p829_ 829] (Zh)g &g

2

2

Per proseguire in questa analisi, ed ottenere una ulteriore caratteriz-
zazione per il prodotto di Moyal, si considera se sia possibile ottenere una
forma per l’espressione:

qf *m g

ovvero per il prodotto di Moyal fra la funzione ¢f e la funzione g, con
g € 8% (R2). Evidentemente, bisogna considerare:

qf *u g = (Z;;)Q/dadbdsdtaf(a,b)g(s,t)

o~ 7 (a=@)(t=p) ;— F (s—a) (p—b)

Essa e uguale, utilizzando le identita piu volte menzionate:

ds dt
/ V21h \/27rh V2rh ) 2rh af (a,b)g(s,t)

25— q)(p-b) ih 5) — 2 (g q)(t—p)
€ [<q+ 20t)¢ " ]

I dettagli della risoluzione di questo integrale sono analoghi a quelli di altri
gia mostrati. Il risultato e che si ha:

h o
af *ar 9 =qlf *a 9] + [ *u <—12 8;) (K.3)
Allo stesso modo si vede che:
ih O
pf*ng = p[f *M 9] + [ *ur (252) (K.4)

Qualora, invece si considera f € S (R2> si ha:

ih O

f*uqg= Q[f *p 9} + (;aﬁ) *m g (K5)
ih O

[ g =plf *u 9] — <Z28;};> *nm g (K.6)
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Ancora, con le stesse tecniche si ha che:

zha

AT TR TR (K.7)
_ih 0
9 (9 = f *a 9] = [f *1 pg] — [Pf *u1 9] (K.8)
Combinando queste relazioni si puo dimostrare che:
1 ih 0 1 ith 0
Qf*Mg—2<q—2ap> [f*Mg]+§f*M <q_28p)g (KQ)
e che:
1 h o 1 h O
pf*MQZQ( +Z26>[f*1wg]+2f*M< +Z26) (K.lO)

Queste due relazioni, € bene sottolinearlo ancora, valgono qualunque sia f
se g € schwartziana. Esse sono molto interessanti. Se si specializzano per

f=1siha:
. (_Zha>
qd*m g =149 2 ap

e che, naturalmente:

ih 0
q" g = (q_2(9p> g (K.11)

Questa scrittura non ha alcuna ambiguita, poiche loperatore di moltipli-
cazione per ¢ commuta con l'operatore di derivazione -2 Yo . Parallelamente, si

ha:
= (p 10,
P*yn g = 29

n B ih O\"
p *MQ-( +2a) g (K.12)

e pure questa scrittura non presenta ambiguita. La questione ora diviene:
a cosa conduce questa espressione per gp *x,, g7 E, in generale, per f %, ¢
quando f € un polinomio?

Il primo esempio si puo stimare in modo esplicito. In virtu di quanto
provato si ha:

qug—2 25 MY pM2q Qapg

_1(_ma><+ma> 1<+ma><_ma)
2\ 95y 20¢) 972 20¢)\1" 2ap)7
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Per induzione & possibile provare che:

g = S5 () (- BV (p DY (oY
qa'p 1\49—2mk:0 L q 2 Op p 2 dq q 2 ap g

(K.13)
Questo indica che il prodotto di Moyal fra un monomio e una funzione g
si puo leggere come 'immagine della funzione g attraverso un operatore,
la cui forma dipende dal monomio. Questa espressione diviene ancora piu
interessante qualora si identifichi:

ih O A
q"(‘z@)—Q

ih 0 -
poiche ora si puo scrivere:
m,n L& m Nkpn Am—k
g =gn > | | 2P (K.14)
k=0

Questo operatore ha, rispetto a P e O, la stessa forma che, rispetto a p e g,
ha 'immagine di f attraverso la mappa di Weyl. Questo indica che ora, se
invece di considerare un semplice monomio, si considera una f analitica, ha
ancora un significato I’espressione:

a1 (- 22) (- 22):

a patto pero che ad ogni termine dello sviluppo in serie di f corrisponda
I'operatore che si ottiene con la prescrizione illustrata. Questa e, evidente-
mente, una prescrizione per l'ordinamento con cui ad ogni singolo termine
in g o p si associa 'operatore QoP, poiche ora, a differenza di quanto visto
precedentemente, gli operatori Q e P non commutano.

Per evidenziare che il prodotto di Moyal fra f e g si pud ottenere come
I’azione di un operatore che dipende da f su g, e che questo operatore
rispecchia una nozione di ordinamento, analoga a quella propria della mappa
di Weyl, e utile considerare in dettaglio cosa accade nel caso dei prodotti di
Moyal pesati secondo le funzioni peso w..

e Attraverso lo studio della forma integrale del prodotto di Moyal pesato

da w_ = e %1/2h gj vede, in modo perfettamente simile a quello gia
illustrato, che, se g € una funzione schwartziana nella sola variabile ¢,
allora:
af *aw) 9 = alf *arcw) 9] (K.15)
. Jg
Pf a1y 9 = PLf *arew) 91+ f *a1) Zha*q (K.16)
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e che:

o) )
5L #arr = £ e (hag) (K.17)
L0 L0
Zh%[f *]\I(w) g] == (Zhé;j) *JVI(w) g (K18)
Queste relazioni permettono di provare che:
qf *Mw) § = Q[f * M (w) g] (K.19)
.0
pf *Mw) g = f *prwy | D+ m% g (K-QO)
Cio indica che:
qd*mw) 9 = q9
e quindi che:
q" *rnwy 9 =49 (K.21)
Mentre:
0
D*pmw) § = <p + Zhaq> g
e:
" —( +ma)” (K.22)
D *m@w) g = |\P dq g .

Per valutare il prodotto di Moyal pesato fra un generico monomio e
una funzione g basta utilizzare queste definizioni:

4" Frrwy 9 = 4" P" *arw) 9]

=q <p+zhaq> g

Proprio come nel caso precedente, si puo ipotizzare I'identificazione:
g — Qu-=q
(¢ la moltiplicazione per la variabile q) e:
N 0
p — Puw—=(p+ih
dq
Grazie ad esse si ha:
q"p" *yrw—) 9 = Qu—Pin—9g (K.23)
Questa espressione indica che anche il prodotto di Moyal pesato fra
un monomio e una funzione g con opportune condizioni all’infinito si

puo scrivere come 'azione di un operatore definito dal monomio su g.
n particolare, ancora una volta, questo operatore ha la stessa forma
I ticolare, lta, t tore ha la st f ,
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rispetto a Po_ e Qw_, che ha I'immagine, attraverso la mappa di
Weyl pesata, del monomio rispetto a p e ¢. Cio che rende peculiare
questa identificazione, caso per caso, e la forma degli operatori Qe
P. Anche in questo caso, se f € analitica, si attribuisce un significato
all’espressione:

[ *mwoy 9=f (q, (p + zh(?q)) (K.24)

attraverso ’associazione, ad ognuno dei termini di sviluppo in serie, di
un operatore definito secondo quanto illustrato.

In modo perfettamente identico si puo studiare il caso del prodotto di
Moyal pesato da wy = e®n/2h - Senza sviluppare tutti i calcoli, si pud
dimostrare che, ora, 'identificazione fra variabili e operatori é:

L 0 A
q — (q—zhap> = Qu+

P"q" *prwy) 9 =D (q—zhap> g (K.25)

OVVero: R R
p"q" *a(wt) 9 = Pq?ﬂr Qngg (K.26)

e, proprio come negli altri esempi, il parallelismo fra la forma dell’
operatore desunto dal monomio e 'operatore immagine, attraverso la
mappa di Weyl pesata, del monomio, e chiaro. E, per concludere, se f
& analitica questa procedura attribuisce un significato ad ogni termine
del suo sviluppo in serie, e questo viene utilizzato per attribuire un
significato all’espressione:

[y 9=f ((q - ih;p) ,p) g (K.27)
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Appendice L

Sul prodotto di Moyal in =*

In questa appendice di calcolera il valore del prodotto di Moyal fra funzioni
che non rientrano nell’insieme di quelle per cui esso si pu0 esprimere come
serie, in termini di potenze di &, di operatori bidifferenziali. Si considerera
la forma integrale di questo, e si specializzera ai due casi di interesse per
I’analisi svolta nel testo.

e il primo esempio ¢ quello in cui si considera il prodotto di Moyal in
R* fra una f e una g, funzioni delle sole variabili (q1,q2). Dalla forma
integrale di questo:

(f*m 9) (q1,q2,01,p2) = / daq dao dby dbo ds1 dso dtq dtg

16
Wf(al,az,bl,b2)g(81782,t1,t2)

e #la—aq)(ti—p1) ,— % (a2—2) (t2—p2)

e~ R (s1=a)(P1=b1) = (s2—02) (p2—b2) (L.1)

si vede che, in questo caso specifico, diviene:

(f *n g) (Q17 QQap17p2) = / day das dby dbs dsy dso dtq dts

16
Wf (a1,a2) g (s1, s2)
67%(‘11 —q1)(t1 *pl)ef%(azfqz)(tgfpz)

67%(31*(Il)(pl*bl)e*%(827q2)(p27b2{L.2)
In questa espressione 'integrazione nelle variabili dby, dbs, dt; e dts &

immediata: si ha un termine:

(27h)?
16

d(a1 —q1)0(az —gq2)d(s1—q1)d (52 — q2)
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e quindi il prodotto di Moyal si riduce a quello usuale:

(f *ar 9) (a1, 02,01, p2) = f(q1,42) 9 (a1, 42)

Un discorso simile si puo condurre quando una funzione dipende solo
da variabili che commutano! con quelle da cui dipende I’altra funzione:
inoltre, se si tengono a mente i termini della serie in cui si esprime soli-
tamente il prodotto di Moyal, si vede che essa si puo considerare for-
malmente valida anche in questo caso. Se si applica a queste situazioni
specifiche essa da il risultato corretto.

e il secondo caso e quello in cui f € un polinomio nelle variabili ¢; e ¢o,
e g € una funzione arbitraria delle variabili p; e po, senza particolari
condizioni di decrescenza all’infinito, cosi come le funzioni esponenziali
considerate nel testo. Dalla definizione si vede che:

(f *n g) (Qh Q2,p1,p2) = / daq das dby dbs dsy dso dtq dts

16
( )4 a’fa’g g (tla t2)
(&

(a1=q1)(t1—p1) ,— 5 (a2—q2) (t2—p2)

_Z
2
_%
2

e (81—(11)(171—1)1)6—%(82—q2)(p2—b2{L'3>

se si integra in db; e dby si ottengono termini del tipo §(s1 —q1) e
0 (s2 — g2) che rendono immediata l'integrazione pure sulle variabili
dsy e dso, per cui si ha:

4
(f *m 9) (q1,92,01,02) = (2/ day dag dty dty ajay g (1, t)
o Fla—a)(ti—p1) ,— 5 (a2—q2) (t2—p2)
Una generalizzazione di quanto provato in una precedente appendice
indica che:

. k .
]f —H(a1—q1)(tli—p1) — (_ma+q1> 6—%(111—111)(151—?1)

e una relazione simile vale, ovviamente, per la seconda variabile. Percio
I’espressione diviene, visto che non c’¢ integrazione sulle variabili ¢; e

bi
ih O ks ih o n
(f *ar 9) (a1, 42, P1,2) = (—281—1—q1> (_282+q2>
27Th /dal/dag/dtl/dtg
g (t1,ta)e” H(a1—a1)(t1—p1) ,— 5 (a2—q2) (t2—p2)

! Qui, per variabili che commutano, si intendono sempre quelle che hanno parentesi di
Poisson nulla
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In modo ormai noto, questo integrale ¢ valutabile in modo elementare.
Il risultato finale e:

q1492 *m 9\P1,P2) = 2 apr q1 2 po 92| g\p1,p2
(L.4)

Se in questa espressione si esplicitano gli operatori si vede che questo
risultato €, ancora una volta, uguale a quello che si otterrebbe se si
definisse il prodotto di Moyal in termini della serie di operatori bidif-
ferenziali piu volte citata. Inoltre, seguendo questa linea, si puo vedere
che pure se si sceglie f polinomio nelle variabili p, e g funzione delle
variabili g, si ha un risultato riprodotto dalla serie generale, come pure
se si scambia il ruolo delle funzioni f e g.

Proprio questi risultati permettono di ottenere, per le funzioni che realiz-
zano un analogo classico della mappa di Jordan-Schwinger, ’espressione per
il prodotto di Moyal riportata nel testo, il che prova che quelle stesse funzioni
definiscono una mappa di Jordan-Schwinger anche rispetto alla parentesi di
Moyal.
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Appendice M

Sulla prova che +p e -p
definiscono una struttura di
spazio vettoriale

In questa appendice si prova che le operazioni di somma :
z4+pw=D"1(D(z)+ D (w))

(in cui z e w sono elementi di uno spazio vettoriale reale rispetto all’oper-
azione + e D ¢ un diffeomorfismo globale su esso) e di prodotto per uno
scalare reale :

a-pz =D (a-D(2))

soddisfano tutte le richieste con le quali si definisce una struttura di spazio
vettoriale rispetto al campo reale.

e questa somma € chiaramente commutativa.

e (z4+pw)+pu=D"Y(D(z+pw)+D(u)) =D '(D(z)+ D (w)+ D (u))
mentre:

z4p(w+pu) =D (D(2)+D(w+pu)) =D (D(2) + D (w) + D (u))
quindi ’addizione & associativa.
e la relazione z +p w = z diviene
D YD) +Dw) =2 —

D(z)=D(2)+D(w) — D(w)=0

Quindi I’elemento nullo &: 0p = D=1 (0)
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e la relazione z +p w = 0p da:
D' (D(z)+D(w)=D"10) — D(z)+D(w)=0
e quindi: —pz = D~ (=D (w)) definisce 1’elemento opposto.

e rispetto al campo scelto come scalare:\-p (z +p w) e questa espres-
sione e uguale a:

D™ (AD (2 +pw)) = D™ (A(D (2) + D (w)))
Parallelamente (A-pz) +p (A-pw) si sviluppa in:
(D71 (AD(2))) +p (D™ (AD (w))) = D71 (AD (2) + AD (w))
e cio prova che vale una prima proprieta distributiva
e In modo analogo I’espressione:(\-pz) +p (u-pz) diviene:
D™ (D (\'pz) + D (wp2)) = D™ (AD (2) + uD (2))

mentre:

A+p)+pz=D" (A4 p) D (2))

e quindi vale anche una seconda proprieta distributiva.
e ancora:(A\y) -pz = D™t (A\uD (2)) ed & uguale a:
Ap (wpz) =ApD~ (uD (2)) = D' (AuD (2))
percio (Ap) -pz = Ap (-pz)

e inoltre, se 1 ¢ 'unita del campo scalare, allora

l-pz==z2
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