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Capitolo 1

Introduzione

La Geometria Noncommutativa nasce “ufficialmente” nel 1994, con la pub-
blicazione del libro “Noncommutative Geometry” di Alain Connes, diventato
ormai un classico per gli addetti ai lavori. Piu che un vero manuale, il li-
bro di Connes si configura come un’esposizione molto originale di una nuova
disciplina matematica che utilizza ed ingloba tecniche ben note in altre aree,
dalla geometria differenziale alla topologia algebrica, e le estende a casi non
trattabili classicamente. Nonostante molti risultati siano stati ottenuti da
Connes stesso, la Geometria Noncommutativa affonda le sue radici non solo
nella matematica, ma anche nella fisica della prima meta del secolo scorso,
quando le algebre di operatori di Von Neumann e Segal e la meccanica quan-
tistica di Schréedinger, Heisenberg e Dirac facevano la loro apparizione. A
differenza delle relativita generale, altra grande protagonista di quel periodo
scientifico, la meccanica quantistica metteva in crisi la descrizione geometrica
della natura, con i punti e le linee che non erano pitu adatti a descrivere una
fisica che non permetteva la misura simultanea di posizione e momento di una
particella, a causa del principio di indeterminazione di Heisenberg. Le “coor-
dinate” x e p dello spazio delle fasi, che ora era impossibile modellizzare come
una varieta differenziabile, venivano sostituite da variabili noncommutanti,
g-numeri, nella notazione di Dirac, che soddisfacevano le regole di commu-
tazione [x, p] =th. Si riconoscera, in seguito, che tali oggetti sono operatori
autoaggiunti definiti su di uno spazio di Hilbert, e che ogni esperimento pos-
sibile su di un sistema fisico alle scale atomiche va descritto in tali termini.
Ebbene, figlia di un come sempre fruttuoso rapporto tra matematica e fisica
che ancora continua, la Geometria Noncommutativa cerca di coniugare tali
risultati allo studio di oggetti, in particolare spazi topologici, che sfuggono
all’analisi della matematica classica. L’idea cardine consiste nel ritenere che,
al pari di un sistema fisico, anche uno spazio topologico pud essere analizza-
to mediante “misure”: detto in questi termini pué sembrare molto strano, e



percié preferiamo chiarire un attimo questo punto. Dato uno spazio S, la sua
topologia viene assegnata specificando una famiglia di insiemi che vengono
chiamati aperti, e che caratterizzano la “vicinanza”tra i punti. In generale,
perd, a meno che § non sia costituito da un numero finito di punti, ¢ estrema-
mente complicato, se non impossibile, studiarne le caratteristiche topologiche
direttamente dagli insiemi aperti: si preferisce, cosi, usare delle “sonde” che
rivelino la particolare struttura topologica di §. Tali sonde sono matematica-
mente descritte dalle funzioni continue su S a valori in C, e I'insieme di tutte
le funzioni continue C (S) soddisfa interessanti proprieta. Infatti, C(S) ¢ una
C*-algebra, ovvero uno spazio vettoriale di Banach munito di un prodotto
associativo tra gli elementi e di una coniugazione tale che
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per ogni funzione continua f. Essendo il prodotto tra due funzioni f(z)
e g(z) definito come (fg)(z) = f(x)g(x), C(S) ¢ un’algebra commutativa.
Grazie ad un teorema degli anni quaranta che riproponiamo nel secondo capi-
tolo, si pué mostrare che ogni spazio topologico sufficientemente regolare e
interamente descritto, sia dal punto di vista insiemistico che topologico, an-
che dalla sua algebra delle funzioni continue. L’aspetto interessante, pero,
e che vale il contrario, e cioe che ogni C*-algebra commutativa ¢ un’algebra
di funzioni continue su di un qualche spazio topologico §. Le caratteristiche
dello spazio S sono cosi codificate algebricamente, il che permette di par-
lare della topologia senza necessariamente dover assegnare una famiglia di
insiemi aperti, e quindi senza fare alcun riferimento alla struttura puntuale
dello spazio §. Tale approccio matematico ha un corrispettivo fisico nella
teoria dei campi: le funzioni continue su S sono infatti campi scalari. A
questo punto il passo e breve: estendendo I’equivalenza, chiameremo spazio
noncommutativo una qualsiasi C*-algebra A il cui prodotto tra gli elementi
non e commutativo. L’algebra A sara il “duale” di un oggetto che in generale
non esiste “concretamente”, nel senso che la sua struttura puntuale non sara
ben definita: fisicamente parlando, i suoi punti non saranno piu “localizza-
ti”, alla stregua dei sistemi fisici descritti dalla meccanica quantistica. E
proprio questo uno degli aspetti che fa pensare alla Geometria Noncommu-
tativa come alla “matematica ai tempi della meccanica quantistica”, e che
suscita 'interesse di molti fisici. A tale proposito, riteniamo utile menzionare
nel seguito un breve percorso di argomenti e applicazioni, anche se alcuni di
questi sono poco o per nulla sviluppati nel nostro lavoro di tesi, che tuttavia
hanno avuto ed hanno ancora un’importanza nella “storia” della Geometria
Noncommutativa.

Assegnata l'algebra A come ingrediente fondamentale, e possibile estendere
agli spazi noncommutativi molte delle strutture note in geometria classica.



Cosi, la teoria dei fibrati vettoriali e delle connessioni, indispensabile per lo
studio delle teorie di gauge, sara generalizzata mediante 1'utilizzo di moduli
proiettivi di tipo finito su A, ovvero di algebre di matrici su A, mentre il
calcolo differenziale sara basato sulla nozione di “tripla spettrale” (A, H, D),
dove A ¢ una *-algebra rappresentata sullo spazio di Hilbert H, e D ¢ un
operatore autoaggiunto su H con opportune proprieta che contiene tutte le
informazioni “geometriche”, e che generalizza il classico operatore di Dirac
iy*0,. Una prima applicazione di tali tecniche fu al Modello Standard delle
particelle elementari: in [CL90], Connes e Lott proposero un’azione di Yang-
Mills per uno spazio-tempo (euclideo) M xY dato dal prodotto di una varieta
Riemanniana dotata di spin M per un spazio interno “discreto” Y che con-
siste di due punti. II risultato ¢ una lagrangiana che riproduce il Modello
Standard col settore di Higgs con autointerazione tipo ¢* che rompe la sim-
metria e termine di Yukawa per i fermioni che viola la parita. L’aspetto
interessante e che anche il campo di Higgs ha una interpretazione geometrica
come campo di gauge nella direzione interna, e che il meccanismo di rottura
della simmetria ¢ contenuto nell’azione a livello geometrico.

Un’altro filone di pensiero tenta di descrivere, mediante la Geometria Non-
commutativa, la gravita di Einstein alla scala di Planck. In [DFR95], lavoro
che e diventato un classico del settore, gli autori propongono I'impossibilta di
localizzare un evento nello spazio-tempo con arbitraria precisione, previo un
collasso gravitazionale. Come conseguenza delle relazioni di Heisenberg, in-
fatti, la misura di una coordinata spazio-temporale con accuratezza a causa
un’incertezza nel momento dell’ordine ¢!, e quindi una concentrazione di
energia in una regione localizzata. Per le equazioni di Einstein, tale energia
genera un campo gravitazionale, che, alla scala di Planck, pud essere tal-
mente intenso da impedire alla luce o ad altri segnali di lasciare la regione in
questione, rendendo cosi impossibile associare un significato operazionale al
concetto di localizzazione nello spazio-tempo di un evento. A tale proposito
vi € la proposta di sostituire lo spazio-tempo di Minkowski con una varieta
noncommutativa, e cioe un’algebra non commutativa, generata da elementi
le cui regole di commutazione implichino I'indeterminazione sulle coordinate
alla scala di Planck, e sulla quale agisca ancora il gruppo di Poincare. E
possibile, inoltre, su tale “spazio-tempo quantistico”, costruire una teoria
quantistica di campo, definendo campi liberi e matrice S: si mostra, inoltre,
che uno dei vantaggi e dato dall’assenza di alcune divergenze ultraviolette
causata dalla struttura stessa dello spazio-tempo, che gioca cosi lo stesso
ruolo di un cut-off, senza perd distruggere le simmetrie presenti.

Ma la noncommutativita delle coordinate di posizione e un effetto che si pué
osservare anche nei sistemi fisici in presenza di campi magnetici molto inten-
si. Molto interessante e il caso di una particella carica vincolata a muoversi



su di un piano in presenza di un campo magnetico B: come mostreremo,
i momenti “fisici” gauge invarianti quantizzati non commutano piu tra di
loro, rendendo impossibile la costruzione di uno “spazio degli impulsi”. Nel
caso in cui, poi, il campo sia molto intenso, si manifesta la perdita di com-
mutativita tra le coordinate di posizione della particella sul piano, con un
parametro di noncommutativita proporzionale ad A e all’inverso dell’intensita
B del campo magnetico. Nello stesso contesto e da inquadrarsi lo studio del
toro noncommutativo, che appare spesso nell’analisi di sistemi fisici ai quali
sono imposte condizioni periodiche dello spazio delle fasi. Tra tali sistemi
uno dei laboratori pit ricchi e certamente dato dall’effetto Hall quantistico:
la presenza di un potenziale periodico fa si che il gruppo delle traslazioni
vada sostituito con il gruppo delle “traslazioni magnetiche”, che peré non e
pitt commutativo. Inoltre, si pué mostrare [Con94] che le zone di Brillouin,
quando analizzate mediante le funzioni continue definite su di esse, costituis-
cono un toro noncommutativo T3, in cui il parametro 6 & proporzionale a B.
Ci6 da una spiegazione dell’integralita della conduttivita Hall oy, che viene
misurata sperimentalmente con accuratezza eccezionale.

L’interesse quasi esplosivo della Geometria Noncommutativa nella teoria delle
stringhe inizia dal noto articolo di Seiberg e Witten, in cui si propone che il
worldsheet della stringa aperta in presenza di un particolare tipo di campo
esterno sia una varieta noncommutativa, in quanto le funzioni definite su di
essa vengono moltiplicate con un nuovo prodotto, indicato con . Lo studio
di un “prodotto star”, il prodotto di Moyal, risulta molto interessante , in
quanto tale prodotto viene utilizzato per la costruzione del piano e del toro
noncommutativo, ed in generale per la quantizzazione di varieta su cui agisce
il gruppo di Heisenberg.

Come detto precedentemente, l'ingrediente fondamentale della Geometria
Noncommutativa e costituito da C*-algebre non commutative. Come ve-
dremo in seguito, tali algebre sono sempre algebre di operatori su spazi di
Hilbert. In generale, essendo infinito-dimensionali, esse sono estremamente
complicate da trattare, e le loro proprieta sono spesso difficili da determinare.
A tale proposito, il mio lavoro di tesi consiste nello studio di un particolare
tipo di C*-algebre chiamate algebre approssimativamente finite (AF). Tali
algebre sono molto interessanti, in quanto ogni elemento pud essere approssi-
mato in norma da una successione di matrici finito-dimensionali, nonostante
I’algebra di partenza sia infinito-dimensionale. Ci6 ¢ molto vantaggioso, dato
che molte proprieta dell’algebra limite sono diretta conseguenza della strut-
tura delle sottoalgebre approssimanti. Inoltre esiste la possibilita di costru-
ire un grafico, chiamato diagramma di Bratteli, che definisce unicamente, o
meglio a meno di isomorfismi, ’algebra a cui e associato.

In particolare, abbiamo studiato in dettaglio una sottoalgebra By del toro
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noncommutativo, che, nel caso in cui il parametro 6 e irrazionale, risulta es-
sere AF. Tale algebra e ottenuta quozientando opportunamente ’algebra del
toro: nel caso commutativo, tale quoziente produce una “sfera con quattro
punture”. Inoltre, nel lavoro di tesi abbiamo approfondito lo studio dei sis-
temi dinamici e delle loro simmetrie nella formulazione algebrica della mec-
canica quantistica. In tale approccio, un sistema fisico e descritto da una
C*-algebra astratta, i cui elementi autoaggiunti rappresentano gli osservabili
del sistema in esame. La formulazione standard della meccanica quantisti-
ca e riottenuta passando ad una particolare rappresentazione in termini di
operatori su di uno spazio di Hilbert. Tale approccio, tuttavia, ¢ partico-
larmente utile nel caso di sistemi ad infiniti gradi di liberta, a causa della
presenza di rappresentazioni non unitariamente equivalenti dell’algebra degli
osservabili. In tale contesto, ci siamo concentrati in particolare sulla ricerca
di derivazioni della C*-algebra By, che in Geometria Noncommutativa costi-
tuiscono la generalizzazione dei campi vettoriali della geometria differenziale,
e che permettono inoltre di descrivere evoluzioni dinamiche in cui gli stati
del sistema si evolvano in maniera discontinua, come ad esempio in presenza
di transizioni di fase in un sistema statistico.

La tesi ¢ organizzata come segue. Il capitolo 2 costituisce un’introduzione
matematica della teoria delle C*-algebre e delle loro rappresentazioni. Nel
capitolo 3 studiamo il piano ed il toro noncommutativo, enfatizzando in par-
ticolare I'approccio analitico-funzionale, e presentiamo un’applicazione allo
studio di una particella carica in presenza di un campo magnetico costante.
Nel capitolo 4 introduciamo le algebre approssimativamente finite, ed i di-
agrammi di Bratteli, riportando inoltre qualche risultato notevole. Come
applicazione alla discretizzazione di teorie di campo viene presentato uno
studio dei reticoli noncommutativi, che permettono di approssimare parti-
colari tipi di spazi, senza perdere informazioni sulla topologia dello spazio
di partenza. Cié comporta la possibilita di poter trattare oggetti topologici
presenti nella teoria, quali solitoni e istantoni, ad ogni stadio di approssi-
mazione, ed in maniera intrinsecamente geometrica. Nel capitolo 5 studiamo
in dettaglio ’algebra By e presentiamo la formulazione algebrica dei sistemi
dinamici. Dopo una breve introduzione alle proprieta generali, discutiamo
le derivazioni del toro noncommutativo e dell’algebra By: delineamo, infine,
possibili sviluppi ulteriori.






“Mathematicians are like Frenchmen: whatever

you say to them they translate into their own lan-
guage and forthwith it is something entirely differ-

ent”
J.W.Goethe






Capitolo 2
Strumenti Matematici

Questo capitolo costituisce una breve introduzione ai metodi
matematici della Geometria Noncommutativa, che saranno pot uti-
lizzati nei successivi capitoli. La linea guida che svilupperemo
consistera in una riscrittura delle comuni noziont riguardanti gli
spazi topologici e geometrici: cio ci permettera di enfatizzarne
la natura algebrica, e in tal modo di generalizzarle in maniera
opportuna e naturale. Apparira chiaro, in questa maniera, che
la Geometria Noncommutativa si pone come crocevia di differen-
ti branche della Matematica e non solo, e risultera evidente, in
particolare, 'influenza ed il legame con la Meccanica Quantisti-
ca. Per un approfondimento e per ulteriori dettagli si rimanda a
[Bra81],[Lan97],|GBVFO00]. Per gli elementi di analisi funzionale
si veda [RS7).

2.1 (*-algebre: Prime Definizioni

Sia A uno spazio vettoriale su di un campo K, che nel nostro caso identi-
ficheremo con C, e si introduca 'applicazione, chiamata prodotto:

AxXA — A (a,b) — ab (2.1.1)
con le proprieta che
c(aa + Bb) = a(ca) + B(cb), (aa+ Bb)e = alac) + F(bc) (2.1.2)

Va,b,c € A,Va, 3 € C. La coppia (A, -) viene chiamata algebra: nel seguito,
per comodita di notazione ci riferiremo ad A come algebra. In generale il
prodotto sara non commutativo, cioe si avra che:

ab#ba (2.1.3)
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2.1. C*-algebre: Prime Definizion:

A differenza di un gruppo, un algebra non necessariamente possiede un’unita
I, cioe un elemento che verifica

al = Ia, Va € A (2.1.4)

Un’algebra con unita verra detta wunitale. Nei casi di nostro interesse le
algebre saranno generalmente associative, cioe si avra che:

(ab)e = a(be), Va,b,c € A (2.1.5)

Chiamiamo inverso, se esiste, di un elemento a di A ’elemento a~! tale che

aa~! = a~'a = I. Definiamo come *-algebra un’algebra sulla quale ¢ definita

un’involuzione, cioeé una mappa antilineare * : A — A : a — a* tale che:
(ca+ Bb)* = aa+ (b (2.1.6)

(ab)* = b'a” (2.1.7)
(a*)* a, Va,b e A,Va,3 € C (2.1.8)

dove il sovrasegnato indica la coniugazione in C; chiameremo algebra normata

un’algebra sulla quale ¢ definita un’applicazione ||-|| : A — R che soddifa
la]| > 0, |la|=0a=0 (2.1.9)
laall = lallal (2.1.10)
la+0l < lall + 2] (2.1.11)
labll < [lallflo] (2.1.12)

Va,b € A, a € C; la terza relazione e detta disequaglianza triangolare, mentre
I'ultima garantisce che il prodotto ¢ un’applicazione continua. Se lo spazio
vettoriale di supporto all’algebra A e completo nella metrica indotta dalla
norma, diremo che A ¢ un’algebra di Banach. Nel caso in cui I'involuzione
soddisfi la seguente proprieta di compatibilita con la norma

la*] = llall,  VaecA (2.1.13)

ed A ¢ uno spazio normato completo, diremo che A ¢ una *-algebra di Banach.
Una C*-algebra ¢ un’algebra di Banach con la norma che verifical!

la*al| = ||la]|’, Ya €A (2.1.14)

LOsserviamo che tale proprieta, unita alla diseguaglianza del prodotto, implica che una
C*-algebra ¢ anche una *-algebra
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2.1. C*-algebre: Prime Definizion:

Desideriamo, a questo punto, descrivere in dettaglio due esempi di C*-algebra
che risulteranno prendere parte in maniera determinante al paradigma con-
cettuale e tecnico della Geometria Noncommutativa: ’algebra delle funzioni
continue su di uno spazio di Hausdorff (localmente) compatto e I'algebra
degli operatori limitati su di uno spazio di Hilbert.

Esempio 2.1 Sia X uno spazio topologico compatto e di Hausdorff, e si con-
sideri U'insieme C(X) delle funzioni f : X — C continue. Tale insieme si
puo munire di struttura di spazio vettoriale su C con le sequenti definizions

(f+9)x) = [flz)+glx), VfgeCX) (2.1.15)
(af)(x) = af(x), YaeCVfeC(X) (2.1.16)

dove abbiamo usato lo stesso simbolo di somma e prodotto di C. Possiamo
ora definire un prodotto (abeliano) tra funzioni

(f9)(x) = f(x)g(x), Vf g€ CX) (2.1.17)
If1] = Sg§|f(x)|v vfeX) (2.1.18)

Osserviamo che tale norma ¢ ben definita per ogni funzione f € C(X): infatti,
|f(x)| & limitata in X, essendo una funzione continua di X in R, ed essendo
X uno spazio compatto. Utilizzando le proprieta del sup in R, si dimostra
agevolmente che tale norma e compatibile con il prodotto prima definito; in-
oltre, i metodi dell’Analisi Funzionale ci dicono che tale norma é completa, e
dunque che C(X) é un’algebra di Banach unitale, dove ['unita é la funzione
f(z) =1, Yo € X. Possiamo introdurre anche un’involuzione *

(@) = @), Vf e C(X) (2.1.19)
Anche linvoluzione & compatibile con la norma: inoltre rende C(X) una
C*-algebra. Infatti si ha:
LF7fll = sup [f(x)f(2)]

rzeX

= sup (1f (@)%
= (iggv(x)lf

= |IfI”, VfeO(X)
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2.1. C*-algebre: Prime Definizion:

dove la penultima relazione ¢ dovuta alla stretta monotonia della funzione 2
per x > 0. Osserviamo che la richiesta che X sia di Hausdorff é necessaria,
se vogliamo considerare funzioni continue da X in C.?

Se X non é uno spazio compatto, ma localmente compatto, i risultati prece-
denti sono validi, a patto di considerare pero le funzioni continue “ che vanno
a zero all’infinito 7, che indicheremo con Co(X): ricordiamo che una fun-
zione f:X—C “wva a zero all’infinito 7 se Ve>0,3IK CX compatto tale Ve¢g K
si ha | f(z)|<e. Co(X) &, pero, priva di unita, in quanto le funzioni costanti
non vi appartengono.l]

Esempio 2.2 Sia H uno spazio di Hilbert, e si consideri B(H) l'insieme
degli operatori lineari limitati definiti su JH in se. Utilizzando come somma
l'usuale somma puntuale, come prodotto la composizione di applicazioni, e
come norma

|B]l = sup {| By, con ¥ € H: |4 =1}, VB € B(H)

B(H) diventa un’algebra di Banach (infinito dimensionale) non commutativa
unitale.

Se come involuzione utilizziamo la mappa 1:B— BT, dove BY ¢ 'aggiunto di
B in H, abbiamo che B(H) é una C*-algebra.

Nel caso particolare in cui H e uno spazio di Hilbert n-dimensionale sappiamo
che B(H) si puo realizzare come ’algebra M, (C) delle matricinxn ad entrate
complesse, e dove BT & la matrice hermitiana coniugata. La norma precedente
St puo riscrivere come

|B|| = la radice quadrata del massimo degli autovalori di B'B

Per provarlo basta notare che BIB ¢ una matrice autoaggiunta con autoval-
ort positivi, ed utilizzare un suo sistema ortonormale di autovettori, essendo
il prodotto scalare invariante per trasformazioni di passaggio ortogonali.

Vogliamo concludere questo esempio con un’osservazione che riteniamo in-
teressante:sull’algebra ML, ((C')) ¢ possibile definire una differente norma po-
nendo ||B|| = sup{|B;;|}, dove B;; sono le entrate di B, e tale norma é
equivalente alla precedente .3Si constata agevolmente, pero, che tale norma

2Essendo C di Hausdorff, Vz,y € C, 3 O,,0,, intorni aperti di z e y rispettivamente
tali che 0,0, = 0: presia e bin X tali che f(a) =z, f(b) =y, con f funzione continua,
abbiamo che f~1(0,), f~1(0,) sono intorni aperti disgiunti di a e b, rispettivamente.

3In generale, su di uno spazio vettoriale V finito dimensionale sui complessi tutte le
norme possibili sono equivalenti e complete.
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2.2. Ideali, Spettri e Rappresentazioni

non & una C* — norma nonostante le due algebre siano Banach equivalen-
ti: questo e dovuto al fatto che in una C*-algebra la norma e la struttura
algebrica, come vedremo in sequito, sono intimamente legate.l]

Un’algebra di Frechet A € un’algebra munita di una famiglia di seminorme
{Il - [lx}ren che separano i punti, e cioe e tale che |lal]|x = 0 per ogni k €
N implica che a = 0. Ricordiamo che una seminorma e un’applicazione
sull’algebra A che verifica le proprieta della norma eccetto la (2.1.9), e che
la topologia naturale su A e la topologia debole, in cui ogni seminorma e
continua. Un’esempio di algebra di Frechet e dato dalle funzioni infinitamente
differenziabili su di una varieta compatta M.

Esempio 2.3 Si consideri l’algebra C° (M) delle funzioni infinitamente dif-
ferenziabili su di una varieta compatta M. Una famiglia di seminorme é data
da

11l = sup{lor f@l fal < k), k=0.12,... (2.1.20)

Esiste una involuzione *, data dalla coniugazione sui complessi, ed inoltre
Illo € lusuale norma sulle funzioni continue. L’algebra C(M) é il completa-
mento di C°(M), che quindi vi é contenuta densamente: come sarda chiaro
in sequito, la struttura differenziale di una varieta e interamente codificata
dalla sua algebra delle funzioni “lisce”.[d

2.2 Ideali, Spettri e Rappresentazioni

Sia A una *-algebra normata, e sia I un suo sottospazio lineare. Diremo che
I & un’ideale sinistro (risp. destro) non banale se ICA, e Va € A e Vb € I,
si ha che ab (risp. ba) € I; inoltre diremo che I ¢ un ideale chiuso se I ¢
chiuso come sottospazio di A nella topologia della norma. Nel caso in cui [
sia un ideale destro e sinistro contemporaneamente, diremo che I ¢ un ideale
bilatero. Osserviamo che un ideale (non banale) chiuso ¢ una sottoalgebra
(propria) normata , in quanto e chiuso algebricamente rispetto al prodotto.
Un ideale massimale (destro, sinistro, o bilatero) ¢ un ideale che non ¢ incluso
in nessun altro ideale (dello stesso tipo).? Se un ideale I ¢ tale che Va € I si
ha che a* € I , si dira che I e uno *-ideale; ¢ facile mostrare che uno *-ideale &
automaticamente bilatero. Se A ¢ una *-algebra di Banach e I ¢ uno *-ideale

“Per la continuitdh del prodotto rispetto alla norma, un ideale massimale &
automaticamente chiuso.
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2.2. Ideali, Spettri e Rappresentazioni

chiuso, si ha che A/I si pud munire di struttura di *-algebra di Banach:
ometteremo la dimostrazione, nonostante non sia del tutto immediata.

Esempio 2.4 Si consideri l'algebra C(X) del paragrafo precedente e l'in-
sieme Iz definito come:

L={f € O(X): f(z) = 0} (2.2.1)

I; ¢ uno *-ideale bilatero. Infatti, Vg € C(X) e Vf € Iz si ha gf(z) =
9(2)f(x) =0, e dunque gf € I;: essendo C(X) un’algebra abeliana I; é un
ideale bilatero.Inoltre, Vf € C(X), f*(Z) = f() = 0, e dunque f* € I;.
Si dimostra, inoltre, abbastanza agevolmente che Iz € chiuso nella topologia
della norma °. O

Nel seguito A indichera una *-algebra di Banach con unita I, salvo avviso con-
trario. Chiameremo insieme risolvente di un elemento a di A il sottoinsieme
p(a) di C definito come:

pla) = {X € C: (a — M) ¢ invertibile in A} (2.2.2)

L’elemento R(\) = (a — AI)~! di A, VA € p(a), ¢ detto risolvente di a in X;
I'insieme o(a) = C\p(a) ¢ chiamato spettro di a. Nel caso in cui A ¢ una
C*-algebra, sussistono due importanti risultati: Va € A, U'insieme p(a) ¢ un
sottoinsieme aperto di C, e la mappa R : A € p(a)—R()\) € A ¢ analitica®
nelle parti connesse di p(a). Dall’Analisi Complessa, sappiamo che le uniche
funzioni analitiche intere, cioe definite sull’intero piano complesso, e limitate
in modulo sono costanti: giungiamo alla conclusione, quindi, che p(a) & un
sottoinsieme proprio di C, e dunque che lo spettro di un qualsiasi elemento
di A & non wvuoto; inoltre si puod mostrare che o(a) € compatto. In tal caso,
definiamo il raggio spettrale r(a) come

r(a) = sup{|A| : A € o(a)} (2.2.3)

°Sia infatti { f,, }nen una successione di elementi di Iz convergenti a f: per la definizione
stessa della norma, vale che |f(z) — fo(x)| < ||f — full, Vo € X, e dunque |f(2)] <
Ilf — full =% 0. Si ha cosi che f(%) = 0, e dunque che f € I;.

6Ricordiamo che una funzione f : D C C—.A, dove D & un aperto e A & un’algebra di
Banach, si dice analitica in zg€D se

lim f(z0+h) — f(20)
h—0 h

esiste in A
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Se a € un elemento autoaggiunto di A, cioe a* = a, si pud mostrare che
|la]] = r(a): per le proprieta della C*-norma si hanno le seguenti eguaglianze

lal|? = ||a*al| = r(a*a) = sup {|\| : X\ € o(a*a)} (2.2.4)

poiche a*a e, ovviamente, autoaggiunto. Risulta chiaro, a questo punto,
quanto accennato in precedenza: la norma di un elemento di una C*-algebra
e totalmente fissata dalla struttura algebrica, cioe dagli spettri. Si puo
mostrare, in modo non banale, che lo spettro di un elemento autoaggiun-
to & tutto contenuto nell’intervallo chiuso [—||a||, ||a||]] della retta reale.
Diremo che a & un elemento positivo se a & autoaggiunto, e se o(a) C [0, [|a|]:
lo indicheremo con a > 0, se a # 0.7

Dall’esempio della sezione precedente, si capisce che, nel caso in cui A sia
B(H), si ritrovano i risultati della teoria dello spettro di un operatore lim-
itato su di uno spazio di Hilbert: inoltre, anche nel caso di una C*-algebra
qualsiasi e possibile costruire un calcolo funzionale olomorfo ed un calcolo
funzionale continuo per gli elementi autoaggiunti. In quest’ottica possiamo
definire come radice quadrata \/a di a>0 l'elemento che ha come spettro

o(va) = {\/X, con \ € a(a)}, e quindi come modulo |a| = va*a.
Un elemento a verra detto unitario se a*a = aa® = I: il suo spettro ¢ un

sottoinsieme del cerchio unitario in C. Se a verifica a = a* = a? si dird proi-
ettore, e si mostra facilmente che il suo spettro ¢ costituito dai punti{0, 1} di

R.

Introduciamo, ora, le nozioni inerenti alle rappresentazioni di C*-algebre.
Siano A e B (C*-algebre, e sia mA—B un mappa C-lineare, cioe tale che
m(aa +b) = an(a) + 7(b), Va,b € A, a € C. Diremo che 7 ¢ uno
*_omomorfismo se verifica

(a*) = 7w(a)", Va, beA

cioe preserva la moltiplicazione e la coniugazione. Un primo risultato impor-
tante, che useremo nel seguito, ¢ che uno *-omomorfismo ¢ automaticamente
continuo, e dunque limitato, verificando che

Im(a)lls < llalla,  VacA (2.2.5)

dove ||-||.4, ||-||s indicano le norme in A, B rispettivamente. La dimostrazione
e relativamente semplice, e si basa sul fatto che un omomorfismo “restringe”

"Tutti e soli gli elementi positivi di una C*-algebra sono della forma b*b per un qualche b.
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lo spettro dell'immagine di un elemento, e che m ¢ una mappa continua.
Nel caso in cui 7 ¢ invertibile come mappa algebrica, diremo che 7 ¢ uno
*_isomorfismo.

Il ker o nucleo di 7 € I'insieme degli elementi di A definito come

ker(m)={a € A:7m(a) =0¢€ B} (2.2.6)

11 ker di uno *-omomorfismo 7 & uno *-ideale, quindi bilatero, di A: inoltre il
ker(m) € una sottoC*-algebra, con la norma indotta da A. L’ Im o immagine
di 7 & definito come

Im(m) ={b€ B:Ja € Atale che m(a) = b} (2.2.7)

Anche I'I'm(m) ¢ una sottoC*-algebra, ma di B

Una rappresentazione di una C*-algebra A ¢ una coppia (7, H), dove H &
uno spazio di Hilbert e mA—B(H) & uno *-omomorfismo( Ricordiamo che
B(H) e la C*-algebra degli operatori limitati su H). Nel caso in cui 7 &
un’applicazione iniettiva, cio¢ ker(w) = {0}, diremo che la rappresentazione
¢ fedele.®
Diremo che un sottospazio vettoriale W di H e invariante sotto ’azione di
m(A) se VA € m(A), Vi € W si ha che Ay € W: una rappresentazione si dira
irriducibile( topologicamente) se H non ha sottospazi invarianti( chiusi), a
meno di {0} e H. Date due rappresentazioni (m,H;) e (ma, Hz) diremo che
esse sono equivalenti( unitariamente) se esiste un operatore lineare ( unitario)
U:H,;—H, tale che

U7T1 (a) = 7T2(CL)U (228)

Nel caso in cui (71, H;) e (mq, Hy) siano due rappresentazioni irriducibili, si
puo mostrare che anche nel caso delle C*-algebre vale il cosiddetto lemma
di Schur, e cioe che ogni operatore U che soddisfa le condizioni precedenti e
necessariamente o nullo o invertibile: cio comporta che tutti gli operatori in
B(H) che commutano con tutti gli elementi di 7(A) sono multipli dell’oper-
atore identita.

Abbiamo detto prima che il ker di uno *-omomorfismo ¢ un *-ideale: lo
chiameremo primitivo se la rappresentazione in questione e irriducibile, ed
indicheremo con PrimA l'insieme di tali ideali.

8Si pud mostrare facilmente che una rappresentazione ¢ fedele se e soltanto se la mappa
7 & un’isometria, ciot |7 (a)| = ||a||, Va € A.
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2.3 Spazi Topologici e ('*-algebre

2.3.1 1l Teorema di Gelfand-Naimark

Dall’Esempio 1.1 abbiamo imparato che ogni spazio topologico ( local-
mente) compatto di Hausdorff e legato in maniera naturale ad una C*-algebra
commutativa ( non) unitale: in questa sezione mostreremo il viceversa, e cioe
che ogni C*-algebra commutativa si puo realizzare come algebra di funzioni
continue su di un opportuno spazio topologico. Tale risultato, che va sot-
to il nome di teorema di Gelfand-Naimark, € noto dagli anni cinquanta, e
verra trattato qui in un certo dettaglio, in modo da elucidare il processo di
riscrittura algebrica delle informazioni contenute in uno spazio topologico,
che a questo punto sara naturale chiamare “commutativo” o “ordinario”.
Chiariremo poi, nella prossima sezione, cosa si intenda per spazio topologico
“non commutativo”, e come tali oggetti abbiano caratteristiche matematiche
interessanti, concentrandoci sugli aspetti che pit risentono dei risultati della
Fisica Moderna.

Introduciamo le nozioni di carattere in un’algebra di Banach A, che nel nos-
tro caso richiederemo essere unitale: accenneremo in seguito all’estensione al
caso non unitale.

Un carattere € uno *-omomorfismo p:A—C non triviale unitale, cioé non
identicamente nullo e tale che p(I) = 1; indicheremo l'insieme di tali appli-
cazioni con M (A)?. Un primo risultato & che V a € A si ha che p(a) € o(a):
se, infatti, p(a) ¢ o(a) si avrebbe che (a — p(a)l) ¢ invertibile in A, mentre
p(a — p(a)l) = p(a) — p(a)u(l) = 0, che non ¢ invertibile in C'. Si ha cosf,
dalle proprieta degli spettri della sezione precedente, che |u(a)| < ||al/, Va € A
e quindi che ||| < 1. In verita la diseguaglianza precedente e saturata, e si
ha che ||u|| = 1, in quanto deve valere anche per a = 1.

L’insieme M (A) & un sottoinsieme di A*, duale di A: piu precisamente M (A)
¢ un sottoinsieme della sfera unitaria §* di A*. Ricordiamo che il duale di
uno spazio di Banach e lo spazio di Banach dei funzionali lineari continui
¢:A—C muniti della norma ||¢|| = sup,c4{|¢(a)|}. Su A* & possibile intro-
durre la cosiddetta topologia weak*, cio¢ la piu debole topologia tale che i
funzionali lineari ¢:A*—C siano continui''. L’introduzione di tale topologia
ci permettera di usare un teorema di Banach e Alaoglu, il cui risultato e che

90sserviamo che tale insieme potrebbe essere vuoto.

00gni omomorfismo unitale manda elementi invertibili in elementi invertibili. Cio non
& vero per gli elementi non invertibili.

HRicordiamo che cio, per I'isomorfismo tra uno spazio di Banach ed il suo doppio duale,
equivale a dire che ¢ = lim,, ¢,,, con ¢, ¢, € A* se e soltanto se ¢(a) = lim,, ¢,,(a), YacA.
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8* ¢ compatta nella topologia weak* su A*. Osserviamo, inoltre, che tale
topologia e, per definizione stessa, di Hausdorff.

Se l'algebra A ¢ commutativa, chiameremo M(A) spettro di Gelfand; la rela-
tiva topologia indotta da A*, o, per essere piu precisi, da 8%, verra chiamata
topologia di Gelfand. Mostriamo ora il seguente lemma, che risultera fonda-
mentale nel seguito.

Lemma Lo spettro di Gelfand é compatto nella topologia di Gelfand.

Dim. Si consideri, fissati a, b € A, la seguente mappa

A —C : p— plab) — p(a)u(b) (2.3.1)

Tale mappa ¢ certamente continua, in quanto se p = lim,, 4, nella topologia
di M(A), si ha che ¢(u) = lim,, ¢(u,,) in C. Inoltre ¢ immediato verificare che
o(p) = 0,Vu € M(A): dalla continuita di ¢ si ha che essa si annulla anche
su M(A). Valutando, quindi, ¢ su un qualsiasi elemento p di M(A) si hanno
le uguaglianze ¢(p) = 0 = p(ab) — p(a)u(b),Va,b € A, che implicano che p
¢ un omomorfismo, e quindi, per le proprieta di 8*, un carattere. Abbiamo
mostrato, cosi, che M(A) = M(A), e cioe che M(A) & un chiuso. A questo
punto il lemma segue dall’osservare che un sottoinsieme chiuso di uno spazio

topologico compatto ¢ compatto nella topologia indotta.[]

Gli elementi di A si possono realizzare come funzioni continue su M(A)
assegnando ad ogni a € A la funzione a definita come

a: M(A)—C:pu— alp) = pla) (2.3.2)

Dalla definizione stessa della topologia su M(A) risulta che @ ¢ continua.
Chiameremo trasformata di Gelfand la mappa C-lineare

G:aeA — ac C(M(A)) (2.3.3)

In generale tale mappa non ¢ iniettiva né suriettiva?. Un risultato interes-

sante si ottiene se A & una C*-algebra: sappiamo, dalla sezione precedente,

che, in tal caso, se a € A & autoaggiunto si ha che o(a) C R e quindi, se p & un

carattere, abbiamo che u(a) € R per qualsiasi a autoaggiunto. Ricordando

che in una *-algebra su C ogni elemento a si puo scrivere come a = a; + ias
1

ponendo a; = 1(a + a*),as = 1(a — a*), si ha che

p(a”) = plar —iaz) = p(ar) — ipaz) = plar + iaz) = p(a) (2.3.4)

12Notiamo che, in generale, la trasformata di Gelfand non & necessariamente un
omomorfismo: cio risulta vero, pero, se A & un’algebra commutativa.
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Abbiamo cosi che a* = (a)*, cioe che la trasformata di Gelfand preserva la
coniugazione dell’algebra. Mostreremo ora che, nel caso in cui A sia commu-
tativa, la trasformata di Gelfand e iniettiva e suriettiva, cioe che tutte e sole
le funzioni continue su M(A) sono i trasfomati di Gelfand degli elementi di
A. Per far cio dimostriamo prima il seguente

Lemma Sia A una C*-algebra commutativa unitale e sia X un elemento di
o(a), fissato a € A. FEsiste allora un carattere p tale che p(a) = X.

Dim. Sappiamo che il nucleo di un qualsiasi *-omomorfismo y € uno *-ideale
chiuso: nel caso in cui p € M(A) ker(u) € un ideale massimale. Si consideri
infatti il quoziente A/ker(u): sappiamo che esso si puo munire di struttura
di C*-algebra, ed inoltre, osservando che

f:Alker(pn) — C: la] — u(a) (2.3.5)

& uno *-isomorfismo, si giunge alla conclusione che A /ker(u) ~ C. E noto che
un campo non puo avere ideali non banali, in quanto un ideale dell’algebra
contiene solo elementi non invertibili, e poiche J/ker(u), con J ideale proprio
e ker(u) C d, € un ideale proprio di A/ker(u), si ha che ker(u) ¢ massimale.
Vale anche il viceversa, e cioe che ad ogni ideale massimale ( proprio) J di A
corrisponde un unico carattere u tale che u(J) = 0. Sapendo che A/J ~ C13,
basta definire

p:A—A/J~=C (2.3.6)

in modo che [a] = p(a)l, con [a] € A/J. E immediato verificare che p & un
carattere e che il suo nucleo e proprio J: 'unicita segue.

A questo punto il Lemma puo considerarsi dimostrato: basta infatti osser-
vare che se A € o(a)' si ha che (¢ — AI) non & invertibile in A, e costruire
'ideale A(a — All), che sara contenuto in un ideale massimale. Applicando
quanto mostrato in precedenza, si costruisce p tale che p(a — M) = 0, e
dunque p(a) = A.0

Abbiamo tutti gli strumenti per dimostrare il seguente

Teorema Se A ¢ una C*-algebra commutativa unitale, allora la trasformata
di Gelfand é uno *-isomorfismo isometrico di A su C(M(A)).

Dim. Dobbiamo mostrare che § € una mappa iniettiva, suriettiva ed e

13In un’algebra di Banach con unitd, un ideale J massimale contiene tutti e soli gli
elementi non invertibili, e quindi il quoziente rispetto a tale ideale &€ un’algebra di Banach
unitale in cui ogni elemento ¢ invertibile: tali algebre, per il teorema di Mazur, sono
isomorfe a C.

HMRicordiamo che o(a) & non vuoto.
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un’isometria. A tale scopo, notiamo che, per definizione,

lall = :;Vltl()ﬂ){ld(u)! = |u(a)| € o(a)} (2.3.7)

Utilizzando il Lemma precedente, abbiamo che l'insieme {u(a),Vu € M(A)}
coincide con o(a), Va € A, e quindi che

la]| = sup{|A[, A € o(a)} = r(a) (2.3.8)
Ricordando che le norme su A e C(M(A)) sono C*-norme, si verifica che
lall* = llaall = l|la*all = r(a"a) = |la*a]| = [la]? (2.3.9)

e cioe che la trasformata di Gelfand e un’isometria. Cio implica immedi-
atamente che essa e iniettiva, in quanto e una mappa isometrica lineare, e
dunque 'unico elemento del suo nucleo ¢ il vettore nullo. Tralasciamo, infine,
la dimostrazione della suriettivita della trasformata di Gelfand: basti sapere
che e conseguenza immediata del teorema di Stone-Weierstrass.[]

Desideriamo, a questo punto, fare alcune osservazioni sul teorema di Gelfand-
Naimark. Come detto all’inizio di questa sezione, tale teorema puo essere
esteso anche al caso di C*-algebre non unitali: ad ogni algebra di Banach
A non unitale, infatti, pud essere associata un’algebra di Banach unitale A"
ponendo AT = A@C. Tra i caratteri di A" ci sono anche caratteri di
A, e, viceversa, ogni carattere di A puo essere esteso in maniera unica su
AT, Bastera quindi applicare il teorema di Gelfand-Naimark a tale algebra,
e togliere dallo spettro di Gelfand associato i caratteri di A* che non sono
caratteri non triviali di A. Risultera cosi che M(A) ¢ uno spazio topologi-
co non compatto, ma localmente compatto, e che la trasformata di Gelfand
permette di realizzare A come Cy(M(A)).

Un’ulteriore osservazione che ci preme fare ¢ un po piu concettuale, nonos-
tante le argomentazioni siano di natura piu tecnica. Il teorema di Gelfand e
Naimark puo essere dimostrato differentemente da quanto proposto in ques-
ta sezione. Invece di utilizzare i caratteri dell’algebra come “punti” di uno
spazio topologico, avremmo potuto scegliere, ad esempio, di utilizzare lo
spazio di struttura dell’algebra, definito come l'insieme delle classi di tutte
le *-rappresentazioni irriducibili unitariamente equivalenti, oppure di enfa-
tizzare il rapporto con gli stati e con la teoria delle rappresentazioni, di cui
parleremo in seguito. La cosa interessante, e che molto spesso trae in in-
ganno, ¢ che tutti questi oggetti sono “equivalenti” nel caso in cui A sia
un’algebra commutativa, mentre cio non e vero nel caso in cui A non e com-
mutativa. Cio ci insegna, come vedremo meglio nella prossima sezione, che
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non tutte le caratterische degli spazi “ordinari”, come il concetto di punto,
avranno necessariamente un’estensione univoca nel quadro piu generale della
Geometria Noncommutativa.

2.3.2 Verso gli Spazi Noncommutativi

Il teorema di Gelfand-Naimark ha come prima e immediata conseguenza
che la condizione necessaria e sufficiente affinché un’algebra A (unitale) sia
una C*-algebra ¢ che essa si possa realizzare in maniera *-isometrica come
Co(X) ( C(X)) per un qualche spazio topologico X. Una C*-algebra, quindi,
contiene molte informazioni topologiche codificate algebricamente: mostr-
eremo ora che tutte le informazioni topologiche di uno spazio di Hausdorff
(localmente) compatto sono contenute in C(X) (Cy(X)). Cominciamo con
I'osservare che dati X e Y due spazi topologici compatti, e una funzione
continua e propria f:X—Y, possiamo costuire la mappa

Cf:CY)—=C(X):g—gof (2.3.10)

che & uno *-omomorfismo unitale, in quanto 1x = 1yof: nel caso in cui f & un
omeomorfismo, la mappa C'f € un isomorfismo. Analogamente, se ¢p:A— B,
dove A, B sono C*-algebre commutative unitali, ¢ uno *-omomorfismo uni-
tale, si puo costruire la mappa

Mo :M(B) > M(A):u— po¢ (2.3.11)
e verificare che essa ¢ continua'®: se ¢ ¢ un isomorfismo, M ¢ & un omeomorfis-
mo. Accenniamo brevemente al fatto che le mappe precedentemente costruite
godono di proprieta “transitiva”, e cioe che per f:X—Y e g:Y—Z, e per
O»:A—B, e p:B—C, si ha che C(go f) =CfoCg,e M(¢pop) = Mpo M. A
questo punto, per concludere la nostra analisi, dobbiamo analizzare qual e il
rapporto tra X e M (C'(X)) se X & uno spazio topologico compatto. Notiamo,
dapprima, che ogni x € X da origine ad un carattere su C'(X) ponendo

2.0(X) = C:2(f) = f(x),Vf € C(X) (2.3.12)

In verita ogni carattere di C'(X) e di questo tipo: abbiamo mostrato in
precedenza che kerp, dove p € un carattere, € un ideale massimale di C'(X),

5Dalla definizione stessa di topologia di Gelfand, una funzione f : X — M(A), dove
X e un qualsiasi spazio topologico, € continua se e soltanto se ao f : X — C & continua,
VYa € A. In questo caso, @ o M¢ & certamente continua per ogni a, poiche d o Mo(u) =
w(d(a)), Vi € M(B), e v e ¢ sono mappe continue.
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2.3. Spazi Topologict e C*-algebre

e si puo mostrare che esiste almeno un x € X tale che tutti gli elementi di
kerp si annullino su di esso. In verita esiste un unico z in cui cio accade,
altrimenti kerp non sarebbe un ideale massimale. Inoltre, per definizione,
kert = kerp, e dunque £ = p. La mappa

Xe: X > MCOX)):x— =z (2.3.13)

e suriettiva ed iniettiva, conseguenza, quest’ultima, del fatto che X e di Haus-
dorff: la continuita di y, si verifica ricordando quanto osservato nella nota
15. Abbiamo mostrato cosi che gli spazi X e M(C(X)) sono omeomorfi, e
cioe, detto in altre parole, che essi sono equivalenti sia dal punto di vista
insiemistico che topologico.

Possiamo, cosi, finalmente affermare che lo studio degli spazi di Hausdorff
(localmente) compatti si puo ricondurre allo studio delle C*-algebre ( non)
unitali di funzioni continue definite su di essi, e viceversa, che tutte le C*-
algebre commutative definiscono in maniera implicita spazi topologici®®. E
proprio quest’ultima osservazione che ci spinge a riguardare C*-algebre non
commutative come una sorta di “algebre di funzioni” su di uno “spazio non
commutativo”, il quale, in generale, non esistera concretamente, e costituira,
piuttosto, una sorta di “spazio virtuale”. La dualita algebra-spazio, che,
nello spirito della Geometria Noncommutativa, riterremo continuare a valere
anche nel caso in cui l'algebra sia non commutativa, ci permettera di studiare
oggetti le cui caratteristiche saranno ora definite su di un’algebra, e non in
maniera insiemistica, rendendo cosi da un lato superflui, in un certo senso,
alcuni concetti classici, quale quello di punto, mentre da un altro lato render-
anno ancora possibile una descrizione geometrica e fisicamente interessante.
Tali oggetti sono noti ai fisici, sebbene non in una formulazione cosi sistem-
atica, sin dagli anni '20 del secolo scorso, quando faceva la sua comparsa la
meccanica quantistica: il prototipo di interesse fisico, infatti, di spazio non
commutativo e “lo spazio delle fasi” di un sistema quantistico. Il principio di
Heisenberg non permette di misurare posizione e momento di una particella
simultaneamente con arbitraria precisione, rendendo impossibile, cosi, dare
senso ad una descrizione geometrica del sistema in termini di spazio delle
fasi classico, e richiedendo, almeno da un punto di vista intuitivo, I'utilizzo
di una nuova geometria che fosse “pointless”. A partire da Dirac, cosi, la
teoria si e formulata in termini di “g-numeri”, operatori (autoaggiunti) non
commutanti su di uno spazio di Hilbert separabile, i cui raggi costituiscono

16Nel linguaggio un po pilt ermetico delle categorie, diremmo che la categoria degli
spazi di Hausdorff compatti con funzioni continue e proprie & equivalente, mediante il
cofuntore di Gelfand-Naimark, all’opposta categoria delle C*-algebre commutative unitali
con *-omomorfismi unitali.
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2.4. Stati e Costruzione GNS.

gli stati fisici del sistema quantistico in studio. Dal nostro punto di vista,
ora, l'attenzione si sposta dallo spazio di Hilbert, che viene recuperato come
spazio supporto di particolari rappresentazioni, all’algebra generata da z e p
autoaggiunti con regole di commutazione [Z, p| = ih, che costituisce, seguen-
do quanto detto prima, lo spazio delle fasi non commutativo: la meccanica
quantistica usuale, si puo mostrare, e interamente recuperata in questo ap-
proccio. Come vedremo brevemente a titolo di esempio nel prossimo capitolo,
e possibile, mediante le tecniche e le idee accennate in questa prima parte,
descrivere sia la meccanica classica che la meccanica quantistica come teorie
formulate su di un “opportuno” spazio delle fasi: cio ci permettera di anal-
izzare e capire meglio non solo il processo di quantizzazione di un sistema
classico, bensi anche il processo inverso, e cioe il limite classico di un sistema
quantistico.

Oltre le mappe continue tra spazi topologici, e possibile estendere altre
nozioni quali, ad esempio, la compattezza o la metrizzabilita: concludiamo la
sezione, a questo proposito, mostrando un piccolo dizionario che schematica-
mente riassume qualche possibile traduzione, rimandando 1’analisi dettagliata
alla letteratura specialistica :

Topologia Algebra
mappe continue e proprie *_omomorfismi
omeomorfismi automorfismi
compattificazione unitizzazione
metrizzabilita separabilita

2.4 Stati e Costruzione GNS.

In questa sezione discuteremo come sia sempre possibile costruire concreta-
mente rappresentazioni di un’arbitraria C*-algebra mediante operatori limi-
tati su spazi di Hilbert.

Sia A una C*-algebra. Un funzionale lineare w sulla *-algebra A si dira
positivo se

w(a*a) >0 (2.4.1)
per ogni a € A. Un funzionale lineare positivo su A tale che [|w| = 1 si
dira uno stato: osserviamo che uno stato ¢ automaticamente un funzionale
continuo, e che w manda elementi positivi in elementi positivi.
L’origine della nozione di stato € meglio illustrata utilizzando una rappresen-
tazione (m, H) di A. Ogni vettore ¢ di H normalizzato definisce uno stato
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2.4. Stati e Costruzione GNS.

su A wy, come
wola) = (&, m(a)) (2.42)

per ogni a € A. La positivita di wy, ¢ subito verificata, in quanto ,
wy(a“a) = [|r(a)y]* = 0

ed inoltre si ha che |w| = 1. Stati di questo tipo vengono chiamati stati
vettori della rappresentazione (m,H): anche se tale esempio di stato pud
sembrare molto particolare, vedremo in seguito che ogni stato di una C*-
algebra e uno stato vettore in un’opportuna rappresentazione. A tale scopo,
enunciamo alcune importanti proprieta generali degli stati.

Uno stato qualsiasi w verifica in modo generalizzato la diseguaglianza di
Cauchy-Schwartz del prodotto scalare di uno spazio di Hilbert, e cioe si ha
che

w(a*d) = w(b*a) (2.4.3)
lw(a*d)|* < w(a*a)w(b*b), Va,beA (2.4.4)

Inoltre, utilizzando il risultato precedente, si pué mostrare in maniera non
banale che valgono le seguenti proprieta per ogni stato w:

w(a®) = w(a) (2.4.5)
w(a)]’ < w(a’a) (2.4.6)
w(a*ba)| < w(a®a)||bl] (2.4.7)
|lw|l = sup{w(a®a), [la] = 1} (2.4.8)

Essendo gli stati funzionali lineari, essi possono essere sommati, come abbi-
amo visto nelle sezioni precedenti. In generale, perd, la somma di due stati
non e uno stato. Infatti, se indichiamo con w; e ws due funzionali lineari
positivi, ma non normalizzati ad 1, si mostra che w; + wy € un funzionale
positivo, e che

lwr +wa| = [Jwr | + [lwall (2.4.9)

Quindi se |lwi|| = |lwa|| = 1, si ha che |jw; +ws| = 2. Tuttavia si pué
mostrare che la combinazione lineare

)\w1 —+ (1 — )\)WQ (2410)

con 0 < A < 1 produce ancora uno stato. Cié permette di affermare che
gli stati costituiscono un sottoinsieme convesso del duale A. Uno stato w si
dira puro se non pué essere espresso nella forma (2.4.10). Se indichiamo con
E(A) I'insieme degli stati, si pué mostrare che gli stati puri P(A) sono i punti
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2.4. Stati e Costruzione GNS.

estremali dell’insieme E(A).

Passiamo ora alla costruzione di rappresentazioni di una C*-algebra arbitraria
A: abbiamo visto in precedenza che data una rappresentazione (7, H) tutti
i vettori unitari di H definiscono uno stato su A. Viceversa, mostreremo che
per ogni stato w su A esiste sempre una rappresentazione (m,,H,) ed un
vettore unitario ¢, € H,, tale che

w(a) = (Yu, Tw(a)) (2.4.11)

per qualsiasi a € A.

L’idea dietro a questa costruzione e molto semplice. Prima di tutto, si “fab-
brica” uno spazio di Hilbert H, a partire dallo stato w osservando che 1'al-
gebra A & uno spazio di Banach. Usando le proprieta (2.4.3) e (2.4.4) di w,
possiamo definire su A un prodotto scalare semidefinito positivo come

(a,b) = w(a®b), Va,beA (2.4.12)

7

che converte A in uno spazio pre-hilbertiano!”, cioé non completo nella met-

rica indotta dal prodotto scalare (2.4.12).
Definiamo ora Z, come

I,={a € A: w(a*a) =0} (2.4.13)

Usando la proprieta (2.4.4) ed il fatto che per qualsiasi b € Z,, e per qualsiasi
a € A si ha dalla proprieta (2.4.8) che

0 < w((ab)*ab) < |la|*w(b*b) =0 (2.4.14)

si mostra che Z,, ¢ un ideale sinistro. Si considerino le classi di equivalenza
rispetto all’ideale Z,,, che saranno date da

v, ={a+0b, conbel,} (2.4.15)

A questo punto, osservando che le classi di equivalenza 1, costituiscono uno
spazio vettoriale se si definisce 1, + Vp = Vaip € Vaa = g, si pud definire
su tale spazio un prodotto scalare

(Ya,Up) = w(a’d) (2.4.16)

che si pud mostrare essere indipendente dalla scelta del rappresentativo e
definito positivo. A questo punto possiamo utilizzare il teorema del comple-
tamento, e chiamare tale completamento J,, che sara lo spazio di Hilbert

1"Tn veritd tale notazione non @& precisa, in quanto il prodotto scalare (2.4.12) non &
definito positivo.
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2.4. Stati e Costruzione GNS.

su cui costruiremo una rappresentazione di A. Come definire gli operatori
7, (a) che rappresentano A su H,? Specifichiamo dapprima I’azione di 7, (a)
sulle combinazioni lineari finite dei vettori 1, come

To(@)Vy = Yoy, Va €A (2.4.17)

Notiamo che la relazione precedente e indipendente dal rappresentativo scelto
per la classe v, perché

71-w(a')wb-‘,-c - ¢ab+ac - wab = Ww(a)ﬁ)b (2418)

per qualsiasi ¢ € Z,,. Ogni 7,(a) & un operatore lineare perché

Ww(a)()\wb + 1/4:) =Ty (CL)Q/})\bJrc = wAab+ac
= )\wab + wac
= A\, (a)y + 7 (a)e (2.4.19)

Usando la proprieta (2.4.8) & facile verificare che

”ﬂ-w(a)wb”2 = (’l/}abuwab)
= w(b*a*ab)
< llall*w(®7b)
= llall*lvs|I*

e che quindi m,(a) & un operatore limitato su H,. Le proprieta algebriche
della mappa 7, seguono facilmente

T (1) (a2) Ve = Vayasy = Tw(a1a2)s

Abbiamo costruito cosi una rappresentazione (7, H,): resta da specificare
il vettore 1), che verifichi la (2.4.11). Nel caso in cui A abbia un’unita'® si
pu6 definire

Yo = U1 (2.4.20)

e si verifica che

(Y, mo(@)) = (Y1, ¥a)
— w(a) (2.4.21)

Inoltre il vettore v, soddisfa un’altra proprieta: e ciclico per la rappresen-
tazione (m,,H,), e cioe le combinazioni lineari degli elementi dell’insieme

18Nel caso in cui I’algebra A non abbia un unita il discorso seguente & ancora valido se
si considera A @ I, ma la prova di ciclicita di 4, € un pé piu delicata.
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2.4. Stati e Costruzione GNS.

{mu(a)th, : V a€A} sono dense in H,,. Abbiamo cosi parzialmente mostrato
la prima parte del seguente teorema:

Teorema Sia w uno stato su di una C*-algebra A. Seque allora che esiste
una rappresentazione ciclica (7, H,,1,) di A tale che

w(a) = (Yu, Tw(a)) (2.4.22)

per ogni a € A e, di consequenza, ||, || = ||w| = 1. Inoltre, tale rappresen-
tazione ¢ unica a meno di unitaria equivalenza.

La rappresentazione (m,, H,, 1, ) associata allo stato w viene chiamata co-
struzione GNS (Gelfand-Naimark-Segal) associata ad w.

La caratteristica della rappresentazione GNS di essere ciclica € molto im-
portante in quanto si pué mostrare che ogni rappresentazione (m,H) non
degenere di una C*-algebra A e somma diretta di sottorappresentazioni ci-
cliche. A tale proposito enunciamo un risultato che € molto importante per
lo studio delle rappresentazioni irriducibili di una C*-algebra

Teorema Sia w uno stato su di una C*-algebra A e sia (7., H,) la rappresen-
tazione GNS associata ad w. Allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

a) (m,, H,) € irriducibile

b) w & uno stato puro

E chiaro a questo punto I'importanza degli stati per lo studio di una C*-
algebra astrattamente definita: e lecito chiedersi, perd, se effettivamente
I'insieme degli stati sia sempre diverso dall’insieme vuoto. Fortunamente,
si riesce a mostrare che esistono sempre degli stati.

Concludiamo questa sezione enunciando un teorema che mette insieme tutti
i risultati finora ottenuti, e che rappresenta, a nostro avviso, uno dei cardini
della teoria delle C*-algebre.

Teorema (Gelfand-Naimark-Segal) Sia A una C*-algebra. Allora A é
isometricamente *-isomorfa ad una sottoalgebra degli operatori limitati su di
uno spazio di Hilbert.

Osservazione. Gli strumenti tecnici introdotti in questa sezione ricoprono
un ruolo centrale nella formulazione algebrica della meccanica quantistica,
avviata da Segal a meta degli anni quaranta. In tale approccio, un sistema
fisico ¢ descritto assiomaticamente da una C*-algebra A astratta la cui parte
autoaggiunta A., contiene gli osservabili del sistema in esame. Uno stato w
del sistema sara uno “stato” come definito precedentemente, ovvero un fun-
zionale lineare positivo su A: il numero reale w(a) dell’elemento autoaggiunto
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2.4. Stati e Costruzione GNS.

a ¢ interpretato come “il valore di aspettazione dell’osservabile a nello stato
w”. Si puo mostrare che ogni stato w induce una misura p,, sullo spettro
dell’elemento a: fisicamente, tale misura si interpreta come la distribuzione
di probabilita dei valori possibili per [’osservabile a quando il sistema si trova
nello stato w. La formulazione in termini di operatori sullo spazio di Hilbert
st ha passando alla rappresentazione GNS di A associata ad w: se w € uno
stato puro, la rappresentazione e irriducibile, e ad w € associato il vettore
Y, tale che valga la (2.4.22). Gli stati che sono non puri non si possono
realizzare come vettori dello spazio H,,, e corrispondono, nella formulazione
ordinaria, alle matrici densita. Nel caso in cui l'algebra A non sia sem-
plice, ¢ possibile che esistano rappresentaziont irriducibili non “fisicamente”
equivalentt tra dv loro: la scelta di una rappresentazione diventa allora una
questione fondamentale. Cio corrisponde, nella teorie quantistica dei campi,
alla scelta di uno stato di vuoto: diversi vuoti “etichettano” differenti sis-
temi fisici. Per una lucida introduzione all’utilizzo di metodi algebrici in
meccanica quantistica si rimanda a [Seg47 e [RR6Y].
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Capitolo 3

Spazi Noncommutativi

In questo capitolo riprenderemo quanto accennato nella
sezione 2.3.2 circa la possibilita di formulare anche la mec-
canica quantistica su di uno spazio delle fasi noncommutativo,
ottenuto come “deformazione” di quello classico. A tale proposito,
studieremo in dettaglio due spazi di importanza rilevante: il piano
ed il toro noncommutativo.

Nelle seguenti sezioni richiamiamo qualche nozione circa la descrizione di
sistemi classici e quantistici, cercando di evidenziare soprattutto le differenze
del formalismo matematico utilizzato nelle due descrizioni.

3.1 Lo Spazio delle Fasi della Meccanica Clas-
sica.

Sappiamo che la meccanica classica puo essere formulata geometricamente
come una teoria di campi vettoriali e forme differenziali su di una varieta
differenziabile, i cui osservabili sono descritti mediante funzioni ( reali) su
tale varieta. Nel quadro Hamiltoniano, la stato del sistema ¢ identificato con
un punto dello spazio delle fasi M, una varieta C'*° 2n- dimensionale munita
di una parentest di Poisson. Ricordiamo brevemente che una parentesi di
Poisson puo essere definita algebricamente come una mappa

{-,-}: C®(M)x C*(M) — C*(M) (3.1.1)
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3.1. Lo Spazio delle Fasi della Meccanica Classica.

con C'*(M) algebra delle funzioni a valori complessi infinitamente differen-
ziabili, e soddisfacente le seguenti proprieta

{af+8g,h} = off h}+HKg h}
{fg,nh} Ry hy+{f hig

Va,3 € C,Vf,g,h € C®°(M), ed in piu soddisfa I'identita di Jacobi

{5 9 hi+{{g hy, F3+{{h. f},97 =0 (3.1.2)

L’evoluzione temporale di un’osservabile f, che puo anche dipendere dal
tempo in maniera esplicita, ¢ stabilita dalla seguente relazione

G _of

o= ) (3.1.3)

dove H ¢ I’Hamiltoniana del sistema.
Osserviamo che la parentesi di Poisson di due funzioni f e g puo esprimersi
in un sistema di coordinate locali come!

{f.9}=A"0,f0;g (3.1.4)

dove A% sono le componenti di un campo bivettoriale antisimmetrico nella
base 0; @ 0;. Nel caso in cui si stia studiando la dinamica di particelle il
cui spazio delle posizioni sia una varieta Q n-dimensionale, allora lo spazio
delle fasi sara dato dal fibrato cotangente M = T*Q. E noto che tale varieta
possiede una struttura simplettica, cioe una 2-forma w chiusa e non degenere,
naturale, che pud esprimersi come w = > dg° A dp;, in un sistema di
coordinate locali tali che {¢‘,p;} = 5; Dato che la forma w € non degenere,
possiamo costruire la parentesi di Poisson ad essa associata, che in sistema
di coordinate canonico si esprime come

XY XY

U9 = 5o iy

(3.1.5)

'In generale & possibile definire una parentesi di Poisson su di una varietd mediante
un campo bivettoriale che soddisfa particolari proprieta, rendendo cosi tale struttura piu
debole di quella di varieta simplettica.
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3.2 Lo Spazio delle Fasi della Meccanica Quan-
tistica.

Il quadro concettuale prima delineato non sembra poter avere un’applicazione
nella descrizione dei sistemi fisici microscopici. Per un sistema quantistico,
infatti, la costruzione di uno spazio delle fasi che ha la struttura di varieta
di Poisson e ostacolata dall’impossibilita di misurare simultaneamente una
coppia qualsiasi di osservabili: non e possibile conoscere, in particolare, po-
sizione e momento di una particella. La teoria diventa cosi intrinsecamente
statistica, permettendo di conoscere soltanto probabilita di esiti di misure.
Cio forza ad utilizzare una formulazione matematica radicalmente differente,
almeno a prima vista: gli osservabili quantistici sono descritti da operatori
lineari autoaggiunti su di uno spazio di Hilbert I, e gli stati fisici del sis-
tema sono raggi di tale spazio. Il processo di quantizzazione avviene, almeno
nella formulazione standard o “canonica” della meccanica quantistica, medi-
ante il principio di corrispondenza del sistema classico associato: lo spazio
di Hilbert & H = L2 (Q, d"q), mentre valgono le seguenti regole
¢ -
0

J J &]z

con ¢' operatore moltiplicativo per l'i-esima variabile indipendente, e dove
(¢*, pj) sono un sistema di coordinate cartesiane? canoniche per R*". E agev-
ole verificare che, almeno formalmente, tali operatori soddisfano le regole di
commutazione canonica [§’, p;] = iﬁé;ﬂ, ed ¢ noto che tali regole conducono
direttamente alle diseguaglianze di Heisenberg. Osserviamo che il principio
di corrispondenza cosi illustrato altri non e che una realizzazione irriducibile
delle regole di commutazione canonica su di un particolare spazio di Hilbert,
ed e detta realizzazione nello spazio delle posizioni. Un celebre teorema dovu-
to a Von Neumann e, in un certo senso, a Weyl, mostra che tale realizzazione,
a meno di unitaria equivalenza, € unica, e che quindi la teoria puo essere for-
mulata senza porsi in una particolare rappresentazione®.

L’evoluzione temporale di un osservabile A sara data, nella rappresentazione

di Heisenberg, da

A =ih[H, A+ % (3.2.1)

2 importante notare che, a causa del teorema di Von Neumann, la richiesta che (¢*, p;)
siano un sistema di coordinate canoniche “rettangolari” e fondamentale.

3Tale teorema cessa di valere nel caso in cui il sistema abbia un numero non finito di
gradi di liberta.
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dove H e l'operatore associato all’hamiltoniana classica del sistema.

3.3 Mappa di Weyl e di Wigner.

Da quanto mostrato nelle precedenti sezioni, risulta chiaro che il processo di
quantizzazione canonica rompe la struttura formale della meccanica classica,
che invece puo essere formulata in maniera da mostrare i profondi legami
con la meccanica quantistica. In quest’ultima, il ruolo fondamentale & gio-
cato da un’algebra, quella degli osservabili, o meglio degli operatori definiti
sullo spazio di Hilbert. Nello spirito della dualita algebra-spazio del capitolo
precedente, e naturale a questo punto spostare I'attenzione dallo spazio delle
fasi al suo duale, I’algebra delle funzioni a valori complessi. Il legame tra
meccanica classica e quantistica e dato ora dalla mappa di Weyl, che assegna
ad osservabili classiche, funzioni sullo spazio delle fasi, osservabili quantis-
tiche, operatori sullo spazio di Hilbert. Per introdurre tale strumento tecnico,
utilizzeremo la forma esponenziata, o di Weyl, delle regole di commutazione
canoniche: e ben noto, infatti, che I'algebra generata dagli operatori di po-
sizione e momento canonicamente commutanti non puo essere rappresentata
come sottoalgebra degli operatori limitati su di uno spazio di Hilbert JF 4.
Cio comporta notevoli problemi circa i domini degli operatori e sulla loro
esplicita realizzazione. D’altro canto, i gruppi unitari ad un parametro reale
fortemente continui

UE) =€ V(n) = (3.3.1)

sono rappresentabili con operatori limitati e definiti su tutto H. Se lo spazio
delle fasi classico ¢ una varieta lineare simplettica, che noi supporremo essere
R2, si puo introdurre il seguente operatore unitario

W(E, ) = en(&tm) (3.3.2)
e si puo verificare che, posto z = (§,n), 2/ = (¢, 1)
W(Z + Z/) _ 6_%W(272/)W(2)W(2/) (333)

dove w ¢ la forma simplettica su R? data da w(z, ') = &' —né’. L'operatore
W dipendente da z viene chiamato sistema di Weyl ®: possiamo a questo

4Tale risultato prende il nome di teorema di Wintner.

5In generale, data una varieta simplettica lineare S, un sistema di Weyl & una rappre-
sentazione proiettiva unitaria fortemente continua del gruppo delle traslazioni che agisce
su S, in cui la fase e caratterizzata dalla forma simplettica.
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punto costruire la mappa di Weyl

F(a.p) = Q(6.5) = / aedn (&, MW (E.n) (3.3.4)

dove f (&,7) ¢ la trasformata di Fourier di f in R? con la misura di Lebesgue,
e I'integrale operatoriale ¢ inteso in senso debole®. Un primo risultato inter-
essante e che a funzioni reali la mappa di Weyl associa, almeno formalmente,
operatori autoaggiunti: inoltre, nella definizione da noi proposta e implicito
gli operatori assegnati sono ordinati simmetricamente, o secondo Weyl. Altri
tipi di ordinamento, come quello di Wick, sono possibili se si inserisce nel-
I'integrale una sorta di peso g(£,7n): nel caso di ordinamento simmetrico, o
di Weyl, la funzione g(&,n) vale 1.

La mappa di Weyl ha un inversa, detta mappa di Wigner, che gioca il ruolo di
“dequantizzare” il sistema, associando ad un operatore quantistico quello che
viene chiamato simbolo, un funzione sullo spazio delle fasi. Piu precisamente,
la mappa di Wigner ¢ definita come

F = (6 m) = 5= TH(FWH (€, ) (335)

Ovviamente, la possibilita di applicazione di tali mappe dipende dalle carat-
teristiche delle funzioni e degli operatori in esame: si pu0d mostrare, pero,
che la mappa di Weyl, e la sua inversa, costituiscono, in generale, un iso-
morfismo tra L2 (RQ", dQ”x) e la classe degli operatori di Hilbert-Schmidt su

L% (R, d"r). E interessante notare che tale procedura di quantizzazione e
fortemente geometrica, in quanto nella definizione stessa di sistema, e quindi
di mappa di Weyl sono contenute le informazioni sulla struttura simplettica
dello spazio delle fasi classico.

L’analogia tra meccanica classica e meccanica quantistica non e, pero, an-
cora completa. Cio e dovuto al fatto che le applicazioni prima definite non
sono omomorfismi tra ’algebra delle funzioni sullo spazio delle fasi classico
e l'algebra degli operatori su J: il simbolo del prodotto di due funzioni non
corrisponde infatti al prodotto dei due simboli. Per ovviare a questo proble-
ma, nella prossima sezione introdurremo un nuovo prodotto tra gli osservabili
classici, e mostremo in che modo tale prodotto dipenda dalla lunghezza di
Planck #.

6Cid vuol dire che I’operatore Q ¢ ¢ tale che

(0,0 6) = / dedn F& ) W(En)d), Vi, € I
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3.4. Quantizzazione di Moyal e Deformazioni.

3.4 Quantizzazione di Moyal e Deformazioni.

Come sottolineato in precedenza, lo spazio delle fasi della meccanica classica
ha la peculiarita di essere un varieta di Poisson, la cui parentesi stabilisce
I’evoluzione dinamica degli osservabili, una volta assegnata I’Hamiltoniana
del sistema. E chiaro, inoltre, per quanto osservato alla fine della precedente
sezione, che la mappa di Weyl non associa alla parentesi di Poisson di due
osservabili classici il commutatore dei rispettivi osservabili quantistici. Me-
diante la mappa di Wigner, comunque, possiamo sapere quale espressione di
due funzioni classiche f e g la mappa di Weyl associa al commutatore di due
operatori. Si ottiene cosi, con una notazione un po semplificata, e nel caso
di due variabili

meﬁﬂ@mzijﬁﬂ [Ga - Gay (34)

n=1

che al primo ordine in # coincide con l'ordinaria parentesi di Poisson”( Le
frecce indicano il membro a cui va applicata I'operatore di derivazione). L’e-
spressione precedente puo essere espressa in maniera intrinseca nella seguente

maniera
B 00 g 2k -
ra =3 () %) (3.4.2)

n=1
dove AF(f,g) = AP AR NIk, ) i £0)15,..5,9, CON iy, i = ¢, D,
l=1,2,...,kedove A ¢ il bivettore antisimmetrico che definisce la struttura
di Poisson. L’espressione precedente e chiamata comunemente parentesi di
Moyal: & naturale chiedersi, a questo punto, se esista un nuovo prodotto (
associativo) nell’algebra delle funzioni sullo spazio delle fasi classico in modo
che

fogl=Ffxg—g*f (3.4.3)
Nel nostro caso tale prodotto, chiamato comunemente x-product, puo essere
definito come

frg=Q(Q(f)g)) (3.4.4)

e, utilizzando la forma esplicita della mappa di Weyl, si puo mostrare che

frg= e £ g, . (3.4.5)

"Notiamo che tale espressione ¢ ovviamente formale, in quanto non abbiamo stabilito
alcun criterio topologico per la convergenza della serie nella definizione, né tantomeno il
suo dominio funzionale di applicabilita.
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3.4. Quantizzazione di Moyal e Deformazioni.

dove u corrisponde ad un punto nello spazio delle fasi. Come ci si aspettava,
al primo ordine in 7 lo x-product coincide con il prodotto usuale.

A questo punto e chiaro che gli effetti quantistici si manifestano nella non
commutativita del prodotto degli osservabili classici in maniera tale da resti-
tuire la struttura geometrica commutativa della teoria per A — 0.

Tale approccio alla meccanica quantistica si inquadra in un filone di pen-
siero fisico-matematico sviluppatosi negli anni settanta ad opera di Flato
ed altri [BFF*78], che si basa sul concetto di deformazione. Ogni teoria
fisica e caratterizzata, oltre che da una struttura formale matematica, da
parametri fondamentali ( la velocita della luce, la lunghezza di Planck, etc.)
che usualmente determinano la “scala” e il dominio di applicabilita della
teoria stessa. Esperimenti che contraddicono in qualche maniera la teoria in-
trodurrano nuovi parametri e nuove strutture che deformano quelle iniziali:
per valori limite di tali parametri ( usualmente 0 o o) richiediamo che sia
restituita la teoria originale. Il problema consiste, pero, nel capire quali
strutture debbano essere preservate dalla deformazione, o, in un linguaggio
piu matematico, in quale categoria cercare la deformazione. Seguendo questo
nuovo punto di vista, diremo che la meccanica quantistica e una deformazione
della meccanica classica nella categoria delle varieta di Poisson estesa al caso
non commutativo. L’idea intuitiva che la meccanica classica sia il limite per
h — 0 della meccanica quantistica viene formulata in maniera strutturale e
matematicamente precisa in questo nuovo quadro. Vogliamo osservare in-
oltre che la quantizzazione per deformazione, come viene spesso chiamata,
non e una mera riscrittura della meccanica quantistica operatoriale, bensi si
mostra come una formulazione autonoma della fisica dei sistemi microscop-
ici: una generica varietad di Poisson a connessione non piatta 8, che appare
nella trattazione dei sistemi vincolati, non puo essere infatti quantizzata nel-
la maniera che abbiamo qui proposto, data 'impossibilita, in generale, di
dare senso ai sistemi di Weyl. Cio significa che 'algebra delle funzioni su di
una varieta di Poisson, deformata da un generico x-product, non potra essere
sempre rappresentata in maniera soddisfacente in termini di operatori, ingre-
diente indispensabile sia per una formulazione “ordinaria” della meccanica
quantistica, sia per lo studio di tali oggetti con i metodi della Geometria
Noncommutativa nell’approccio alla Connes.

8Risultati in questa direzione sono stati ottenuti abbastanza recentemente da Kont-
sevich, che ha proposto un metodo per costruire x-product per una varieta di Poisson
generica
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3.5. Il Piano Noncommutativo.

Questa breve introduzione ai metodi della quantizzazione per deformazione ci
ha permesso di acquisire alcune idee fondamentali circa lo studio degli spazi
noncommutativi. Nelle seguenti sezioni analizzeremo in dettaglio il piano ed
il toro noncommutativo, e mostreremo inoltre qualche caso di interesse fisico
in cui tali oggetti appaiono naturalmente.

3.5 1l Piano Noncommutativo.

Si consideri la *-algebra A’ su C generata dagli elementi #° autoaggiunti tali
che?

(3,29, = 071

1, = 0 i,j=1,2

con [#', 7], = &* x 7 — 37 * ', e dove 6" & una matrice antisimmetrica, che
nel nostro caso possiamo porre come

( o ) (3.5.1)

con 6 > 0. Ogni elemento dell’algebra si potra esprimere, per definizione,
come una serie formale di potenze in &' e £? a coefficienti complessi: pitt
precisamente, se indichiamo le relazioni di commutazione con Ry e 'anello
delle combinazioni formali di potenze a coefficienti complessi con Cl[[z!, 2]
abbiamo che

Ag ~ C[[z*, 2%]] /Ry (3.5.2)

Chiameremo, a questo punto, piano non commutativo R3 la *-algebra A.

E possibile costruire in maniera abbastanza agevole una rappresentazione
(formale) di Ay, su di uno spazio di Hilbert separabile H. Introduciamo a
questo proposito i seguenti elementi

N1 a2 N1 a2
0 = ﬂ’ gt — W (3.5.3)
V20 V20

che verificano per costruzione

[a,a"] =1 (3.5.4)

9Tali elementi vengono spesso chiamati “coordinate non commutanti”, anche se il
termine ¢ alquanto improprio.
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3.5. Il Piano Noncommutativo.

Sappiamo che tale algebra di Lie ammette una rappresentazione irriducibile
su di uno spazio di Hilbert separabile 3, richiedendo che a' sia I’aggiunto
formale di @ e che 'operatore numero N = a'a abbia almeno un autovettore
|n) di autovalore n > 0. Sotto tali ipotesi si pud mostrare che lo spettro
(puntuale) di N ¢ N, ed ¢ quindi non degenere, e che esiste I’autovettore |0) di
autovalore 0 tale che a|0) = 0. Si puo scegliere, inoltre, una rappresentazione
di Fock di H con base ortonormale gli autovettori [n) di N con autovalore
n: in tale rappresentazione gli operatori a e a' agiscono come operatori di
creazione e distruzione rispettivamente, e cioe

aln) = vnln — 1), afln) =vVn+1jn+1), pern>1 (3.5.5)

Una delle caratteristiche del piano commutativo e quella di essere un’orbita
del gruppo delle traslazioni bidimensionali 72 ~ R? : ¢ facile vedere che tale
azione per omeomorfismi sul piano viene tradotta algebricamente in un azione
di T2 per *-automorfismi sull’algebra delle funzioni continue ( che vanno a
zero all’infinito) sul piano. Sia infatti

¢:g € T> — ¢, € Hom (R?) (3.5.6)

dove con Hom(R?) indichiamo gli omeomorfismi di R?. L’azione canonica di
T2 su Cy (R?) sara data semplicemente da

b:geT? — qgg € Aut (Cp (R?)) (3.5.7)
dove <;~59 e definita come segue

Oo(f)(@) = [(94()) (3.5.8)

Vg € T2Vf € Cy(R?),Vo € R% Si mostra agevolmente, inoltre, che qu
preserva la struttura lineare e I'involuzione dell’algebra delle funzioni contin-
ue, e che ¢ invertibile Vg € T2. E ragionevole, a questo punto, caratterizzare
il piano non commutativo con un’azione delle traslazioni per automorfismi
sulla sua “algebra delle funzioni continue”. Si potrebbe pensare, un po eu-
risticamente, di assegnare ad ogni traslazione bidimensionale una rispettiva
traslazione delle “coordinate non commutanti” #%: & immediato verificare
che tale trasformazione non preserva la struttura lineare dell’algebra, e tan-
tomeno e un’automorfismo. La nostra costruzione del piano non commu-
tativo, percio, non si presta bene ad un tale tipo di analisi, fermo restante
il fatto che essa e probabilmente la piu idonea per le applicazioni alla fisi-
ca, in particolare alla meccanica quantistica. Tale risultato, in verita, non
deve sorprenderci: il piano noncommutativo da noi proposto, infatti, € mera-
mente algebrico, e, per cosi dire, non contiene informazioni topologiche. Non
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3.5. Il Piano Noncommutativo.

abbiamo infatti introdotto una norma, che, per quanto appreso nel primo
capitolo, e un’ingrediente fondamentale per la Geometria Noncommutativa
nella formulazione di Connes, ed inoltre 1'utilizzo di coordinate e in un certo
senso un retaggio della geometria puntuale. Desideriamo, per questi motivi,
mostrare un approccio diverso, che fa utilizzo delle tecniche di deformazione
discusse nelle precedenti sezioni, permettendo di superare, in una qualche
maniera, le difficolta sopra esposte.

Sia 8. (R?) I'insieme delle funzioni f(x) a valori complessi tali che

ﬁaawf(x)

sup
zeR?2

(e}
Ty

Tali funzioni vengono chiamate a decrescenza rapida: € noto che la trasforma-
ta di Fourier bidimensionale agisce su 8., (R?) come uno *-automorfismo. Og-
ni funzione a decrescenza rapida potra essere espressa, quindi, nella seguente
forma integrale

flz) = / Ak f(k)e™r (3.5.10)

L’esistenza della trasformata di Fourier per ogni f(x) che appartiene ad
8 (R?) ci garantisce che la mappa di Weyl & ben definita su tale spazio
lineare. Per comodita di esposizione, e per altri motivi che saranno chiari
in seguito, introduciamo brevemente la definizione di quantizzatore ed al-
cune sue proprieta. Data una varieta simplettica X, una misura g su X
ed uno spazio di Hilbert I, chiameremo quantizzatore di Moyal una mappa
A:X — B(H) che soddisfa le seguenti proprieta

TrA(z) =1
TrA(x)A(y) = 6(x —y), Vr,ye X (3.5.11)

dove le uguaglianze vanno intese in senso distribuzionale. A questo punto si
puo definire come quantizzazione la mappa

fla) = [ o) F@)Aw) = 2 (35.12)

dove f(z) & una funzione definita su X che gode di proprieta di regolarita
tali che I'espressione precedente abbia senso. Analogamente si puo definire
come dequantizzazione la mappa

A — TrAA(z) = Q7Y (A)(2) (3.5.13)

dove la scelta della notazione indica che le due mappe sono una l'inverso
dell’altra, come si puo provare utilizzando le proprieta del quantizzatore. Nel

38



3.5. Il Piano Noncommutativo.

caso in cui X sia l'orbita di un gruppo di Lie G, p sia una misura invariante,
e H sia sede di una rappresentazione unitaria proiettiva U(g) del gruppo,
diremo che il quantizzatore e equivariante per 'azione di G se

U(9)A(x)Ul(g) = A(g-z), YreX, Vgeg (3.5.14)

dove con g -x abbiamo indicato 'azione di G su X. Nel nostro caso abbiamo
che X =R? con la forma simplettica canonica, p & la misura di Lebesgue d?z,
e H=L?(R,dz). Definendo I'operatore autoaggiunto

~ d2k i ':L'i —3 .:i.i
Ax) = /W etkirt g ik (3.5.15)

dove #' sono una rappresentazione su H dell’algebra di Lie [2%, 27] =101, la
mappa di Weyl pud esprimersi come!”

Q(f) = /d%; f(@)A(z) (3.5.16)

Possiamo scrivere I’azione esplicita dell’operatore A(z) nella rappresentazione

di Schroedinger associata alle regole di commutazione canoniche. Si ha infatti
che!?

QR ot kae?) i3 kad?
A(l‘l,fL‘Q)f(q) — /(27T)2 e (k1 +kox )ez(kla: +koZ )f(q)

2
d°k . 1 9\ s3 a1l 1 29 Ky ko
:/ e i(krxt+kox )ezklm elkgx f(q>ez 5

(2m)?
2
= [ et e g 4 g
m
= /% e—ik2x2f(q + k2) /%eikl(q_$1+%)
n s
1 i$2 —:L‘l
:%62 (q )f(2l,1_q)

dove abbiamo usato la formula di Baker-Hausdorff-Campbell per separare 1’e-
sponenziale di operatori, la rappresentazione integrale della distribuzione di
Dirac, e il fatto che in rappresentazione di Schroedinger #! agisce moltiplica-
tivamente, e che 22 ¢ il generatore delle traslazioni nella variabile ¢. Si pud

10Nel riscrivere tale espressione abbiamo usato che esiste sempre 1'antitrasformata di
Fourier per funzioni di 8., (R?).
L Abbiamo incorporato il fattore 6 in &' e £2.
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provare, a questo punto, che I'operatore sopra definito gode delle proprieta
del quantizzatore, e inoltre che verifica per costruzione stessa

W) A@)WHv) = Az +v), VreX, YoeT? (3.5.17)

dove W (v) & un sistema di Weyl, che, come abbiamo accennato nelle prece-
denti sezioni, rappresenta unitariamente e proiettivamente le traslazioni bidi-
mensionali su H. Nel linguaggio appena introdotto, diremo che A(:zc)12 € un
quantizzatore equivariante per I'azione di T2 su X. La strategia consiste, a
questo punto, nell’utilizzare la mappa di Weyl e la forma esplicita del quan-
tizzatore per introdurre un nuovo prodotto su 8., (R?) espresso mediante una

formula integrale, ottenuto dal prodotto di operatori. Richiedendo infatti
che

Q(N)QUg) = AU f *g) (3.5.18)

e calcolando esplicitamente il primo membro si ha che

(fxg)(z // & ko, = f(k)g(K — ke — 507 kikj gikia* (3.5.19)

Vogliamo soffermarci un’attimo sull’espressione precedente. Notiamo che il
prodotto * e rappresentato in forma chiusa e che, per §—0, si ha l'anti-
trasformata di un prodotto di convoluzione fra le trasformate di Fourier di
f e g, e quindi 'usuale prodotto puntuale tra f(z) e g(z). Inoltre esso non
solo & associativo, ma ¢ anche interno ad 8., (R?), ed ¢ compatibile con la
coniugazione di funzioni'3: in altre parole, la coppia Ay = (8 (R?),*) & una
*_algebra non unitale. Su Ay, pero, ¢ possibile costruire un’azione del gruppo
delle traslazioni bidimensionali mediante *-automorfismi: ricordando che la
mappa di Wigner inverte la mappa di Weyl si ha

g f(@)=(G- f)x) = TW (9)QUNHW T (9)A(x) (3.5.20)

Vg € T2, Vf € Ay, Vo € X. Utilizzando la ciclicita della traccia, I’autog-
giuntezza di A(x) e la sua equivarianza rispetto a T2, si ottiene che

(- F)(x) = flg-x) (3.5.21)

L’azione cosi costruita e l'azione canonica sull’algebra delle funzioni definite
su uno spazio omogeneo. In questo caso, pero, viene preservata non solo la

12Tale quantizzatore & noto in letteratura come quantizzatore di Weyl-Stratonovich.
13Per provarlo basti ricordare che f(k) = f(—k).
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struttura di spazio vettoriale di Ay, ma anche il prodotto algebrico. Infatti,
usando la definizione stessa del prodotto deformato si ha

(G- (f xh)(x) = TerW (9)Qf x )W T(g)A(x)

= TrW (9)Q£)QU)WT(g)A(x)

= TeW (9)Q )W (g)W (9)Qh)W T (g)A(x)
=(g-f*xg-h)(x)

Vf h € Ag,Vg € T2 Vx € X. Resta ora da mostrare come inserire in questo
contesto le informazioni topologiche su Ay, e soprattutto come recuperare
alcuni osservabili quantistici quali operatori posizione ed impulso. E chiaro,
infatti, che usando tale formalismo non si possono “quantizzare” le funzioni
coordinate su X, in quanto quest’ultime non appartengono sicuramente ad
8 (R?). A questo proposito, & interessante notare che il prodotto x pud essere
esteso ad una classe piu vasta di funzioni mediante I'introduzione del duale di
8 (R?), lo spazio delle distribuzioni temperate 8/_(R?). Piu precisamente,
VT € 8 (R?), e Vf, g € 8(R?), si puo definire una nuova distribuzione
temperata come

(T'x f,9) =T, f*g) (3.5.22)
e anche

(f*T,9)=(T.g*f) (3.5.23)

dove (-,-) indica la valutazione su di una particolare funzione. A questo punto
si possono introdurre due spazi

Ml ={Te8_ :Txfec8, Vfec8s}
MG ={Tec8 :f+xT €8, VfE€ S8y}

e la loro intersezione MY = MY N M5,. E possibile estendere il prodotto
deformato ad MY, che viene chiamata algebra di Moyal: dato che ad ogni
elemento di 8., si puo associare una distribuzione temperata regolare, si ha
I'inclusione canonica Ay C M. 11 nostro interesse per tale algebra ¢ che essa
contiene le funzioni coordinate, le costanti, la distribuzione di Dirac e altre
funzioni che hanno rilevanza per la fisica, quali ad esempio le onde piane e
La mappa di Weyl rispetta il prodotto su M?, permettendo cosi di riottenere
le regole di commutazione tra posizione e momento in termini di operatori
non limitati su £? (R) nella rappresentazione di Schroedinger.

La studio della “topologia” di Ay ¢ un po piu delicato e qui accenneremo solo
brevemente qualche risultato. La *-algebra Ay, infatti, non ¢ una C*-algebra,
ma una algebra di Frechet: cio e dovuto al fatto che abbiamo definito il
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prodotto deformato su S, utilizzando cosi la struttura differenziabile del pi-
ano commutativo. Bisogna cercare una C*-algebra, possibilmente unitale per
I’applicazione alla meccanica quantistica, in cui Ay sia immersa in maniera
iniettiva: M? non fa al caso nostro, in quanto non ¢ una C*-algebra!®. Se si
considera la seguente *-algebra

Ag={T €8 :TxgeL*R?, Vg € L*(R*)} (3.5.24)
munita della norma operatoriale
T
IT|op = sup {% Lg£0¢€ LQ(RQ)} (3.5.25)

si dimostra che la coppia (Ay, ||||op) € una C*-algebra unitale realizzata in
termini di operatori su L*(R?): per lo stesso motivo di cui sopra, Ag ¢ in-
clusa anche in Ay, ma non densamente. Per ulteriori dettagli si rimanda
a [GGBIT04]. Prima di passare ad un’applicazione alla fisica di una parti-
cella carica posta in presenza di un campo magnetico, vogliamo concludere
questa sezione accennando che e possibile formalizzare in maniera precisa e
rigorosa il limite per 6—0, facendo utilizzo di campi continui di C*-algebre,
ed inquadrando il piano di Moyal qui proposto in quelle che alcuni autori
chiamano strette deformazioni. A tale proposito, rimandiamo il lettore a
[Rie89].

Osservazione'®. Quando abbiamo introdotto il quantizzatore di Weyl, ab-
biamo richiesto che le relazioni (3.5.11) fossero verificate “in senso dis-
tribuzionale”. Infatti, in generale, gli operatori di quantizzazione non sono
di classe traccia, a differenza di quanto si legge talvolta in letteratura . A
riprova di ci6 proponiamo il sequente esempio. St consideri il caso in cui
X = TR ~ R2: [l'azione del quantizzatore per X sullo spazio di Hilbert
H=L2(R) ¢ data esplicitamente da [GBVFO0):

(Al@.p)f) (2) = 2677079 f(2g — )

per qualsiast f € H. Ora, utilizzando ’equivarianza del quantizzatore col
sistema di Weyl che rappresenta unitariamente R? su H, cioé la relazione
(3.5.17), ed una nota proprieta degli operatori di classe traccia si ha che

Tr(A(2)) = THW () A(2)W(w)) = Tr{(A(z + u)) (3.5.26)

14Ge My fosse una C*-algebra, sarebbe possibile rappresentare con operatori limitati le
regole di commutazione canoniche.

5Tale osservazione ¢ frutto di una comunicazione privata con J.C. Varilly, che
ringraziamo caldamente.
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Vz € X,Vu € R2. E chiaro che la traccia del quantizzatore non pud dipen-
dere da z=(q,p), quindi la si pud calcolare per il quantizzatore valutato in un
qualsiasi punto di X. Si consideri allora A(O, 0), che e proporzionale all’op-
eratore di riflessione f(x) — f(—z). Ora, se si sceglie una base ortonormale
di H costituita da funzioni di Hermite H,(x), che hanno la proprieta che
H,(z) = (=1)"H,(—x), si ha che il calcolo della traccia in tale base é

Tr(A(0,0)) = > (H,, A(0,0)H,,)

=23 (-1

La serie alternata al secondo membro non e certamente convergente. Tut-
tavia, da un punto di vista pratico le tracce distribuzionali si possono calcolare
sostituendo alla convergenza ordinaria la convergenga nel senso di Cesaro*S:
utilizzando tale accorgimento si puo mostrare che la serie alternata converge

a %, e quindi che la traccia del quantizzatore e 1.

3.6 Campi Magnetici e Geometria Noncom-
mutativa.

In questa sezione ci riproniamo di mostrare come il piano non commuta-
tivo emerga in maniera naturale nella descrizione di un sistema quantisti-
co relativamente semplice. Si consideri una particella di carica e di massa
m sottoposta ad un campo elettromagnetico costante di potenziale vettore
A(q) e potenziale scalare ¢(q). Tale sistema puo essere descritto mediante
la seguente lagrangiana

Lla,v)=5v-v - (v-Ala) - (a) (36.1)

C

con (qg,v) un sistema di coordinate globali su TR3. Introducendo il momento
coniugato

oL e

dove si e un po fatto abuso di notazione, e indicando con 7r il momento
cinetico, abbiamo che ’hamiltoniana del sistema e

W= pi —L= (m)* (3.6.3)

2m

6Una serie N » On © detta convergere “nel senso di Cesaro” se esiste il limite lim,, S,
/ cee
dove S, = M e S, = Z?ai-
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3.6. Campi Magnetici e Geometria Noncommutativa.

Osserviamo che in presenza di campo elettromagnetico il momento cinetico ed
il momento coniugato di una particella carica non coincidono, ed inoltre che
solo il momento cinetico e fisicamente rilevante, in quanto gauge invariante.
Quantizzando il sistema canonicamente, si ha che il commutatore formale tra
gli operatori corrispondenti alle componenti del momento cinetico ¢

N " “ € " €
(73, 5] = [pi + EAi,pj + EAj]
,eﬁ@flj eﬁ@fll

=—t—— t1——=—
c O¢ c O¢

.eh
= i—¢€ji By,
c

dove i,j,k = 1,2, 3. Si ha cosi che il sistema non solo non puo essere descritto
in termini di spazio delle fasi classico, ma anche che lo spazio dei momenti
perde di significato. Se scegliamo ’asse z nella direzione del campo magnetico
di modulo B, abbiamo

[7'('2‘, 7Tj] = ZQUH
7, 73] = 0
con ij=12, e 0;; = %Beﬁ: 1 momenti cinetict nella direzione x ey “vivono”

in un piano noncommutativo. Se operiamo la seguente scelta di gauge in
presenza di campo magnetico costante

A(q) = (—?y, ?a:,o) (3.6.4)

possiamo esprimere l'operatore hamiltoniano spaziale come

i 1 R eB | 2+ R +eBA 2 . 1

= — e — —X —Z
2m 20y Py 2c 2mp
:]:I1+H2

Poiche []:I 1,[%] = 0 ci concentremo solo su H 1, che a questo punto assumiamo
descrivere la fisica di un elettrone non relativistico vincolato sul piano zy in
presenza di campo magnetico ortogonale al piano stesso.

Lo spettro di H si puo ottenere formalmente in maniera puramente algebrica.
Introduciamo a tale proposito i seguenti operatori

~
~

o ) QA
b1:p$+§y7 by = py —

no| D

i (3.6.5)
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3.6. Campi Magnetici e Geometria Noncommutativa.

B . R R
dove ) = e . E facile verificare che b; e b, soddisfano
c

[b1,bo] = iHQT (3.6.6)
Costruiamo a questo punto le seguenti combinazioni lineari
. 1 - 1
A= frp —if), Al =
Voo ) 20h

. 1 L X 1 L
F:\/ﬁ(bl+lb2>’ FTzi(blﬁ»Zbg)

Per costruzione essi verificano

(7 + i)

[A AT = [F.FT] =1 (3.6.7)
e che 50
SN (VPO
= o (AA +A A) (3.6.8)

E immediato riconoscere che ﬁl ¢ I'’hamiltoniano di un oscillatore armonico
quantistico di frequenza w,. = fn—Bc, che corrisponde alla frequenza di ciclotrone
del moto dell’elettrone classico in un campo magnetico. Di conseguenza lo
spettro puntuale di H, sara dato da

1

con spaziatura dei livelli costante

hw,

AE, =
2

(3.6.9)

Tali livelli prendono il nome di livelli di Landau. E noto che tali livelli sono
infinitamente degeneri: la prova usuale e data risolvendo il problema nella
rappresentazione di Schroedinger, e mostrando che lo spettro non dipende
da una componente del momento coniugato. Tale caratteristica, come ovvio,
si ritrova nell’approccio algebrico qui proposto. Si pué mostrare [EMS04],
infatti, che gli operatori FeFt prima introdotti verificano

[F,H,] = [F',H] =0 (3.6.10)

Cio implica che essi lasciano invariati gli autospazi H,, corrispondenti agli au-
tovalori di Hj, che saranno quindi sede di una rappresentazione irriducibile
delle regole di commutazione [ﬁ’ , F ] = I. Per il teorema di Wintner, quindi,
H,, € necessariamente infinito dimensionale.
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3.6. Campi Magnetici e Geometria Noncommutativa.

Un caso interessante in cui si manifesta la noncommutativita dello spazio
delle coordinate si ha quando l'intensita del campo magnetico B ¢ molto el-
evata. Se B > m, si ha che la lagrangiana dell’elettrone sul piano diventa,
quando valutata sui moti effettivi,

Lo=———uj (3.6.11)

dove si e fatto uso della gauge di Landau A = (0, Bz). La lagrangiana
ridotta e della forma pq, e quindi la coppia (—%x, y) costituisce un sistema
di coordinate canoniche, con

[2,9] = —i— (3.6.12)

dopo aver quantizzato canonicamente il sistema. Lo stesso risultato puo es-
sere ottenuto nel formalismo hamiltoniano, notando che la condizione sull’in-
tensita del campo magnetico introduce il vincolo 7 = 0. Poiche le parentesi
di Poisson tra le componenti di 7w sono diverse da zero, per procedere nel
formalismo canonico dobbiamo introdurre le parentesi di Dirac, che restitu-
iscono le regole di commutazione precedenti dopo quantizzazione. Abbiamo
ottenuto cosi che la presenza di un inteso campo magnetico riduce la di-
namica del sistema ad una sottovarieta bidimensionale dello spazio delle fasi
quadridimensionale che coincide con lo spazio delle configurazioni, non piu
commutativo alle scale quantistiche. Osserviamo, a questo punto, che la
spaziatura dei livelli di Landau dipende dal rapporto % Nel regime in cui
B > m, i vari livelli sono fortamente separati, ed in particolare lo stato di
minima energia si puo ritenere disaccoppiato dagli altri: cio porta alla con-
clusione che la noncommutativita dello spazio delle posizioni e presente nei
sistemi vincolati al livello di Landau piu basso.

Consideriamo ora il caso in cui I’elettrone non sia libero, ma sottoposto ad un
potenziale esterno V' (z, y) periodico, cioe tale che V(z+a,y) = V(z,y+b) =
V(z,y), dove (a,b) definisce un reticolo bidimensionale sul piano z—y. Si
possono definire, a questo punto, le traslazioni magnetiche, che, nella gauge
di Landau, sono generati da

0

c c ox

~ N a
Ty =py + EAy + ZB:C = —zﬁa—y + ZBJ: (3.6.13)
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3.6. Campi Magnetici e Geometria Noncommutativa.

dove le eguaglianze ai secondi membri indicano la realizzazione sullo spazio
delle funzioni a quadrato integrabile sul piano. E immediato mostrare che
tali operatori commutano con gli operatori associati ai momenti cinetici 7;
precedentemente definiti, e quindi commutano con I’hamiltoniano libero. La
particolare forma delle equazioni (3.6.13) & dovuta al fatto che, in presenza di
un campo magnetico esterno B, I’hamiltoniano H ¢ invariante soltanto sotto
un’opportuna combinazione di traslazioni dello spazio fisico e trasformazioni
di gauge. Essendo il potenziale V' (z,y) periodico, si ha che le simmetrie
traslazionali del sistema sono le sole traslazioni lungo il reticolo elementare
(a,b) finite, cioe

Sa = e[%aﬂx]
S, = elibm] (3.6.14)
che verificano

[S,, H] = [Sy, H] = 0.

Indicato con @ = (ay,as) il generico vettore di traslazione, si puo mostrare
che Poperatore di traslazione magnetica ¢ realizzato su L?(R?) come

(T(@)y)(7) = el Pu= 3Dy (7 + @) (3.6.15)
Utilizzando tale realizzazione si mostra che

T(@)T(b) = e~FB™0) (G + 1) (3.6.16)

T(@)T(b) = T(b)T(@)el =B axt) (3.6.17)

L’equazione (3.6.16) mostra che attraverso gli operatori di traslazione mag-
netica il gruppo delle traslazioni e rappresentato proiettivamente sullo spazio
di Hilbert delle funzioni d’onda. L’equazione (3.6.17) mostra che la real-
izzazione € comunque non commutativa: ’argomento dell’esponenziale puo

L . (@b SN s e . -
essere riscritto come —4m%, dove ®(d, b) ¢ il flusso di B attraverso il tri-

angolo orientato limitato da a, l;, e —(d’+g), mentre &, = e—ﬁc e detto flussone
elementare. Nel caso del reticolo rettangolare (a,b), utilizzando ’equazione
(3.6.17) si ha che

T(az)T (b)) = T(b§)T(ai)e ™ (3.6.18)
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3.7. Il Toro Noncommutativo.

dove z, § sono rispettivamente i versori della direzione x e y, mentre & = Bab
e il flusso magnetico totale che attraversa la cella elementare. Affinché i due
operatori precedenti commutino si deve avere che ® e un multiplo intero del
flussone elementare ®,. Alle stesse considerazioni si giunge imponendo con-
dizioni periodiche alle autofunzioni simultanee dell’hamiltoniano e degli oper-
atori di traslazione. E facile mostrare, infatti, che la variazione totale in fase
della funzione lungo la frontiera della cella elementare e proprio eXp(Zm'q;%):
la richiesta di monodromia della funzione d’onda impone, quindi, che il rap-
porto all’argomento dell’esponenziale precedente sia un intero.

Risulta chiaro dalla precedente analisi che la presenza di un campo magnetico
“deforma” lo spazio fisico e le sue simmetrie creando “celle elementari”, at-
traverso le quali il flusso magnetico non puo essere arbitrario. Per un’analisi
approfondita di tale effetto si veda [CMMN93].

3.7 Il Toro Noncommutativo.

Il toro noncommutativo sorge in molte situazioni di interesse matematico
e fisico, ed e probabilmente la varieta differenziabile noncommutativa del-
la quale meglio si conoscono le caratteristiche, tale da essere considerato
“Toscillatore armonico” della Geometria Noncommutativa.!'” Analogamente
a quanto fatto per il piano, ne daremo qui una trattazione relativamente
dettagliata, analizzando, dapprima la deformazione del toro commutativo, e
rimandando a [Rie90] per ulteriori dettagli. Esiste, inoltre, una caratteriz-
zazione che esalta maggiormente il legame con le rotazioni rigide di un angolo
0 su di un cerchio: a tale proposito si veda [Rie81].

Indichiamo con T? ~ S x S il toro bidimensionale infinitamente differenzia-
bile, e con C'* (TQ) I'usuale algebra delle funzioni infinitamente differenziabili
a valori complessi definite su T2. Come abbiamo imparato all’inizio di questo
capitolo, una parentesi di Poisson costante su T? sara caratterizzata da una
matrice antisimmetrica reale 2 x 2, e quindi dall’'usuale parametro reale pos-
itivo #. Come nel caso del piano cerchiamo un nuovo prodotto su C* (TQ)
tale che al primo ordine in 6 la parentesi di Moyal coincida con la parentesi di
Poisson. A tale proposito, utilizziamo la proprieta della trasformata di Fouri-
er di assegnare ad un elemento di C* (Tz) un elemento di 8, (Z?), funzioni
di Schwartz su Z? a valori complessi'®. Consideriamo infatti I’espressione

flp) = /T2 e 2P f (1) dx (3.7.1)

ITF Lizzi, comunicazione privata.
®Ricordiamo che 8o (Z?) = {ars € C: sup, sz (1 + 7% 4 s?)F|a,s|*> <00 Vk € N}.
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3.7. Il Toro Noncommutativo.

con x = (x1, ) sistema di coordinate sul toro. E facile mostrare, utilizzando
che dz & una misura invariante sotto ’azione di T? e le condizioni di peri-
odicita di f(z), che p € Z2. E noto, inoltre, che la trasformata di Fourier
converte il prodotto puntuale tra funzioni nel prodotto di convoluzione, cioe

ov(p) = dla)d(p—q) (3.7.2)

L’idea guida e quella di deformare opportunamente questo prodotto, e di
trasportarlo poi su C*™ (TQ) con un’antitrasformata di Fourier. Introduciamo
quindi il seguente prodotto su 8. (Z?)

Sx () =D dq)d(p — q)e TP (3.7.3)

dove v(p,q) = Y 0ipiqj, con p,q € Z>. E immediato verificare che per
0 = 0 l'espressione precedente coincide con la (3.7.2). Possiamo definire su
8o (Z?) un’involuzione non dipendente da 6 proveniente dalla coniugazione
su C'* (TQ), in modo che

3" (p) = 6(—p) (3.7.4)

ed una norma corrispondente alla norma operatoriale nella rappresentazione
regolare di 8,,(Z?) su (?(Z?) mediante moltiplicazione. Esplicitamente

ol = {sup W,COH 0#g¢€ 52(22)} (3.7.5)
2

Possiamo trasportare prodotto, involuzione e norma deformati su C*°(T?)
mediante 'antitrasformata di Fourier, ottenendo, dopo opportuno comple-
tamento, una famiglia di C*-algebre ad un parametro, che indicheremo con
Ay. E naturale a questo punto chiamare Ay toro noncommutativo, o meglio
toro noncommutativo differenziabile, e Ay toro noncommutativo topologico.
E importante sottolineare, a questo punto, che la deformazione cosi costruita
preserva 'azione di 72: non ci soffermeremo sulla dimostrazione, che procede
in maniera del tutto analoga a quella riportata nella sezione 3.5.

E possibile mostrare che I’algebra Ay prima costruita & isomorfa all’algebra
generata da due operatori unitari U e V' che soddisfano

UV =e*™VU, confeR (3.7.6)
e nella quale Ay & contenuta come quegli elementi della forma

F =) amU"V™,  con apy € $5(Z%) (3.7.7)

n,m
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3.7. Il Toro Noncommutativo.

Tale riscrittura permette di ottenere agevolmente alcuni isomorfismi tra le
Ag al variare di 6. E immediato verificare che le relazioni (3.7.6) generano
un’algebra commutativa se e soltanto se § € N: inoltre Ay ~ Agy,, Vn €
Z, in quanto per 0—60-+n le (3.7.6) restano invariate. Cio ci permette di
restringere la variabilita di € all'intervallo [0, 1] della retta reale. Inoltre se
si considera l'automorfismo generato da

oU)=V, oV)=U (3.7.8)

e lo si applica alle relazioni (3.7.6) si ha che
UV = =0y (3.7.9)
e cioe che Ay ~ A;j_y: possiamo restringere ancora 6 all’intervallo [0, %] La
struttura di Ay per 6 razionale o irrazionale e abbastanza differente. Ripor-

tiamo a proposito ’enunciato di un teorema di cui diamo una dettagliata
dimostrazione in appendice.

Teorema Sia 0 = %, con p e q > 0 relativamente primi. Allora Ay € isomor-

fa a un’algebra di funzioni continue definite su T?a valori nell’algebra delle
matrici g x q¢ M,(C).

Tale risultato e molto importante se si ¢ interessati a teorie di campo sul toro,
in quanto Ay costituisce un’algebra di campi vettoriali, e si puo mostrare che
I'intero p rappresenta una sorta di carica topologica.

Indipendentemente da 6 esiste sull’algebra Ay una traccia naturale definita
come

7(f) = ap, Vf €A (3.7.10)

Si verifica agevolmente che 7(fTf) = > nm |anm|? > 0, dove il segno di
uguaglianza vale solo per a = 0, e che 7(I) = 1: inoltre 7 &€ un mappa con-
tinua, e puo essere estesa quindi a Ajg. E facile mostrare che se due *_algebre
sono isomorfe, i rispettivi proiettori sono in corrispondenza biunivoca: usan-
do 7 possiamo costruire un invariante per isomorfismi tra le algebre Ay, che
consiste nell'immagine mediante la traccia dell’insieme dei proiettori. Tale
immagine & un sottoinsieme di R, in quanto & facile mostrare che 7(p)?> > 0
per qualsiasi proiettore p. Non e ovvio, comunque, che Ay abbia proiettori
non banali: basta considerare Ay ~ C°°(T?), che non ha proiettori non banali
in quanto il toro e connesso. Riportiamo cosi in seguito I’enunciato di un teo-
rema che mostra che la classificazione di Ay mediante proiettori & possibile.

Teorema Se 6 ¢ un numero reale irrazionale, allora la traccia naturale su
Ay mappa Uinsieme dei proiettori di Ag su (Z + 6Z) N[0, 1].
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3.7. Il Toro Noncommutativo.

Un semplice corollario del precedente teorema permette di affermare che per
f irrazionale tale che 0 < 0 < %, le algebre Ay sono non isomorfe. Si suppon-
ga, infatti, che Ay e Ay siano isomorfe. Per quanto detto precedentemente
si ha che Z+ 0Z = Z + 0'7Z, per 6,0" € (0, %) esisteranno cosi k,l,m,n € Z
tali che @ = k + 160" e 8/ = m + nf. Sostituendo la seconda equazione nella
prima si ha che 8 = k + Im + [nf, e quindi che In = 1, che in Z ha come
soluzioni [ = n = +1. Si ha che m = 0’ F0, e quindi, poiche 0 < +6' < 1, si
ottiene che m = ¢'—0 € (—%, %) Essendo m un intero, il risultato precedente
implica m = 0 e quindi § = 6'.

Sebbene per 6 razionale e ¢ irrazionale le algebre Ay non siano isomorfe, il
discorso precedente non si puo applicare al caso in cui entrambi i parametri
siano razionali. Dalla dimostrazione data in appendice nel caso razionale,
risulta evidente che A,/, e A,/ non possono essere isomorfe se ¢ # ¢": uno
studio piu approfondito mostra che l'isomorfismo sussiste se e soltanto se
p' = peq = q In conclusione, cid permette di affermare che per 6 € [0, 1]

12
le algebre Ay sono non isomorfe.

Accenniamo solo brevemente che la traccia definita in (3.7.10) puo essere
riguardata come un integrale sul toro noncommutativo. Nel caso § = 0, 7
si riduce all'integrale di Lebesgue di funzioni infinitamente differenziabili sul
toro commutativo

7(f) = agy = /r2 f(z)dz, Vf(x) e C™(T? (3.7.11)

essendo agg, per costruzione, il termine costante dello sviluppo di f(z) in
serie di Fourier.

L’analist del toro noncommutativo e della struttura dell’algebra Ay compor-
ta predizioni sperimentali nello studio dell’effetto Hall quantistico: si puo
mostrare, infatti, che il parametro 6 ¢é direttamente collegato alla condut-
tivita Hall og. Per un’introduzione a tali tematiche si rimanda a [Mor89
e [CMMN93); per una trattazione pit matematica che utilizzi le tecniche
precedentemente introdotte si veda [Con94).
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Capitolo 4

C*-algebre
Approssimativamente Finite

Questo capitolo € dedicato allo studio di una particolare classe di
C*-algebre, dette approssimativamente finite. Come vedremo, tali
algebre sono piu semplici da trattare in quanto gli elementi sono
limiti di matrici, pur conservando interessanti proprieta geomet-
riche. Esse ricoprono un ruolo importante, inoltre, nello studio di
sistemi quantistict in approssimazione di reticolo, e nell’approccio
algebrico alla teoria quantistica dei camps.

Nel precedente capitolo abbiamo visto come lo studio delle proprieta di uno
spazio noncommutativo puo essere in generale molto complicato. La ricchez-
za delle caratteristiche matematiche di tali oggetti puo renderne alle volte
molto difficoltosa e ostica ’applicazione al mondo della fisica, che ha come
uno degli obbiettivi quello di proporre risultati quantitativi da verificare sper-
imentalmente. Paradossalmente, € proprio la complessita delle strutture che
definiscono uno spazio noncommutativo che lo rende versatile, tanto che nel-
la moderna letteratura scientifica appare in diversi contesti, a volte molto
distanti tra di loro. Un buon compromesso sembra essere dato dalle algebre
approssimativamente finite che introduciamo nella prossima sezione: esse
hanno infatti il vantaggio di presentare tutti gli attributi di altre algebre
infinito-dimensionale, ma permettono 'utilizzo di molte tecniche e di molti
risultati validi nel caso finito-dimensionale. Ad esempio, lo studio di tali
algebre, come vedremo, viene fatto mediante 1'utilizzo di diagrammi, ed in-
oltre ne esiste una completa classificazione. Per un’introduzione dettagliata
si rimanda a [Bra72] ed a [Lan97].
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4.1. Definiziont e Proprieta Elementars.

4.1 Definizioni e Proprieta Elementari.

Una C*-algebra infinito dimensionale A si dira approssimavente finita(AF nel
seguito) se esiste una successione {A,, } di sotto-C*-algebre finito-dimensionali

In—l

VPR FELY PR = I (4.1.1)

tali che A ¢ la chiusura in norma di | JA,, e dove le mappe I, sono
*-morfismi iniettivi, ma non suriettivi. Come insieme, 'algebra A si puo
realizzare mediante successioni coerenti, cioe

A ~ {(an)nen, an € Ap 2 ANy, an1 = I(ay), Vn> Ny} (4.1.2)

e limiti di successioni coerenti. La norma di un elemento di A si puo riottenere
come

[(an)nenll = lim a4, (4.1.3)

in quanto, essendo le mappe I, iniettive, le successioni (a, ),en saranno defini-
tivamente decrescenti (i.e.|lan 1] < ||an||) € quindi convergenti. Tali propri-
eta sono molto importanti: assegnate, infatti, una successione di C'*-algebre
arbitrarie {A,} ed una successione di mappe {I,} che verificano la (4.1.2), ¢
possibile costruire una C*-algebra A di cui le A,, sono sotto-C*-algebre tali
che Ag C Ay C Ay C -+, ed ogni elemento e approssimato in norma.

Senza perdere di generalita possiamo considerare le algebre A, unitali e le
mappe I, tali che I,,(I,,_1) = [,,. Diamo in seguito un esempio relativamente
semplice, ma utile a fissare le idee.

Esempio 4.1 Sia H uno spazio div Hilbert separabile infinito dimensionale
e st consideri la C*-algebra A

A = K(H) & Cly (4.1.4)

dove K(H) ¢é la C*-algebra degli operatori compatti, che ricordiamo non
avere un’unita su H. Mostriamo che A ¢ un’algebra AF. Consideriamo la
successione di algebre

A, =M, (C)aC, conn>0 (4.1.5)

Per ogni n, A, C A in quanto le matrici n Xn sono operatori compatti su
C". Si considerino inoltre le sequenti mappe

(A,\) € M,(C) & C 2, (( /8 2 ) ,A) €M, (C)&C  (4.16)
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4.2. Algebre AF e Diagrammai di Bratteli.

Ogni elemento di A si puo approssimare coerentemente con elementi di A,,.
Per mostrare cio consideriamo una base ortonormale {&,} di H e sia 3, il
sottospazio generato dai primin elementi. Indicando con P, il proiettore su
H.,, definiamo

A, ={T € B(H): I eC:
TA—-P,) =0-P,)T =XI-"P,)} (4.1.7)

Si puo mostrare agevolmente che A, ~ B(H,) ® C, e che A, ¢é immersa in
Any1 secondo la (4.1.6). In altre parole, ogni elemento T € A,, é la somma
di un operatore di rango finito e di un multiplo dell’operatore identita. E
noto che una successione decrescente in norma di operatori di rango finito
converge ad un operatorecompatto, e quindi si ha che |J, A, C K(H) @ Cly,.
Vale, inoltre, il viceversa: ogni operatore compatto puo essere approssimato
da operatori di rango finito ed il fatto che le combinazioni finite di vettori
{&1,&,...,&,} sono dense in H permette di affermare che K(H) @ Clg C
U, An concludendo la dimostrazione che A é un’algebra AF . [

E importante notare che determinare qual e ’algebra AF limite di una parti-
colare successione {A,, I,,} o quando due algebre limite sono isomorfe ¢ una
questione molto delicata. A tale proposito nella prossima sezione introdur-
remo uno strumento grafico, chiamato diagramma di Bratteli, che contiene
tutte le informazioni inerenti ad un’algebra AF a cui ¢ associato.

4.2 Algebre AF e Diagrammi di Bratteli.

In questa sezione daremo alcuni risultati interessanti sulle algebre AF, in
modo da mostrare come sia possibile associare ad un’algebra A un diagramma
D(A) che ne caratterizzi le proprieta.

Sia A = J,, A,, un’algebra AF. Una C*-algebra B si dira elementare se essa
¢ *-isomorfa ad una algebra di operatori compatti su di un qualche spazio
di Hilbert. Si puo dimostrare, a questo punto, che ogni algebra di operatori
compatti si puo decomporre in una somma diretta di algebre elementari.
Poiche le sottoalgebre A, di A sono finito dimensionali, esse sono algebre
di matrici, e quindi di operatori compatti. Una semplice applicazione del
teorema precedente comporta che

kn
Ap = @Md?)(@, ke, < 00 (4.2.1)
k=1
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4.2. Algebre AF e Diagrammai di Bratteli.

Tale riscrittura e molto utile per lo studio dei morfismi tra due algebre A; e
Ay della forma precedente. Diamo a tale proposito la seguente proposizione
[Lan97].

Proposizione Siano A, e Ay due algebre di matrici della forma
A = Mp1 (C) D MPQ (C)v Ay = th (C) D MQ2 (C) (4'2'2>

Ogni morfismo unitale o : Ay — Ao puo essere scritto come la somma diretta
di due rappresentazioni o; - A — Mg, (C), j = 1,2. Se indichiamo con mj;
"unica rappresentazione irriducibile di M, (C) su My, (C), allora a; si spezza
nella somma diretta delle rappresentazioni mj; con molteplicita N;; € Ny.

La prova della proposizione precedente ¢ costruttiva, e sostanzialmente affer-
ma che, dopo un opportuno cambio di base, il morfismo « puo sempre porsi
nella forma

APB—Ae---@AeBe - @BPAs- - dAeBe---0B

-~

N11 N12 N21 Nag

(4.2.3)
con A® B € A,. Inoltre le dimensioni dei fattori sommandi (p1,p2) € (g1, ¢2)
devono soddisfare

N1ip1 + Niops = ¢4
Naip1 + Nogps = o (4.2.4)

A questo punto, data un’immersione unitale di A, :EB?; M e (C) in
Ay =D}2, M2 (C), la prosposizione precedente permette di affermare che
J

dopo una scelta opportuna di base in A; e A si puo identificare A; con una
subalgebra di A, della forma

k=1

@(@N,ﬁ d(l) ) (4.2.5)

dove abbiamo usato la notazione Ny;M ) (C) ~ M) (C)®1y,, , e abbiamo
J J

identificato @B, Nijd;” (C) con una sottoalgebra di Md,(f) (C). Inoltre per

la (4.2.4) gli interi N; soddisfano

Z Nyd" = (4.2.6)

Diremo che I'algebra M (1)((C) e parzialmente immersa nell’algebra M 4 (C)

con molteplicita Ny;. Un maniera grafica per rappresentare le algebre A e
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4.2. Algebre AF e Diagrammai di Bratteli.

Ay e I'immersione A; — A; ¢ mediante un diagramma, detto diagramma
di Bratteli [Bra72]. Tale diagramma si costruisce a partire dalle dimensioni
dei fattori dg»l) j=1,...,n1 e d,(f), kE = 1,...,n9, e dagli interi Nj; che
descrivono le immersioni parziali. Si disegnano due righe orizzontali di ver-
tici, quella superiore(inferiore) rappresentante A;(Az). Il numero di vertici
superiori(inferiori) ¢ pari ad ni(ng), e vicino ad ogni vertice si riportano
le dimensioni dgl)(dng)) delle matrici corrispondenti.L’immersione parziale di
M1 (C) in Mdf) (C) con molteplicita Ni; > 0 ¢ indicata da una freccia \Ves
chejcollega il vertice j con il vertice k, dove j =1,...,nyek =1,...,ny. Per
un’algebra AF tale procedura si applica ad ogni livello, ottenendo cosi un di-
agramma semiinfinito, indicato con D(A). Possiamo costruire il diagramma
di Bratteli associato all’esempio discusso nella sezione precedente

1 n+1

1 n+2

dove abbiamo omesso, com’e usale, la molteplicita 1 sulle frecce. E chiaro
che il diagramma D(A) dipende non solo da A, ma anche dalla successione
{A,} delle algebre approssimanti e dalle immersioni relative. E naturale
quindi chiedersi quale sia il rapporto tra i diagrammi di Bratteli associati
a due algebre isomorfe: & possibile, a tale proposito, mostrare un algoritmo
che permette di costruire, a partire da un dato diagramma di Bratteli, tutti
i diagrammi che definiscono algebre AF isomorfe a quella di partenze. Sorge
a questo punto un’altra domanda: il diagramma di Bratteli D(A) realmente
definisce I'algebra A a meno di isomorfismo? La risposta ¢ affermativa: non
ci soffermeremo sulla prova, che procede in maniera costruttiva, fornendo
uno *-isomorfismo tra le due algebre con lo stesso diagramma D(A).

E interessante invece capire quali debbano essere le caratteristiche di un
grafo affinché sia il diagramma di Brattelli di una qualche algebra AF. A
tale proposito, si consideri un insieme D di coppie ordinate (n,k), k =
1,...,k,, n € N, con ky = 1, e una successione di relazioni {\},en su
D che soddisfano le seguenti condizioni:
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4.2. Algebre AF e Diagrammai di Bratteli.

e Se (n,k), (m,q) € D, e m =n+ 1, allora esiste uno e un unico p
(possibilmente zero) tale che (n, k) \? (n+ 1,q).

e Sem # n+ 1 non esiste alcun intero che li relaziona.

e Se (n,k) € D, allora esiste ¢ € {1,...,¢s41} ed un intero p > 0
tale che (n,k) \? (n+1,q).

e Se (n,k) € Den >0, allora esiste ¢ € {1,...,¢,-1} ed un intero
p > 0 tale che (n — 1,q) \\ (n, k).

E immediato verificare che un diagramma di Bratteli D(A) di un’algebra
AF verifica le condizioni precedenti. Viceversa, assegnato un insieme D che
verifica le condizioni precedenti, si puo costruire una successione {A,} di
C*-algebre finito dimensionali ed una successione {1, } di *-morfismi iniettivi
tali che I'algebra limite! A del sistema {A,, I, }nen ha come diagramma di
Bratteli D. Infatti, si definiscano le algebre

kn
A, = @Md@ (C) (4.2.7)
k=1

e 1 morfismi

Jn kn
I, : @Md§n>((:) — @Md;”“) :
j=1 k=1

Jn Jn
A DDA, — (EB NUAJ) D (EB Nijj> (4.2.8)
j=1 j=1

dove Ny; sono gli interi tali che (n, ) \™ (n+1,k). Le dimensioni d\" dei
fattori M ) (C) non sono arbitrarie, ma soddisfano le relazioni
k

Jn
A =3 Nyd” (4.2.9)
j=1

Nella prossima sezione vedremo come dal diagramma di Bratteli associato ad
un’algebra AF e possibile ottenere anche informazioni sulla sua struttura al-
gebrica, ovvero sui suoi ideali. In seguito mostreremo, inoltre, com’e possibile
associare ad ogni algebra AF un particolare spazio topologico, che vedremo
ricoprire un ruolo fondamentale nella teoria delle approssimazioni reticolari
noncommautative.

L algebra A & detta limite induttivo del sistema induttivo {A,, I }nen-
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4.3. Struttura Algebrica di un’Algebra AF.

4.3 Struttura Algebrica di un’Algebra AF.

Gli ideali bilateri chiusi di un’algebra AF hanno un’interessante e utile carat-
testica: si possono rappresentare come unione di ideali delle sottoalgebre ap-
prossimanti. Mostriamo a tale proposito la seguente proposizione [Bra72].

Proposizione Sia A una C*-algebra AF e sia {A,} una successione di al-
gebre approssimanti. Ogni ideale bilatero chiuso J di A soddisfa

J=Jn (G An> (4.3.1)

Dim. Poniamo J, = J NA,: J, € quindi un ideale bilatero chiuso di A,,.
Mostriamo che U, J, = J. L’inclusione U,J, C J ¢ immediata, in quanto
Jn CJ per ogni n. Per mostrare il viceversa, proviamo che x ¢ U,,7,, implica
che z ¢ J. Sia p: A—A/J la mappa quoziente e sia {x,} covergente ad un
elemento z tale che z,, € A,,. Poiche x ¢ U, 7, si ha che 3 € > 0 tale che
inf ||z -yl =e¢ (4.3.2)

yGUan

Dato che z, — x, per definizione esiste un N tale che per ogni n > N si ha
che ||z, —y|| < §. Per n >N ey € J, si ha quindi che
€ €

lzn =yl = [llza = yll = llz = wall] Ze =5 =3 (4.3.3)

Ristretta a A, p ¢ la mappa quoziente A,,—A,, /7,. Si ha cosi che per n > N
€

I = inf ||z, — vyl > = 4.3.4

o)l = inf llon =yl > 5 (13.4)

Essendo p una mappa continua e z,, — x, si ha che p(z,) — p(x), ed in parti-
colare che ||p(z)|| = lim,, ||p(z,)||. Tale successione non puod convergere a zero
per la (4.3.4), e quindi = ¢ J, in quanto per costruzione p(z) = 0, Vx € J
L.

Diamo 'enunciato di altre due proposizioni molto importanti, non sofferman-
doci sulla dimostrazione, che utilizza come nucleo centrale il risultato appena
mostrato. Preferiamo, invece, applicare i seguenti teoremi all’esempio discus-
so nella sezione (4.1).

Proposizione Sia A = J 2 A, un’algebra AF con diagramma di Bratteli
associato D(A). Sia T un ideale di A: allora T ha la forma

T = | @rmmens My (C) (4.3.5)

n=1
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4.3. Struttura Algebrica di un’Algebra AF.

dove A C D(A) soddisfa le sequenti proprieta:

a) se (n,k) € Az e (n, k) \P (n+ 1,7) per qualche p > 0, allora
(n_'_ 17.]) S AI;

b) se tutti i fattori (n+1,7), j=1,..., 041, in cui (n, k) é parzial-
mente immersa appartengono a Az, allora (n,k) appartengono a
Az.

Viceversa, se A C D(A) wverifica le condizioni a) e b) di cui sopra, allora il
sottinsieme Iy definito dalla (4.3.5) € un ideale di A.

Proposizione Sia A = |J, A,, sia Z un ideale di A e sia Az C D(A)
l’associato sottodiagramma. Le tre condizioni sequenti sono equivalenti:

a) lideale I ¢ primitivo.
b) non esistono due ideali Iy e Iy tali che Ty # T # 1y e LT =711 N1y,
c) se (n,k),(m,q) ¢ Az allora esiste un intero p > n,m e un ele-
mento (p,r) & Az tale che M) (C) e M ) (C) sono parzialmente
k q

immerse in M ) (C).

La condizione c¢) si puo riformulare dicendo che esistono due sequenze di
punti nel diagramma D(A) — Az che partono dagli elementi (n, k) e (m,q) e
terminano in uno stesso elemento (p,r).

Applichiamo i risultati precedenti all’esempio discusso in (4.1). Ricordando
il diagramma di Bratteli dell’algebra A = K(H) & Cly si ottiene

1 Zl 1 ZQ
1 1 1 1
1 2 1 2
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4.4. Topologia e Algebre AF.

dove abbiamo indicato con o gli elementi dei sottodiagrammi Az, e Az,. Per
i teoremi precedenti, gli ideali Z; e T, sono gli unici ideali®di A: Z; & I'ideale
banale, coincidente con l'intera algebra, mentre Z, corrisponde all'ideale degli
operatori compatti. Dal diagramma e semplice mostrare graficamente che
non esistono altri ideali: cio corrisponde al fatto che ’algebra degli operatori
compatti ¢ semplice. Inoltre Z, ¢ anche un ideale primitivo, in quanto e il
nucleo della rappresentazione irriducibile di A

m A —=BH): a=(k+ Ng) — m(a) =a (4.3.6)

La determinazione degli ideali di un algebra graficamente risultera di fon-
damentale importanza, come vedremo nella prossima sezione, nell’associare
ad algebre AF un particolare tipo di spazi topologici, e viceversa, dando cosi
senso allo studio di tali oggetti nel quadro della Geometria Noncommutativa.

4.4 Topologia e Algebre AF.

L’insieme degli ideali primitivi di una C*-algebra A viene chiamato spettro
primitivo e viene indicato, come abbiamo visto nel capitolo 1, con Prim.A. E
possibile definire su Prim.A una topologia “naturale”, che vogliamo discutere,
data I'importanza, nella segeunte sezione.

4.4.1 La Topologia di Jacobson.

La topologia su Prim.A viene introdotta mediante un’operazione di chiusura
(Si veda App.1). Dato un sottoinsieme W di PrimaA, possiamo definire
come chiusura W di W Vinsieme di tutti gli elementi di PrimA che con-
tengono l'intersezione degli ideali di A che appartengono a W. Esplicita-

mente

W= {I € PrimA : ﬂIn CZ, conl,c W} (4.4.1)

E possibile mostrare che 'operazione di chiusura (4.4.1) soddisfa gli assiomi di
Kuratowski, e definisce quindi una topologia su Prim.A, chiamata topologia
di Jacobson. Tale topologia ha delle proprieta interessanti che enunciamo
brevemente, in quanto utili nel seguito.

2Tale affermazione ¢ imprecisa: dal diagramma di Bratteli non & possibile sapere se
{0} & un ideale, in quanto ad esso non & associato nessun sottodiagramma diverso dal
vuoto. Inoltre, per definizione, {0} & un ideale primitivo se e soltanto se 'algebra A &
primitiva: esiste un teorema, che non abbiamo ritenuto opportuno enunciare, che stabilisce
le caratteristiche del diagramma di Bratteli di un algebra AF affinché essa sia primitiva.
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4.4. Topologia e Algebre AF.

Proposizione 1 Lo spazio Prim.A con la topologia di Jacobson ¢ Ty

Proposizione 2 Sia Z € PrimA. Allora il punto {Z} ¢ chiuso in PrimA
se e soltanto se I e massimale tra gli ideali primitivi.

Proposizione 3 Sia W un sottoinsieme di PrimA. Allora W ¢é chiuso se e
soltanto se T € W e Z C J implica che J € W.

L’ultima proposizione enunciata permette di definire la topologia di Jacobson
mediante un ordinamento parziale su PrimA, e viceversa. Ricordiamo che
un insieme parzialmente ordinato (Poset nel seguito) € un insieme su cui e
stata definita una relazione < che sia riflessiva, transitiva, e che verifichi

Con una relazione di ordinamento e possibile costruire una topologia su P
utilizzando come base di aperti in ogni punto gli insiemi definiti come

Alx)={ye P:y<gz},Vz eP (4.4.2)

Si mostra agevolmente che la topologia cosi introdotta e anch’essa T(. In-
oltre, si puo mostrare che un sottoinsieme di P ¢ chiuso se e soltanto se per
ognix € Wex < ysihachey e W. A questo punto, ci si accorge velo-
cemente che su PrimA ¢ possibile introdurre un ordinamento tra gli ideali
primitivi mediante inclusione, e cioe

Il < 1-2 = Il - IQ s v:z-171-2 € PrimA (443)

Per quanto detto precedentemente e per la proposizione 3, i chiusi definiti
dall’ordinamento parziale coincidono con i chiusi della topologia di Jacob-
son: le due topologie sono equivalenti. Cio ¢ molto importante, in quanto,
come vedremo fra poco, i poset saranno collegati alle approsimazioni discrete
noncommutative di uno spazio topologico.

4.4.2 Dagli Spazi Topologici alle Algebre AF.

Abbiamo mostrato nella precedente sezione che lo spettro primitivo di una
C*-algebra e uno spazio topologico, munito di una topologia che e possi-
bile assegnare equivalentemente mediante un ordinamento parziale. E lecito
quindi porsi la seguente domanda: quali caratteristiche topologiche deve
possedere uno spazio S affinché sia omeomorfo allo spettro primitivo di una
C*-algebra? Bratteli ed Elliott hanno risposto a tale domanda in alcuni lavori

3Ricordiamo che uno spazio topologico & detto Tg se per qualsiasi coppia di punti esiste
un intorno aperto di uno dei due punti che non contiene I’altro.
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4.4. Topologia e Algebre AF.

degli anni settanta [Bra74], [BE78] nel caso in cui I'algebra in questione sia
AF. Lo schema proposto dagli autori € molto semplice: assegnato lo spazio
topologico S si costruisce un grafo che codifica tutte le informazioni topo-
logiche di S, si mostra in seguito che tale grafo soddisfa le proprieta di un
diagramma di Bratteli e che e possibile mettere in corrispondenza i punti di
S con i sottodiagrammi A della sezione 4.3.

Una prima osservazione, per quanto detto nella sezione precedente, e che
la topologia di S non puo essere del tutto arbitraria, ma deve poter essere
assegnata mediante un ordinamento parziale. Mostriamo che ogni spazio
topologico che sia Ty e finitario* produce un ordinamento parziale. Si con-
sideri prima il caso in cui S sia costituito da un numero finito di punti’®: la
collezione degli aperti 7 sara quindi chiusa sotto un’arbitraria intersezione
dei suoi elementi. Di conseguenza per ogni punto x € S esiste il pitu piccolo
intorno aperto che lo contiene, definito come

A(:L‘)Eﬂ{UGT:l‘GU} (4.4.4)
A questo punto e possibile introdurre una relazione < su S definita come
rxy<s Az) CAly), Vr,yes (4.4.5)
La relazione precedente puo riformularsi come
r < y < ogni aperto che contiene y contiene anche x (4.4.6)

Dalla definizione (4.4.5) ¢ chiaro che la relazione < ¢ riflessiva e transitiva,
cioe

T

TY, Ysz=> =2 (4.4.7)

A A

Inoltre, poiche S & T per ogni coppia x,y € S esiste un aperto contente x
ma non y. Per la (4.4.6) si ha cosi che

La relazione < e quindi effettivamente un relazione d’ordine, ma parziale in
quanto per la (4.4.5) non tutte le coppie di S sono in relazione. E ovvio,
a questo punto, che la topologia costruita con l'ordinamento < mediante la

4Uno spazio topologico ¢ detto finitario se ogni intorno di un punto qualsiasi = &
intersecato da un numero finito di aperti della topologia.

5Tale condizione pud essere rilassata richiedendo che la topologia su S sia chiusa sotto
un’arbitraria intersezione dei suoi elementi.
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4.4. Topologia e Algebre AF.

(4.4.2) ¢ equivalente a quella di partenza.
Siamo pronti ora a mostrare la seguente proposizione, che avra come prima
richiesta, per quanto detto sopra, che la topologia su S sia almeno T.

Proposizione Sia S uno spazio topologico avente le sequenti proprieta:

lo spazio S e Tpy;

se F C S e un insieme chiuso che non € l'unione di due sottoinsiemi
propri chiusi, allora F ¢ la chiusura di un insieme costituito da un solo
punto;

lo spazio S e secondo numerabile;

se {F,}n € una successione decrescente (F,11 C F,) di insiemi chiusi
di S, allora (), F appartiene a {F,},.

Allora esiste un’algebra AF A tale che S é omeomorfo a PrimA.

Dim.

Come accennato precedentemente, la dimostrazione consiste nel costru-

ire un diagramma di Bratteli, e di seguito 1’algebra A ad esso associato. De-
lineamo schematicamente nel seguito i passi fondamentali:

sia {Ko, K1, ...} la collezione di tutti gli insiemi chiusi nel poset S,
dove Ko = S;

si consideri la sottocollezione dei primi n chiusi K,, = { Ko, K1, ..., K,}
. / Y . . . . . .

e sia K, la piu piccola collezione di chiusi contenente X,, tale che 'in-

tersezione e 'unione di due elementi in X' sia ancora in X',

si consideri l'algebra degli insiemi generata da X,,, cioe la collezione
di insiemi ottenuta mediante unione e complementazione degli insie-
mi di K,. In tale algebra si scelgano gli insiemi piu piccoli )V, =
{Y,(1),Y,(2),...,Y,(k,)}: si mostra che tali insiemi formano una par-
tizione di S,

sia F,(j) il pitt piccolo sottoinsieme di K, contenente Y;,(5), e si definis-
ca F, = {F(1), F,(2),..., Fu(k)}.
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4.5. Reticoli Noncommutativa.

o Per le assunzioni fatte su S si ha

Ya(k) € Fu(k), | JYa(k) =S, | JFu(k) = 5 (4.4.9)
k k
Ya(k) = Fu(k) \ | {Fu(p) : p # ke Fu(p) € Fy(k)} (4.4.10)

Fu(k) = U{Fn—i—l(p) D Fua(p) C Fu(k) ) (4.4.11)

se I' C S e chiuso, allora esiste un indice n tale che

F=|J{Fu(p): Fulp) C F} (4.4.12)

A questo punto, si definisce D(A) come l'insieme delle coppie ordinate (n, k),
k=1,...,k,,n=0,1,..., con la relazione \,* definita come

(n,p) \\" (n+1,q), dove m =1 se

Y, (p) NFati(q) # {0},
e m = 0 altrimenti. (4.4.13)

Si mostra agevolmente che D(A) soddisfa le condizioni di pagina 58, e quin-
di che effettivamente ¢ il diagramma di Bratteli di un’algebra A. Notiamo
che laver scelto nella (4.4.13) che k possa assumere soltanto i valori 0 e 1
non comporta una perdita di generalita, in quanto si puo mostrare che data
un’algebra AF e sempre possibile scegliere una successione di sottoalgebre
approssimanti tali che la molteplicita delle immersioni parziali sia 0 o 1. La
dimostrazione della proposizione precedente si conclude mostrando che esiste
una biezione tra sottoinsiemi chiusi di S e ideali dell’algebra A con diagram-
ma di Bratteli D(A), e quindi, per la proposizione 3 della sezione 4.4.1, tra
chiusi di S e chiusi di PrimA. Preferiamo non riportare tale parte della
dimostrazione, che e relativamente articolata e non aggiunge informazioni in
vista di un utilizzo pratico. Vogliamo invece discutere un’interessante appli-
cazione delle tecniche e dei risultati finora ottenuti alla discretizzazione di
spazi topologici.

4.5 Reticoli Noncommutativi.

Un teoria fisica e di solito modellizzata matematicamente assegnando una
varieta M munita di opportune strutture geometriche (spazio-tempo, spazio
delle configurazioni-velocita,etc.) ed una dinamica su di essa, usualmente
codificata da una lagrangiana o da un’hamiltoniana. La fisica ci insegna
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4.5. Reticoli Noncommutativa.

che le caratteristiche topologiche di M hanno una certa rilevanza, ed una
intera letteratura scientifica si e sviluppata attorno al concetto di solitone,
instantone, ed altri difetti topologici. D’altro canto, estrarre informazioni da
una teoria fisica per verificarne predizioni e caratteristiche mediante metodi
analitici € in generale molto complicato, se non impossibile. Tra i metodi
attuali piu utilizzati di approssimazione vi e quello di discretizzare la varieta
di supporto, sostituendola con un reticolo. L’idea ¢ quella di assegnare ad
M un insieme discreto di punti, chiamato per 'appunto reticolo, di studiare
la dinamica della teoria su tale insieme, e di riportare al continuo i risultati
ottenuti. Il reticolo di solito e costruito decomponedo cubicamente, se pos-
sibile, la varieta M e assegnando all'insieme di punti ottenuti la topologia
discreta. In generale tale topologia ¢ incapace di preservare, ad ogni stadio
di approssimazione, le informazioni sia locali che globali della varieta M. Si
perde, ad esempio, il gruppo di omotopia 7(M,xg): il concetto di winding
number diventa cosi inutile, e diventa impossibile studiare in maniera efficace
la presenza di solitoni nella teoria. Inoltre, al limite del continuo le propi-
etd topologiche non triviali vengono recuperate® soltanto se codificate nella
dinamica (ad esempio mediante un’interazione “tra primi vicini”). Inoltre,
la descrizione duale di un reticolo ordinario mediante funzioni continue con-
duce ad un’algebra finito dimensionale, riducendo quindi drasticamente la
possibilita che la teoria di partenza approssimata sia geometricamente inter-
essante.

Per questi motivi introduciamo nel seguito un metodo di approssimazione
basato sulla topologia dello spazio approssimato, mostrando come il retico-
lo cosi ottenuto sia un poset, “chiudendo cosi il cerchio” con quanto detto
nella sezione precedente. Chiariremo inoltre il perché dell’aggettivo noncom-
mutativo, ed in che senso “l’algebra delle funzioni continue” su tali spazi
sia noncommutativa. Per ulteriori dettagli rimandiamo ai lavori [BEL196a],
[BEL196D]

4.5.1 Approssimazioni Topologiche

Sia M uno spazio topologico continuo, e si consideri una collezione {O,} di
aperti di M tale da essere un ricoprimento, cioe

M=|]JO, (4.5.1)

6Questa affermazione in verita & poco precisa. Si pud mostrare, infatti, che il limite del
continuo di reticoli di Hausdorff produce sempre uno spazio di Cantor, che contiene come
sottospazio topologico lo spazio approssimato.
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4.5. Reticoli Noncommutativa.

e tale da essere una topologia per M. Tale schema di approssimazione prende
evidentemente le mosse dal fatto che un esperimento non € mai cosi accurato
da individure un singolo evento, ovvero un punto di M: e ragionevole quin-
di pensare di utilizzare insiemi aperti come “detectors”. A tale proposito,
introduciamo tra i punti di M una relazione ~ definita come

x~y se e soltanto se x € Oy =y € Oy, VO, (4.5.2)

Abbiamo cosi reso due punti equivalenti se nessuno dei “detectors” riesce a
risolverli. Si puo facilmente mostrare che ~ & una relazione di equivalenza:
I'insieme dei punti interessante da un punto di vista degli esperimenti sara
quindi lo spazio quoziente P(M) = M/ ~. Nel seguito, per semplicita, as-
sumeremo M compatto, il che ci permettera di utilizzare un ricoprimento
costituito da un numero finito di aperti: inoltre utilizzeremo la notazione
Pxn (M) per indicare che il quoziente ¢ costituito da N punti.

Lo spazio topologico Py (M) & munito della topologia quoziente. Tale topolo-
gia e definita come la topologia pit fine tale che la proiezione 7 : M—M/ ~
sia continua e aperta: cié significa semplicemente che un’insieme O di M/ ~
¢ aperto se e soltanto se 771(0) & un aperto di M. In tale topologia Py (M)
non ¢ uno spazio di Hausdorff: si mostra, pero, che tale spazio ¢ Ty. Per
quanto visto nella sezione precedente, esiste allora un ordinamento su Py (M)
che ne riproduce la topologia. Anche la coninuita di una funzione rispetto
alla topologia si puo riformulare in terminire di ordinamento: una mappa
f: P — Q tra due poset e continua se e soltanto se preserva l’ordinamento,
e cioe se Vz,y € P tali che  <p y si ha che f(x) <¢ f(y).

Associato ad ogni poset vi € un diagramma, detto diagramma di Hasse, che
permette di rappresentare graficamente la topologia del poset. Tale diagram-
ma si costruisce riarrangiando i punti del poset su vari livelli, in modo che
siano verificate le seguenti condizioni” :

e se x <y, allora z ¢ ad un livello piu basso di y

e se x < y e non esiste z tale che v <z <y, allora x ¢ ad un livello
immediatamente inferiore rispetto ad y ed i due punti sono collegati da
una linea

Discutiamo ora un’esempio importante, con il quale vericheremo che 'ap-
prossimazione mediante poset non distrugge le informazioni topologiche: in-
oltre mostreremo esplicitamente come costruire il diagramma di Bratteli
ad esso associato. Consideriamo il seguente ricoprimento del cerchio S

TUtilizziamo la notazione z < y per indicare z <y e x # y.
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4.5. Reticoli Noncommutativa.

parametrizzato con 6 € [0, 27]:

117 7T
O ={— <0< —
1 {6 <0< 6}

T 5%
02:{6<0<€}

117 s

5T T
O4E{E<‘9<E}

dove le relazioni precedenti vanno intese modulo 27. E facile verificare
graficamente che tali insiemi effettivamente costituiscono un ricoprimento ed
una topologia per il cerchio®. Quozientando rispetto alla relazione ~ sopra
definita otteniamo 4 punti z; e la mappa 7 ¢ data da:

O3 — x5, O01\[O3U Oy4] — 71,
04 — T4, 02\[03 U 04] — T2 (453)

Osservando che

01 =03 U0, U{0:\|0O3U O4]}
02 - 03 U 04 U {02\[03 U 04]}

si ha che gli aperti della topologia di P,(M) sono
{x,?,},{l‘4},{l‘g,l’4,l’1},{l‘3,l‘4,l’2} (454)

e le loro intersezioni ed unioni. Gli ordinamenti tra i punti di P4(M) saranno
quindi

T3 < T1; X3 < T
Ty < X1, Ty < To; (4.5.5)

dove abbiamo omesso le relazioni z; = ;. Il corrispondente diagramma di
Hasse sara

T T2

xs3 Xy

8Ovviamente bisogna aggiungere I'insieme () e I'insieme S.
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4.5. Reticoli Noncommutativa.

Nel linguaggio dei posets della sezione (4.4.1), il pit1 piccolo aperto contenente
un punto z; ¢ costituito da tutti i punti z; che si incontrano a partire da x;
andando verso il basso e che sono collegati ad esso con una linea. E facile
cosi mostrare che i punti piu in alto nel diagramma precedente sono insiemi
chiusi, mentre i punti piu in basso sono insiemi aperti. Possiamo a questo
punto illustrare uno dei vantaggi di questo metodo di approssimazione, ovvero
come il gruppo fondamentale del cerchio 7(M) ~ 7Z venga preservato con un
reticolo di soli quattro punti. Si costruisca ad esempio la curva chiusa

(371 se t=0

Ty Sse O<t<%
o(t)=Sxzs se t=1
T3 Se %<t<1
T, se t=1

\

Tale curva € per costruzione continua, in quanto punti chiusi(risp. aperti) di
Py (M) sono antimmagine di sottoinsiemi chiusi(risp. aperti) dell’intervallo
[0, 1]. E facile vedere graficamente che tale curva ha winding number (numero
di avvolgimenti) 1: un’analisi un po piu accurata mostra che tale curva non
e contraibile con continuita ad un punto del reticolo, e che tutte le curve
contraibili sono del tipo

'xl se t=0

T4 Se O<t<%

oo(t) Ty se t=1

Ty Se %<t<1

(71 se t=1

e cioe sono curve che non passano per tutti i punti di Py(M). La curva o(t)
e un generatore di m(Py(M)), che puo essere cosi identificato con Z. In
generale, se si ricopre il cerchio con N > 4 aperti O,, tali che O,NO,, # () se
e soltanto se m = n £ 1, si ha che il diagramma di Hasse associato al poset

Pon (M) &

ToN

ToaN-1
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4.5. Reticoli Noncommutativa.

A questo punto, si verifica agevolmente che un poset costituito da un numero
finito di punti verifica le ipotesi della proposizione in sezione (4.4.2), che ci
permette cosi di costruire I'algebra AF associata.

Dalla (4.5.4) si ha che gli insiemi chiusi di Py(M) sono

= {21, 29,23, 24}, K1 = {21, 22, 24}, Ko = {21}, K3 = {22},
{ZL’l, 1’2,374} K5 {SL’l,.TQ} Kl U KQ (456)

dove abbiamo omesso l'insieme vuoto. Consideriamo le seguenti collezioni

X,, di chiusi

Ko = {Ko}

K1 = {Ko, K1}

Ky = {Ko, K1, Ky}

K3 = {Ko, K1, Ky, K3}

Ky = {Ko, K1, Ky, K3, K4}

Ks = {Ko, K1, K3, K3, Ky, K5}

(4.5.7)

Poiche lo spazio topologico Py(M) ha un numero finito di punti, per n > 5
si ha che X,, = K,,_1. Inoltre, per la scelta della successione X, effettuata si
ha che K, = K,,, Vn € N. Generata l'algebra di insiemi per ogni X,,, si ha
che gli insiemi pit piccoli sono esplicitamente

Yb(l) = {$1,1‘2,1‘3,$4},

Yi(1) = {x1, 29, 23}, Y1(2) = {z2}
Yo(1) = {z1}, Y2(2) = {24},

Y(3) = {22, 23}

Yi(1) = {x}, Ya(2) = {z4},

Yi(3) = {z3}, Ya(4) = {21}

Y5(1) = {z1}, Y5(2) = {z4},

Y5(3) = {3}, Y5(4) = {21}

(4.5.8)

Per lo stesso motivo di cui sopra la successione si ripete per n > 5. La
. . RN . o . . . . / o . . . N
successione dei pitt piccoli insiemi di K, che contengono gli insiemi Y;(m) e
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data da

F()(l) — Ko,

F1<1) — Kl; F1<2) — Ko,
Fy(1) = Ky, F5(2) = Ky,
FQ(l) — Kl;

F3(1) = K, F3(2) = Ko,
F3(1) == K17 F3<4> = K37
F4<1) — KQ, F4<2) — K4,
F4<1) — Kl; F4<4) — Kg,
F5(1) == K27 F5<2> = K07
F5(1) = Ky, Fy(4) = Ky

(4.5.9)

A questo punto ricordiamo che I'n-esimo livello del diagramma di Bratteli
associato sara costituito da tanti punti quanti sono gli insiemi aventi come
pedice n, ed inoltre che un punto k£ dell’'n-esimo livello sara collegato ad un
punto j del livello n+ 1 se e soltanto se Y, (k) N F,11(j) # {0}. 1l diagramma
di Bratteli e quindi
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4.5. Reticoli Noncommutativa.

Ricordiamo che la molteplicita di immersione parziale ¢ sempre uguale ad 1.
La successione di algebre approssimanti sara data da

Ao = M;(C)

Ay =M, (C) @ M, (C)

Ay =M;(C) & M,(C) & M, (C)

Az = M (C) @ My(C) & M(C) & M, (C
Ay =M;(C) ® Mg(C) @ My(C) @ M;(C

A = My (€) © My o(C) & Ma_o(C) & My (©)

L’algebra limite A della precedente successione e l'algebra AF associata a
Py(M). Ma in che senso A ¢ “l'algebra delle funzioni continue” su Py(M)?
Come nel caso commutativo, e possibile realizzare A come funzioni a valori
operatoriali sul poset munite del prodotto puntuale: ricordando infatti che
ogni punto x del poset ¢ un ideale primitivo Z,, il valore di a € A su Z, sara

a(Z,) = 7, (a)

dove 7z, € la rappresentazione irriducibile avente come nucleo Z,. Si capisce
ora perché tali reticoli siano weri spazi noncommutativi, in quanto tutte
le loro caratteristiche topologiche sono codificate in un’algebra® non com-
mutativa. D’altra parte, tali oggetti sono un interessante esempio di spazi
noncommutativi concreti, in cui il concetto di punto risulta essere ancora
ben definito, e mostrano come le tecniche della Geometria Noncommutativa
si aggiungano ai classici metodi della topologia algebrica.

9A questo punto & necessaria una precisazione. E noto che due C*-algebre possono
avere le stesse rappresentazioni, e quindi gli stessi ideali primitivi: cio comporta quindi
che esse definiscono lo stesso poset. Esiste una relazione di equivalenza, detta di Morita,
tra algebre che hanno le stesse rappresentazioni: 1’algebra associata ad un poset sara quindi
da considerarsi modulo equivalenti di Morita.
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Capitolo 5

Sfere Noncommutative e
Sistemi Dinamici

In questo capitolo studieremo un’algebra AF By ottenuto quozien-
tando [’algebra del toro Ay rispetto agli elementi che restano in-
variati sotto un’opportuno *-automorfismo dell’algebra. Mostrere-
mo che, nel caso commutativo, tale operazione sullo spettro di Ay
produce un orbifold toroidale, di cui By sara l’analogo dell’algebra
delle funzioni continue. Accenneremo poi alla descrizione algebri-
ca dei sistemi dinamici, enfatizzando l'importanza delle derivazioni
come analogo dei campi vettoriali sullo spazio delle posizioni nel-
lo studio dell’evoluzione di un sistema fisico. I lavori cui faremo
costantemente riferimento sono [BEEK91),[BEEK92],|[BK92).

5.1 Algebre Invarianti e Toro Noncommuta-
tivo.

Antonella, ma questa é
una sfera?

Come abbiamo visto nella sezione (3.7), il toro noncommutativo si puo real-
izzare come la C*-algebra C*(U, V') generata da due operatori unitari U e V
che soddisfano alle relazioni (3.7.6). Nel caso commutativo, cioe per § = 0, U
e V commutano e generano un’algebra che ovviamente e isomorfa all’algebra
delle funzioni continue sul toro T? ~ R?/Z?. Scelto infatti un sistema di
coordinate locali (0, ¢) € [0,1) x [0, 1], ogni funzione f (6, ¢) continua' si puo

1Cio & vero per le funzioni C*°(T?), che perd sono dense in C(T?).
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5.1. Algebre Invarianti e Toro Noncommutativo.

esprimere mediante trasformata di Fourier nella forma
F0.0) = apne”™ e me (5.1.1)
n,m

e dove l'isomorfismo e dato da
U el —e?mio (5.1.2)

Consideriamo ora la seguente applicazione o su C*(U, V'), § = 0 che chiamer-
emo flip, che sugli unitari U e V' agisce come

oU)=U", o(V)=V"! (5.1.3)

mentre su di un generico elemento f agisce come
o(f) = apmo(U)"a(V)" (5.1.4)

Cosi definito ¢ facile vedere che o ¢ uno *-automorfismo di C*(U, V'), e quindi
un’isometria. Per I'isomorfismo in (5.1.2) abbiamo che ¢ induce sul toro
commutativo la seguente trasformazione

(0,0) — (=0,-9) (5.1.5)

che si verifica facilmente essere un omeomorfismo. Indichiamo con C*(U, V')
I'insieme degli elementi a di C*(U, V') che sono invarianti per il flip, e cioe
che verificano

ola) =a (5.1.6)

Essendo ¢ uno *-automorfismo, si mostra agevolmente che C*(U, V) & una
sotto-C*-algebra del toro, e viene spesso chiamata algebra del punto fis-
so. Qual e, a questo punto, lo spettro di tale sottoalgebra? Poiche ¢ in-
duce 'omeomorfismo (5.1.5) su R?/Z?, lo spettro di C*(U,V)? si ottiene
identificando i punti di T? con coordinate (6, ¢), (', ¢) tali che

0 =—0, ¢ =—0.
Per capire meglio tale discorso, consideriamo T? come il seguente quadrato
di R?
A ¢ B
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dove abbiamo identificato i punti sui lati opposti. La trasformazione (5.1.5)
sara quindi una riflessione rispetto al punto 0: effettuato il quoziente, avremo
che i rappresentativi delle classi di equivalenza rispetto all riflessione sono i
punti del seguente grafico

Ao f o B

C

dove come prima abbiamo indicato che i lati del triangolo con lo stesso sim-
bolo sono simmetricamente identificati tra di loro. I quattro punti indicati
con il cerchietto sono punti molto particolari: essi infatti sono gli unici punti
del toro che restano inwvariati sotto flip. Inoltre, le identificazioni sono state
ottenute, ovviamente, utilizzando le identificazioni sul quadrato che definis-
cono il toro stesso. Topologicamente tale quoziente & omeomorfo a S@ ladue
sfera: per mostrare cio basta osservare che i punti A,B, e C sono identificati,
e che, indicata con O l'origine, i segmenti CO e OB identificati costituiscono
un arco della sfera che vall’origine al punto A=B=C. Lo stesso discorso vale
ovviamente anche per gli altri due lati. A causa pero dei quattro punti fissi
di cui sopra, la struttura differenziale non e diffeomorfa a quella della sfera.
In verita il quoziente precedente non puo in alcun modo essere munito di una
struttura di varieta quoziente, ed appartiene a quella classe di oggetti che va
sotto il nome di orbifold toroidali. A questo punto si puo pensare di general-
izzare tale discorso al caso non commutativo, ed in particolare mostrare che
I'automorfismo (5.1.3) si estende all’algebra Ay, quando € # 0. Ricordando le
relazioni (3.7.6) ed indicando con p il fattore esponenziale, ¢ facile verificare
che

)
o(VU)
o(V)o(U) (5.1.7)
e che quindi le relazioni che definiscono 'algebra del toro noncommutati-

vo sono preservate. Cosi o si estende ad un automorfismo involutivo di Ay
che continuiamo a chiamare flip. Indichiamo con By = Aj l'algebra degli
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elementi invariati sotto ’azione di ¢: in analogia con il caso commutativo,
chiameremo tali algebre sfere noncommutative, anche se il termine piu cor-
retto sarebbe orbifold toroidali noncommutativi. Come vedremo nel seguito,
le caratteristiche di tali algebre per 6 razionale e irrazionale sono alquanto
differenti: una delle pit interessanti, a nostro avviso, e che tali algebre sono
approssimativamente finite e quindi studiabili con le tecniche del capitolo
precedente. Infatti, per un risultato sugli spettri, le algebre AF commutative
(unitali) sono algebre di funzioni continue su spazi topologici necessariamente
totalmente disconnessi?, che non possono essere muniti di struttura differen-
ziabile: ci6 coincide col fatto che, nel nostro caso, l'algebra By ¢ un’algebra
di funzioni continue su un orbifold, che ¢ un oggetto patologico per quanto
riguarda la struttura differenziabile.

A questo punto ci chiediamo come si possano caratterizzare le algebre By,
indipendentemente dall’essere sottoalgebre del toro noncommutativo, ed in
particolare quali siano i generatori e come si possa definire su di esse una
C*-norma. Cio verra discusso nelle prossime sezioni.

5.2 L’Algebra Polinomiale.

Sia P = P(U,V) la *-algebra dei polinomi negli unitari U e V| e sia P?
I'insieme degli elementi di P che sono invarianti per il flip. Essendo 'auto-
morfismo o involutivo, e cioé tale che 0 = idy,, si ha immediatamente che
p = %(zd 4, + o) € un proiettore da P a P?: applicando tale proiettore ad
un generico elemento di P si ha che i polinomi invarianti consistono nelle
combinazioni lineari finite degli elementi

(n,m)=U0"V"+U "V (5.2.1)

Utilizzando la definizione precedente, le relazioni (3.7.6), ed il fatto che U e
V' sono unitari si mostra agevolmente che

(n,m)(k,1) = p™ (n+k,m+1)+p ™ n—km-—1) (5.2.2)
(n,m)* = p"™(n,m) (5.2.3)
(n,m) = (—n, —m) (5.2.4)

e quindi che P7 ¢ caratterizzata come la *-algebra (universale) generata dagli
elementi (n,m),n,m € Z soddisfacente alle equazioni precedenti. Mostri-
amo, a questo punto, che I'algebra P ha un numero finito di generatori nel

2Un spazio topologico ¢ detto totalmente disconnesso se le uniche componenti sono i
punti stessi (vedi App.A).
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caso in cui p # 1. Definiamo due elementi

A=(1,00=U+U"
B=(0,1)=V+V! (5.2.5)

A questo punto assumiamo che p # 1 e siano N e M due numeri naturali.
Mostriamo che l'insieme delle combinazioni lineari a coefficienti complessi
degli elementi (n,m), con |n| < N,|M| < M coincide con l'insieme delle
combinazioni lineari degli elementi della forma

A"B™, n=0,1....N, m=0,1,....M
(5.2.6)
A" 'BAB™ ' n=1,...,N, m=1,...,M

con la convenzione che A°BY = 1.
Supponiamo che N > 1, M > 1 e consideriamo il monomio AN BM che pud
scriversi come

ANBM — (U + U*l)N<V + V*l)M
Poiche un qualsiasi elemento dell’algebra invertibile commuta con il suo
inverso, possiamo usare la formula di Newton per le potenze di un binomio

(a+b)" = i (Z) abprr (5.2.7)

k=0

per espandere i due fattori. In generale, i termini (N, M) e (N,—M) ap-
pariranno entrambi con coefficiente 1 = (g) = (Z), mentre gli altri termini
(n,m) saranno tali che [n| <N, |m| <M, ed almeno una delle due & una dis-
eguaglianza stretta. Se, per induzione, esprimiamo ogni (n, m) nella maniera
precedente otteniamo che, scelti opportunamente i coefficienti A, ,,, € fipm,
con Ay v = pin, v abbiamo che

N M N M
(N, M)+(N,—M) = ANBM _ (Z > M A'B™ Y Y A BAB™!
n=0 m=0 n=1 m=1

(5.2.8)
Similmente, se si espande il termine AN "'BABM~! come
ANBABM T = (U+ UTHY TV VIHU + UTH(V + VTHYT (5.2.9)

si ottiene 'equazione

p(N, M) + p " (N, —=M) = AN'BABM~" — termini di grado inferiore
(5.2.10)
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che, nel caso p # p !, cioe p # 1, & indipendente dall’equazione (5.2.8) e ci
permette cosi di ricavare (N, M) e (N, —M) come combinazione lineare dei
termini A”B™ e A" 'BAB™ ! con n <N e m < M. Procedendo si riesce
a mostrare che tutti gli elementi (n,m) si possono esprimere come combi-
nazioni della forma (5.2.6), ed inoltre che I'unione su N ed M di tali elementi
costituisce una base per P?. In vista della ricerca di una caratterizzazione
intrinseca di P?, non data cioe dalla realizzare di By come sottoalgebra del
toro, tale risultato € ancora troppo generale, in quanto, si capisce, 1'alge-
bra dei polinomi possibilmente non omogenei in due elementi autoaggiunti
contiene elementi che non appartengono a P?, non contenendo alcuna n-
formazione su . Cerchiamo quindi delle identita polinomiali cui A, B, e I
devono soddisfare. E facile constatare che non vi sono identita non banali del
secondo ordine, a parte AB = pBA quando p = £+1. Espandiamo in termini
di (n,m) i monomi del terzo ordine A2B, ABA, e BA?: si ottengono cosf le
seguenti relazioni

A’B=(2,1)+ (2,-1) + 2B
ABA=p(2,1)+p 12, =)+ (p+p "B (5.2.11)

BA? = g%(2,1) + p (2, ~1) + 2B

Se eliminiamo 'elemento (2, 1) e (2, —1) dalle precedenti equazioni otteniamo
la relazione

BA* + A’B= (p+p Y)ABA— (p—p ')*B (5.2.12)

A questo punto urge una precisazione. Si sara notato che nelle relazioni
(5.2.11) non compare il termine BAB, ne tantomeno i termini AB? e B2A.
Si consideri, infatti, il seguente automorfismo 7 di P(U, V)

U—V, V-U"! (5.2.13)
Si verifica immediatamente che 72 = o, e che 7 commuta con o, in quanto
Tog:ro(ro’]’):(TOT)TZO’OT (5214)

Cio permette di affermare che 7 ¢ anche automorfismo di P?, e che in termini
di A e B si esprime come

., B—A (5.2.15)
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A questo punto, per completare il discorso, basta osservare che dato un qual-
siasi omorfismo iniettivo 7 ed un polinomio P(Q, P) di due variabili, anche
non commutanti, si ha che

n(P(Q, P)) = P(n(Q),n(P)) (5.2.16)

e quindi che P(Q, P) = 0 implica che P(n(Q),n(P)) = 0. A questo pun-
to, applicando 'automorfismo (5.2.15) alle relazioni (5.2.11) otteniamo le
omesse relazioni per BAB, AB?, e B2A. Inoltre, per il discorso precedente,
dall’equazione (5.2.12) otteniamo che

AB*+ B*A= (p+p " )BAB — (p—p ')*A (5.2.17)
Inoltre, introducendo gli ulteriori automorfismi

U—-U, V-V
(5.2.18)
A——-A B—B

U—-U V—-V
(5.2.19)

A—A B— —-B
si pud mostrare che ogni identita polinomiale del terzo ordine in A e B &
combinazione lineare delle equazioni (5.2.12) e (5.2.17). Cio puo sembrare
strano, in quanto nelle equazioni prima citate non compaiono fattori del tipo
A3, B3 e 1. A tale proposito mostriamo, a titolo di esempio, che non esistono

identita polinomiali in A, B € P? del terzo ordine contenenti l'identita e
fattori cubici in A e B. Si consideri infatti la seguente equazione

OélAg -+ OégAQB + 0641432 —+ Oé5ABA -+ O{GBAZ
+ a7 BAB + agB*A + Bl + ayB* = 0 (5.2.20)

La precedente equazione puo essere riscritta come
ay A%+ P (A, B) + asB* + 81 =0 (5.2.21)

con ovvio significato delle notazioni. Applicando gli automorfismi (5.2.18) e
(5.2.19) all’equazione precedente, e osservando che Pj(—A, B) = —P;(A, B)
e P(A,—B) = —P(A, B) otteniamo che A e B debbono soddisfare anche

— o A* — P(A,B) + 81+ ayB* = 0 (5.2.22)
a0y A* — P (A, B) + Bl — ayB* =0 (5.2.23)
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Sostituendo nella (5.2.20), si ha che

che implica a; = = ay = 0.

Le relazioni (5.2.12) e (5.2.17), pero, non sono sufficienti a caratterizzare
I’algebra P?: cerchiamo quindi identita polinomiali del quarto ordine, che
siano invariate sotto gli automorfismi (5.2.18) e (5.2.19). Si ha che

BABA =p*(2,2) +p3(2,-2) + (p+p (A2 + B> 1)
ABAB = p(2,2) 4+ p (2, -2) + (p+ p ) (A% + B* = 1)
A’B? = (2,2) + (2, -2) + 2(A* + B* —1)

B2A? = p*(2,2) + p4(2,-2) + 2(A* + B* - T)
BA’B = p*(2,2) + p2(2,=2) + (p* + p2) A +2B% = 2(p* + p?)I
AB?A = p*(2,2) + p2(2,-2) +24° + (p* + p7*) B* = 2(p* + p~?)1

(5.2.24)

Quindi, eliminando gli elementi (2,2) e (2, —2), uno qualsiasi degli elemen-
ti BABA, ABAB, A2B?, B2A? pud essere espresso come combinazione lin-
care di altri due, insieme a A% B? e I. Poiche ci tornera utile nel seguito,
esprimiamo BABA in termini di ABAB e A?B?, ottenendo cosi per p # £l

BABA = (p* + 1+ p H)ABAB — (p+ p ')A’ B?
+(p+p = (PP +p (A% + B> -1) (5.2.25)

A questo punto si puo mostrare che non vi sono altre relazioni utili a speci-
ficare l'algebra. Tale risultato e contenuto nella seguente proposizione:

Proposizione Indichiamo con P(A, B,1) la *-algebra dei polinomi in due el-
ementi autoaggiunti A e B soddisfacenti le relazioni (5.2.12), (5.2.17), (5.2.25).
Se p # £1, allora P(A, B,1) é canonicamente isomorfa a P’ mediante la
corrispondenza

A—-U+U!
B—V+V! (5.2.26)
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Dim. La dimostrazione procede mostrando che ogni elemento di P(A, B,I)
¢ una combinazione lineare di

A"B™  nom=0,1,... (5.2.27)

A" IBAB™Y nom=1,2,... (5.2.28)

A tale scopo, mostriamo per induzione che ogni “parola” in A e B di lunghez-
za k ¢ una combinazione lineare degli elementi (5.2.27) e (5.2.28) conn +m <
Ovviamente, cio e triviale per £ = 1: supponiamo che la precedente affer-
mazione valga per un k arbitrario e sia W una parola di lunghezza k + 1.
Allora W=AW" o W =BW', dove W' & una parola di lunghezza k. In verita
dovremmo considerare anche il caso in cui W=W'A o W =W A: utiliz-
zando le relazioni (5.2.11) si puo mostrare agevolmente che tale situazione
viene ricondotta al caso precedente. Utilizzando l'ipotesi di induzione, cioe
che una parola di lunghezza k & combinazione lineare di (5.2.27) e (5.2.28),
possiamo supporre che W' = A"B™ o W' = A" 'BAB™ ' con n+m = k.
Nel caso in cui W = AW’ la proposizione & dimostrata immediatamente. Se
W = BW' bisogna distinguere due casi:

e W =BA"B™. Sen = 0 l'ipotesi e verificata; se n = 1 W e della forma
(5.2.28); se n > 2 possiamo usare 'equazione (5.2.12) per scrivere BA?
come combinazione lineare di ABA, A2B e B. Si ha cosf

BA"B™ = a; A(BA™ 'B™) 4+ ay A2 (BA"?B™) + a3(BA"?B™)
(5.2.29)
Osservando che le parole tra parentesi sono di lunghezza n +m <k, si
possono esprimere mediante termini del tipo A"B™ e A""'BAB™ ! e
la proposizione e quindi dimostrata.

o W = BA" 'BAB™ ! Nel caso in cui n = 1, analogamente al caso
precedente, si utilizza la relazione (5.2.17) per esprimere B?A come
combinazione lineare di ABA, A2B, e B, e dopo aver sostituito si uti-
lizza l'ipotesi di induzione. Per lo stesso discorso, nel caso n = 2
si utilizza la relazione (5.2.25) per esprimere BABA in termini di
ABAB, A2B% A%, B? e 1, mentre nel caso n > 3 si usa la relazione
(5.2.12).

Cid conclude la dimostrazione.ld

Tale teorema ¢ molto importante, perché, come accennato in precedenza,
mostra che le relazioni (5.2.12), (5.2.17), (5.2.25) caratterizzano interamente
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I'algebra P(A, B, 1) come la sottoalgebra del toro noncommutativo dei poli-
nomi invarianti rispetto al flip. Un’altro risultato importante, cui acceniamo
soltanto, e che le relazioni precedenti sono indipendenti, cioé non si possono
ottenere una dall’altra.

Osservazione [/ lettore si sara chiesto come mazi lo studio dell’algebra P° dei
polinomi invariants risulti complicato e laborioso rispetto, ad esempio, all’al-
gebra del toro noncommutativo. Nella sezione (3.7), infatti, abbiamo subito
introdotto 'espressione (3.7.7) che permette di esprimere in forma compatta
ogni elemento dell’algebra del toro. Ci si pud chiedere perché in questo caso
st sta sequito un percorso diverso, ed oggettivamente piu tortuoso. La rispos-
ta sta nel fatto che in generale un algebra di polinomi in due variabili x e
y non commutanti ¢ un oggetto molto complicato da trattare: se infatti non
esistono vincoli tra le varibili x e y sara impossibile trovare una forma com-
patta con cui esprimere ogni polinomio. Nel caso del toro noncommutativo,
le relazioni (3.7.6) permettono di verificare che VU™ o U™V™ e quindi di
scrivere la relazione (3.7.7). Alla luce di tali osservazioni, risulta ancora pit
evidente ['importanza del teorema precedentemente mostrato, che ci permette
di affermare cosi che ogni polinomio invariante sotto l’azione del flip e del tipo

A A"B™ + ¢ AV BAB™ !
>

n,meN

Concludiamo la presente sezione osservando che, in generale, i risultati fino-
ra ottenuti cessano di valere nel caso in cui p = £1. Infatti, 'algebra P°
risulta, in questi casi, “piu grande” dell’algebra dei polinomi in A, B e I: si
pud mostrare, per esempio, che UV + U~V ~! non & un polinomio in A, B e
I quando p = *1.

Nella prossima sezione accenneremo al fatto che esiste una (unica) C*-norma
su P? che coincide con quella eredidata dal toro noncommutativo, per poi
passare ad alcuni risultati che si hanno nel caso in cui # & razionale o ir-
razionale
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5.3 La ("-algebra.

[Mlustriamo nel seguito una tecnica in generale molto utile per costruire una
C*-algebra a partire da una *-algebra. Per x € P(A, B,1) si definisca

]l = sup || (x)]] (5.3.1)

dove 7 varia su tutti gli *-omomorfismi di P(A, B, 1) negli operatori limitati
su di uno spazio di Hilbert. In verita ||| puo non essere una norma, ma
una seminorma, e, cosa ancor piu grave, potrebbe a priori essere infinita per
qualche z. Per 0 irrazionale, nessuna delle due situazioni si verifica. Infatti
si ha

[Allo =2, [IBllo=2 (5.3.2)
per 6 irrazionale.
Basta mostrare, infatti, che

[A]lx = I (A <2, [[Bllx = I7(B)] <2 (5.3.3)

per tutte le rappresentazioni . Assumiamo che |[A|; > 2 e |[|B|, > 2, e
consideriamo la C* — algebra C ottenuta chiudendo i polinomi con la norma
|||, che nel seguito indicheremo con ||-|.

A questo punto e utile fare un’osservazione sulle relazioni (3.7.6): se U,V
soddisfano UV = /U, allora U?,V soddisferanno U?V = p?*VU?. E facile
verificare che U%2 + U2 = A2 — 1. E chiaro, quindi, che per ogni identita
polinomiale P(p, A, B) = 0 costruita a partire dalle relazioni (3.7.6) si avra
che P(p?* A? — 1, B) = 0. Applicando tale risultato alla relazione (5.2.17) si
ottiene la seguente equazione

2(p2 _pf2)21[ :A2B2—|—B2A2 - (p2+p72)BA2B
+2(p— p 2B+ (p* — p?)2A? (5.3.4)

Si scelga ora uno stato w su C tale che
w(B)| = 18] (5.3.5)
e si applichi w all’equazione (5.3.4). Si avra che

—8sin*(2¢) =2|| B|I*w(A%) — 2 cos(2¢) || B|I*w(A*) — 8sin* ()| B|
— 4sin*(2¢p)w(A?) (5.3.6)

dove abbiamo posto ¢ = 276. Dopo manipolazione algebrica si ottiene

sin® () [w(A?) — 2J[| B]|* — 4 cos*()] = 0 (5.3.7)
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Poiche @ ¢ irrazionale, dall’equazione precedente si ha che w(A?) = 2 o che
| B|| = 2| cos(¢)]: ma dato che |cos(p)| < 1, essendo @ irrazionale, e || B|| > 2
per ipotesi, si ha necessariamente

w(A?) =2 (5.3.8)

Applicando l'automorfismo A — B, B — A all’equazione (5.3.4), e valutando
w sull’equazione risultante tenendo presente la (5.3.8) si ottiene

2||B||? cos®(2¢) = — cos(2¢) (8sin*(p) — w(AB*A)) (5.3.9)

Essendo AB?A un elemento positivo, w(AB?A) > 0. Se cos(2p) < 0 segue
cosi che

sin?(y)
cos(2¢p)
Consideriamo P(A, B, 1) come sottoalgebra di P(U, V), e sostituiamo A con
U™ 4+ U™ che & un polinomio in A, e p con p", cioe ¢ con ny. Per quanto
detto precedentemente, si otterra che w (U™ + U™")) = 2, ed inoltre

|1B|* < —4 (5.3.10)

sin?(ng)
cos(2¢p)

Poiche 6 ¢ irrazionale, I'insieme {p"}, _, € denso sul cerchio. Cio significa che
I’espressione

IB|* < —4 (5.3.11)

sin?(a)

IB|* < —4 (5.3.12)

cos(2a)

e verificata per qualsiasi numero reale a tale che cos(2a) < 0. Se si pone

oz:gsiha

|B|| <2 (5.3.13)
L’ipotesi che ||B|| > 2 implica cosi che ||B|| = 2. Utilizzando lo stesso dis-
corso si prova che || Al < 2, e quindi che || Al = 2.
Abbiamo mostrato, quindi, che ||z||o < oo per qualsiasi elemento « di P(A, B),
e che [|-]|p & effettivamente una C*-norma.

Concludiamo questa sezione enunciando una proposizione che sancisce che la
C*-algebra C*(A, B) ottenuta da P(A, B) mediante la norma ||-||o coincide,
nel caso irrazionale, con la sottoalgebra By dell’algebra del toro noncommu-
tativo: la dimostrazione verra data in appendice.

Proposizione Sia 6 irrazionale. Allora la C*-norma ||-||o su P(A, B) co-
incide con la norma che P(A, B) ha come sottoalgebra di Ay, cioé l'alge-
bra C*(A, B) ¢ canonicamente isomorfa alla sottoalgebra By degli elementi
nvarianti sotto il flip o.
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5.4 6 Razionale vs. 6 Irrazionale.

Discuteremo in questa sezione alcune caratteristiche dell’algebra By nel caso
in cui 6 sia razionale e irrazionale. Nel capitolo 2 abbiamo visto, infatti, che
le caratteristiche dell’algebra Ay differiscono molto al variare di #: sostanzial-
mente, nel caso in cui 0 = % con p e ¢ interi relativamente primi, l'algebra
Ay del toro noncommutativo ¢ un’algebra di campi sul toro commutativo a
valori nelle matrici ¢ X ¢, la cui carica topologica e rappresentata dall’intero
p. Ci si chiede, quindi, se questa peculiarita si conservi per la sottoalgebra
By. A tale proposito, enunciamo il seguente teorema, rimandando per la

dimostrazione a [BEEK92].

Teorema Sia 0 = 2 dove pe g sono interi mutuamente primi, e tali che
q )

0 ¢ {0,3}. Allora By ¢ una sottoalgebra della C*-algebra C(S?, M,) delle
funzioni continue dalla 2-sfera S® nell’algebra delle matrici ¢ X q. A meno
di isomorfismo, la sottoalgebra ¢ determinata nella sequente maniera: ad
ognuno dei quattro punti invarianti wg, w1, we,ws sulla sfera viene associato

un proiettore P; nell’algebra M,. La dimensione® di P; non ¢é arbitraria, ma
e data da:

quando q € dispari, allora

dim(P;) = q;—l (5.4.1)
peri=20,1,2,3
quando q € pari, allora
dim(Py) = % (5.4.2)
e
dim(P) = g (5.4.3)

Q

L’algebra By consiste in quelle funzioni f € C(S®) tali che f(w;) commuti

con P;, coni=20,1,2,3.

3Per dimensione di P; intendiamo la dimesione del rango di P; come sottospazio
vettoriale.
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Cosi, se ¢ = 1, By e l'algebra delle funzioni continue sulla 2-sfera; se ¢ = 2,
By ¢ l'algebra dell funzioni continue da S® nelle matrici 2 x2 tali da pren-
dere valori in una subalgebra della forma M; @ M; in wq, we, w3, senza alcuna
restrizione nel punto wy. Quando ¢ > 3, si ha che in ogni punto w; l'algebra
si spezza in una somma diretta di due algebre di matrici.

Un’altro aspetto molto interessante del caso razionale ¢ dato dalla classe di
isomorfismo dell’algebra By. Nel capitolo 2 abbiamo visto che due algebre
Ay e Ag sono isomorfe se e soltanto se p’ = p, oppure p’ = ¢ — p: nel
caso dell’algebra By, invece, la classe di isomorfismo dipende soltanto da q.
Inoltre si puo mostrare per qualsiasi valore degli interi g e p, By e l'algebra
delle sezioni di un fibrato vettoriale sulla 2-sfera che ¢ triviale.

Osservazione Vogliamo proporre uno spunto di riflessione che ci é apparso
interessante durante la stesura di tale parte e che, in un certo senso, seque
la stessa linea delle prossime sezioni. Supponiamo di studiare una teoria di
campo sul toro tale che i campi siano a valori nelle matrici ¢ X q e che sia
presente una carica topologica non banale rappresentata da p. Cosa succede
se la dinamica di tale monopolo é ristretta alla 2-sfera con quattro “punture”
di cui sopra? Essendo By un’algebra di campi di un fibrato triviale, essa non
puo ospitare cariche di monopolo, che necessariamente comporterebbero un
twist delle fibre. Si puo interpretare cio come un’ostruzione alla riduzione
dinamica sopra proposta?

Notiamo che nell’enunciato del teorema precedente abbiamo richiesto che
6 ¢ {0,%}: i risultati precedenti falliscono, in questo caso, nel senso che
il metodo illustrato nella sezione precedente per costruire una C*-algebra a
partire dalla *-algebra dei polinomi P? non ¢ applicabile. Esistono, infatti,
rappresentazioni 7 di P?, unidimensionali nel caso in cui # = 0 e bidimen-
sionali nel caso in cui § = 1, tali che ||7([(n,m)])| cresce esponenzialmente
con (n,m).

Il caso in cui 6 ¢ irrazionale ¢ notevolmente pit complicato, ma porta con
se di vantaggioso che 'algebra By e approssivamente finita. Nel seguito in-
tendiamo descrivere soltanto la linea generale che porta a tale conclusione:
per un’analisi completa si veda [BK92]. Differentemente da quanto si pos-
sa pensare, la dimostrazione non si ottiene costruendo esplicitamente una
successione di sottoC*-algebre tali che, come abbiamo visto nel capitolo 3,
il limite sia By. L’idea, invece, consiste nel costruire delle sottoalgebre di
By generate da proiettori ottenuti da una particolare partizione del cerchio,
chiamata “torre di Putnam”. Tali sottoalgebre godono della proprieta che
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i loro elementi riescono ad approssimare in norma bene quanto si voglia gli
elementi di By. Lo scopo e quello di porsi nelle condizioni di validita del
seguente teorema di approssimazione [Bra72]:

Teorema Una C* — algebra U ¢ AF se e soltanto se valgono le sequenti
condizioni:

i) W e separabile.

ii) se x1,...,2, € W ed € > 0, allora esiste una sottoC*-algebra finito di-
mensionale B di'U e degli elementiyy, ..., y, di B tale che ||z; — yi|]| < €,
1=1,...,n

L’unico problema in questo caso € che le sottoalgebre in questione non sono
finito-dimensionali. Tuttavia si riesce a mostrare che By ¢ comunque il limite
di una successione

A1—>A2—>A3—>...

dove le sottoalgebre A; sono infinito-dimensionali, ma possono essere espresse
come somma diretta diretta di un numero finito di algebre chiamate “basic
building block” (), . Il fatto che per ¢ irrazionale l'algebra By ha un’u-
nica traccia, ovvero quella ereditata dal toro noncommutativo, permette di
utilizzare il seguente teorema dimostrato in [BK92]:

Teorema Sia C un’algebra C*-algebra semplice unitale che ha un’unica trac-
cia, ed sia wnoltre C il limite induttivo di una successione di algebre che si
possono esprimere come somma diretta di un numero finito di “basic building
block”™ Ci, 1. Allora C & una algebra AF.
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5.5 Sistemi Dinamici e Derivazioni.

Nelle seguenti sezioni introduciamo qualche nozione sulla descrizione algebri-
ca della dinamica di un sistema e delle sue simmetrie. Per un approfondi-
mento e per ulteriori dettagli si rimanda a [Bra81] e [Sak91]. Nel seguito,
inoltre, useremo il termine inglese “C*-dinamical system”, in quanto non vi
e una traduzione adatta in italiano.

5.5.1 C*-Dynamical Systems: Motivazioni.

Che cos’e un sistema dinamico, o meglio cosa intendiamo in questo contesto
per sistema dinamico*? Usualmente un sistema fisico & descritto per grandi
linee in due stadi: dapprima vi e una descrizione cinematica, che stabilisce
quali siano gli osservabili e gli stati possibili del sistema in studio, e come essi
vadano modellati matematicamente. A tale livello, si pud pensare al sistema
come “congelato” ad un istante di tempo particolare. In seguito bisogna as-
segnare la dinamica del sistema, ovvero specificare come ogni singolo stato
si modifica al variare di un parametro di evoluzione, che spesso si identifi-
ca con il tempo. Ovviamente dovremo fare in modo da tener presente le
caratteristiche fisiche dei diversi sistemi e della loro evoluzione, quali, a tito-
lo di esempio, la continuita dell’evoluzione stessa o la sua unicita. Di solito
siamo abituati a descrivere sistemi classici mediante le equazioni di New-
ton, di Lagrange, o di Hamilton, e a descrivere I’evoluzione di sistemi fisici
mediante le soluzioni delle precedenti equazioni. Nella nostra accezione di
sistema dinamico, pero, non e richiesto che tutti i sistemi fisici rientrino nelle
classi precedenti: ad esempio, non necessariamente un sistema che si evolve
si puo descrivere mediante un formalismo hamiltoniano, come non e detto
che tutti i sistemi di particelle classiche interagenti possano essere descritti
mediante ’assegnazione di una legge di forza dipendente soltanto dal punto
e dalla velocita®. A tale proposito, cercando di racchiudere le caratteristiche
che sembrano essere comuni a una vasta classe di sistemi fisici, si giunge alla
seguente definizione di sistema dinamico:

Un sistema dinamico é una tripla (M, T, ¢), dove M ¢é lo spazio degli stati
del sistema, T e l'intervallo di variabilita del parametro di evoluzione, che
per noi sara lintera retta reale, ¢ : Mx T— M ¢ detta mappa di evoluzione,
ed é tale che

4Quanto segue ¢ riferito a sistemi dinamici reversibili, non relativistici e autonomi, cioe
indipendenti dal tempo.

5Un esempio noto di quest’ultima classe di sistemi & dato da una particella carica
classica irradiante in un campo elettromagnetico esterno
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per ognix € M et,s €T si ha

o(x,0) =z, o(p(x,1),s) = p(x,s+1t) (5.5.1)

Notiamo che le equazioni (5.5.1) formalizzano da un lato la richiesta che all’is-
tante t = 0 siano assegnati particolari dati iniziali, e dall’altro che I’evoluzione
dinamica del sistema sia unica. E interessante osservare, inoltre, che del-
I'insieme T abbiamo utilizzato soltanto la struttura topologica e la struttura
gruppale, ovvero il fatto che e possibile sommare due parametri di evoluzione:
cié sara utile per comprendere le generalizzazioni che daremo nel seguito. A
questo punto, definita ¢'(z) = ¢(x,t), (z,t) € Mx T, chiameremo evoluzione
del punto x U'insieme {¢'(x) her.

L’insieme degli stati M sara, in base allo specifico sistema in studio, munito
di varie strutture, quale una topologia, una struttura differenziabile etc.: a
tale proposito si chiedera, ovviamente, che la mappa ¢' prima definita pre-
servi tali strutture. Supponiamo, quindi, che lo spazio degli stati sia uno
spazio topologico sufficientemente regolare®: abbiamo imparato nel primo
capitolo che tali oggetti possono essere descritti in maniera duale mediante
le funzioni continue definite su di essi, che contengono gli osservabili della
teoria. Ci si chiede, a questo punto, se e possibile “dualizzare” in maniera
analoga anche la descrizione della dinamica di un sistema fisico, estendendo
i discorsi precedenti all’algebra che descrive M. A tale proposito, osserviamo
che le mappe ¢' su M possono estendersi a mappe lineari sull’algebra delle
funzioni continue su M nella seguente maniera

¢'(f)(@) =f(¢'(x)) (5.5.2)

VteT, VeeM, V feCM). Siprova agevolmente che, per ogni t, le
mappe gzzt sono *-automorfismi dell’algebra C(M): a questo punto risulta ab-
bastanza chiaro come generalizzare la definzione di sistema dinamico quando
la cinematica e descritta da un’arbitraria C*-algebra, commutativa o non
commutativa. Tali sono, infatti, le motivazioni principali che conducono alla
definizione di un C*-dynamical system”.

Un C*-dynamical system e una tripla (A, G, a) dove A & una C*-algebra, G
e un gruppo localmente compatto, e o : G — Aut(A) assegna ad ogni ele-
mento del gruppo G uno *-automorfismo di A, in modo che siano verificate

6Richiederemo che M sia di Hausdorff e ( localmente) compatto.
"Gli C*-dynamical systems sono noti e studiati in matematica indipendentemente dalle
precedenti motivazioni.
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le seguenti condizioni:

a, = 1id,

Qg1 Vgy = CQgigo;s Vg, €G

dove e e l'identita del gruppo G, id e la mappa identica su A, ed abbiamo
usato la notazione o, = a(g). Inoltre, o € tale che la mappa g — «,(A) &
continua in norma per ogni A € A.

Si sara notato che nella definizione precedente abbiamo sostituito all’inter-
vallo di variabilita T un arbitrario gruppo G: tale generalizzazione non ¢
fine a se stessa, in quanto permette di studiare in forma algebrica, oltre al-
I’evoluzione temporale di un sistema fisico, anche le sue simmetrie. Per la
(5.5.2), infatti, ogni simmetria, cioé ogni trasformazione in se¢ dello spazio
degli stati M, agisce sull’algebra C(A) mediante *-automorfismi.

E interessante inoltre notare che la definizione di C *-dynamical system non fa
riferimento alla commutativita dell’algebra A, ed e quindi adatta ad una gen-
eralizzazione dei sistemi dinamici al caso non commutativo, e quindi a sistemi
quantistici con finiti o infiniti gradi di liberta. L’approccio e le definizioni
finora illustrate possono sembrare astratte e artificiose: e interessante, in-
vece, osservare come esse traggono spunto proprio dalla meccanica quantis-
tica ordinaria. B noto, infatti, che in meccanica quantistica ’evoluzione di
un sistema indipendente dal tempo con operatore hamiltoniano H pud essere
descritta in due “picture” equivalenti. Da un lato sono i vettori di uno spazio
di Hilbert H ad evolversi secondo 1’equazione

Y =U(t)y (5.5.3)

Ht

dove l'operatore unitario U(t) = e D’altro lato si puo scegliere di far

evolvere gli osservabili secondo
A, =U()AUT (1) (5.5.4)

E facile vedere, a questo punto, che I’evoluzione dinamica degli osservabili e
stabilita da una mappa

teR — U(t)(-)U' (1)

che assegna ad ogni ¢t uno *-automorfismo della C*-algebra che contiene gli
osservabili del sistema, e rinconduce la descrizione dinamica al caso prece-
dente.

Supponiamo a questo punto di voler studiare un sistema fisico caratterizzato
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da un’assegnata C*-algebra A, e che abbia come gruppo di simmetrie un
gruppo G che soddisfa le caratteristiche precedenti. In meccanica quantisti-
ca sappiamo, grazie al teorema di Wigner, che e possibile rappresentare tale
gruppo G mediante operatori unitari ( o antiunitari) che agiscono sullo spazio
di Hilbert 3, e di conseguenza sugli osservabili mediante le relazioni (5.5.4),
con t sostituito da un elemento g del gruppo G. Quali rappresentazioni
dell’algebra A e del gruppo G sul medesimo spazio di Hilbert H dobbiamo
scegliere affinché quanto detto precedentemente sia implementato? A tale
scopo diamo la seguente definizione:

Una rappresentazione covariante di un sistema dinamico é una tripla (H, 7, U),
dove H ¢é uno spazio di Hilbert, ™ é una rappresentazione dell’algebra su I,
e U e una rappresentazione unitaria fortemente continua di G su H tale che

7(ag(A)) = Uy (AU} (5.5.5)

La definizione precedente semplicemente sancisce la compatibilita tra le rap-
presentazioni di un’algebra A e l'azione del gruppo G su A.

Si pué immaginare, quindi, quanto sia importante, soprattutto per le appli-
cazioni alla fisica, la ricerca delle rappresentazioni covarianti di un determi-
nato sistema dinamico. A tale proposito, nella prossima sezione mostreremo
come associare ad ogni sistema dinamico una C*-algebra, le cui rappresen-
tazioni non degeneri sono in corrispondenza biunivoca con le rappresentazioni
covarianti del sistema dinamico di partenza.

5.5.2 Crossed Products.

Ad ogni C*-dynamical system (A, G, «) € possibile associare una particolare
C*-algebra definita nella maniera seguente.

Essendo G un gruppo localmente compatto®, esso ammette una misura in-
variante sinistra, ovvero una misura ug tale che

(g - E) = pe(E) (5.5.6)

dove E ¢ un insieme di Borel di GG, g € un elemento di G, e g - E indica
I’azione di g per moltiplicazione sinistra sull’insieme E. Tale misura, inoltre,
e unica a meno di un fattore costante. Si considerino a questo punto le fun-
zioni continue f dal gruppo G all’algebra A che siano a supporto compatto:

8Per semplicitd considereremo nel seguito gruppi localmente compatti con funzione
modulare 1.
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indicheremo tale insieme con C.(G,A). Su tale insieme e possibile definere
un struttura di spazio lineare in maniera naturale mediante la somma pun-
tuale, ma il prodotto va definito diversamente come

(2 )(g) = /G e(h)an(y(h9))c(h) (5.5.7)

Osserviamo che nel caso A=C, G=R e a;, =1d per ogni h, la definizione
precedente si riduce all’'usuale convoluzione tra funzioni. Si puo definire una
involuzione (+)* come

" (g) =ag(z(g™h)" (5.5.8)
e una norma ||-||;

el = /G (B | (h) (5.5.9)

Se si considera il completamento L, (G, A) di C.(G, A) rispetto a tale norma
si ottiene una *-algebra di Banach. In generale, perd, tale algebra non ¢ una
C*-algebra: a tale proposito, si introduce un nuova norma su L;(G, A). Si
definisca

]l = sup [l ()l (5.5.10)

dove 7 varia su tutte le rappresentazioni di L;(G,A) su di uno spazio di
Hilbert .

Il lettore avra notato che tale tecnica di costruzione di una C*-norma e la
stessa utilizzata nella sezione (5.3) per I'algebra dei polinomi P?. Osservi-
amo, perd, che P era una *-algebra, e non una *-algebra di Banach, il che
conduceva alla possibilita che la norma definita in (5.3.1) potesse essere in-
finita per qualche z. Nel caso di Li(G,.A) tale problema non sussiste: ogni
rappresentazione 7 di un’algebra A su di uno spazio di Hilbert J{ induce un
omomorfismo tra 'algebra A ed una sottoalgebra di operatori limitati su J.
Essendo Li(G, A) un’algebra di Banach, per ogni rappresentazione m varra
la diseguaglianza (2.2.5), che ci garantisce che la (5.5.10) ¢ una norma® ben
definita per ogni x. Il completamento di L,(G,A) nella norma ||-|| ¢ una

°In questo caso la (5.5.10) definisce una vera norma, e non una seminorma, poiche si
pud6 mostrare che L; (G, A) ha rappresentazioni fedeli.
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C*-algebra, che viene chiamata crossed product, e viene indicata con

C*(A,G)=A x, G (5.5.11)

In verita, noi abbiamo gia incontrato una C*-algebra ottenuta mediante
crossed product, anche se non ¢ stata presentata diversamente: il toro non-
commutativo. Una maniera alternativa, infatti, di costruire il toro noncom-
mutativo e considerare crossed product

C(T) x4 Z (5.5.12)

dove Z agisce mediante traslazioni sul cerchio di un multiplo intero di un
angolo irrazionale 6. A tale proposito, si veda [Rie81].

Alla fine della sezione precedente abbiamo accennato al fatto che tutte le
rappresentazioni covarianti di un sistema dinamico sono ottenibili a partire
dal crossed product associato e vicevera. Infatti, data una rappresentazione
covariante (H,7,U) di (A, G, «), si puo costruire una rappresentazione di
A %, G come

o(z) = /G T (Wpe(h), = €Li(G,A) (5.5.13)

Infatti, abbastanza agevolmente si mostra che

s = [ = / st '9)ic(h) ) Ulo)ncls)

= | [ avmm )0 o) )cto)
= | [ rayummn ) e hna(o)
/ /

)m(y (W)UK e (h)pa(h')
p(y), Vaz,yeC(G,A) (5.5.14)

e che inoltre p preserva l'involuzione. Viceversa, nota una rappresentazione
p di C*(A,G), si pud ottenere una rappresentazione covariante (m,U) di
(A, G, a) per costruzione esplicita osservando che A e G agiscono per molti-
plicazione su C*(A, G), e definendo quindi
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dove

5.5.3 Derivazioni di una C*-algebra.

Nella sezione (5.5.1) abbiamo visto come la dinamica di un sistema classico o
quantistico possa essere descritto mediante un gruppo di trasformazioni che
preservano la struttura degli osservabili del sistema in esame. In generale,
perd, la dinamica di un sistema cosi descritta non e la piu debole possibile:
in meccanica classica, ad esempio, si ritiene che le informazioni sulla dinam-
ica siano codificate mediante un campo vettoriale sullo spazio delle configu-
razioni o delle fasi. La descrizione diventa cosi infinitesima, e soltanto in casi
particolari si riconduce alla descrizione globale cui abbiamo accennato nelle
precedenti sezioni. E lecito quindi chiedersi: qual ¢ ’analogo noncommuta-
tivo di un campo vettoriale su di una varieta differenziabile? Quali sono i
requisiti affinché “provenga”, in un senso che andra precisato, da un gruppo
di trasformazioni degli osservabili?

Inoltre, nella sezione precedente abbiamo tacitamente assunto di descrivere
sistemi fisici i cui stati si evolvessero con continuita nel tempo: nel caso di
sistemi quantistici con infiniti gradi di liberta, ad esempio, possono avvenire
complicati fenomeni statistici, quali transizioni di fase o dissipazione, che non
permettono in generale una tale descrizione.

Questi ed altri motivi, tra i quali la possibilita di studiare teorie di campo su
spazi noncommutativi, hanno stimolato e stimolano ancora fisici e matem-
atici alla ricerca e alla classificazione delle derivazioni di una C*-algebra,
e in generale di algebre di operatori. Sebbene una trattazione sufficiente-
mente completa ed esauriente della teoria delle derivazioni su C*-algebre non
e proponibile in questa sede, vogliamo introdurre alcuni concetti e qualche
risultato in modo da inquadrare il problema al meglio possibile, per cercare
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di utilizzare quanto illustrato nel seguito al caso dell’algebra By precedente-
mente studiata.

Diamo qualche definizione, rimandando a [Bra86] e a [Sak91] per le prove dei
teoremi enunciati.

Una derivazione( simmetrica) § di una C*-algebra A é un operatore lineare
da una sotto*-algebra D() densa di A, il dominio di ¢ in A, soddisfacente
le proprieta

o(zy) =
d(z")

(z)y + 26 (y) (5.5.15)

)
d(z)*, VYa,yeD®) (5.5.16)

Una derivazione simmetrica!'® § si dira limitata o illimitata se 1'operatore
lineare ¢ definito sullo spazio di Banach soggiacente ’algebra A & rispettiva-
mente limitato o illimitato in norma. Com’e ovvio aspettarsi, la teoria delle
derivazioni limitate e molto piu sviluppata della teoria delle derivazioni illimi-
tate, in quanto queste ultime sono estremamente piu complicate da trattare,
anche se molto spesso sono piu adatte per le applicazioni. Poiche nel se-
guito tratteremo quasi esclusivamente derivazioni simmetriche, ometteremo
quest’ultimo aggettivo.

Un esempio molto importante di derivazione limitata in una C*-algebra A e
dato da

dalx)=[Az], VaeA (5.5.17)

il cui dominio D(d4) € tutta l’algebra A. Come vedremo in seguito, 'ovunque
definibilita di una derivazione e la sua limitatezza sono strettamente colle-
gate.

Un’altro esempio di derivazione, in generale non limitata, ¢ dato dal gener-
atore infinitesimo di un gruppo ad un parametro a; di *-automorfismi della
C*-algebra A fortemente continuo, che & definito come

o(z) = lim 1(ozt(x) — ) (5.5.18)

t—0 t

1
D(0) = {:c eEA: Pn% ;(at(:c) — ) esiste in norma}

Si pud dimostrare che la (5.5.18) definisce una derivazione limitata se e
soltanto se il gruppo ad un parametro a; € continuo in norma.

0Le derivazioni simmetriche vengono anche chiamate *-derivazioni.
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Una derivazione ¢ si dira chiusa se si verifica che per ogni successione {x,} € D(d)
convergente ad z € A e tale che d(x,) converge a y € A si ha che x € D(J) e
d(z)=y; la derivazione § si dira chiudibile se per ogni successione {x, } € D(d)
convergente a 0 e tale che §(z,) converge a y € A si ha che §(y) = 0. Og-

ni derivazione ¢ chiudibile pué essere estesa ad un derivazione §, chiama-

ta chiusura, il cui dominio D(4) ¢ definito come l'insieme degli z € A tali
xr = lim, x,, x, € D(0) e tali che esiste y = lim,, 6(x,): si ha quindi

5(z)=y (5.5.19)

A questo punto, riportiamo nel seguito uno dei risultati pitu importanti nel
campo delle derivazioni limitate, dimostrato da Sakai negli anni 70.

Teorema Sia A una C*-algebra e sia § una derivazione non necessariamente
simmetrica su A tale che D(§) = A: allora § é una derivazione limitata.

Tale teorema rappresenta una sorta di generalizzazione alle derivazioni del
teorema di Hellinger-Toeplitz, che impedisce che un operatore illimitato chiu-
so densamente definito possa essere esteso a tutto uno spazio di Hilbert.
Introduciamo ora due definizioni molto importanti per le derivazioni limitate
e illimitate rispettivamente:

Sia A una C*-algebra con unita*'. Una derivazione § si dira interna se esiste
un elemento h autoaggiunto di A tale che

d(z) =ilh,z], Yax e D) (5.5.20)

Essendo la mappa i[h, -] continua su D(9), essa si pud estendere a tutta 1’al-
gebra A: nel seguito, quindi, intenderemo che ogni derivazione interna e
definita sull’intera algebra.

Osservazione La definizione precedente e molto importante anche da un
punto di vista fisico. Nella trattazione ordinaria della meccanica quantistica,
infatti, la stuttura simplettica della teoria e rappresentata dal commutatore
tra operatori: la condizione (5.5.20) corrisponde cosi all’hamiltonianeita di
un campo vettoriale classico.

Una derivazione 0 si dira approssimativamente interna se esiste una succes-

13 definizione seguente vale anche nel caso in cui A non possegga un’unita. In questo
caso l'elemento h apparterra all’algebra dei moltiplicatori M(A), che nel caso di un’algebra
A con un’unita coincide con A stessa.
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sione {hy,} di elementi autoaggiunti di A tale che

d(z) = liTIlni[hn,x], vV z e D(J) (5.5.21)

In particolari C*-algebre, le definizioni precedenti costituiscono il “prototipo”
delle derivazioni limitate, in quanto vale il seguente risultato

Sia A una C*-algebra semplice con unita: allora per ogni derivazione sim-
metrica § tale che D(A) si ha

3(z) = i[h, 2], ¥ 2 €A e ||5]|= ||| (5.5.22)

dove h e un’elemento positivo di A.

E chiaro, a questo punto, che lo studio delle derivazioni limitate € molto facil-
itato dai risultati precedenti, che ne permettono, in generale, una completa
classificazione. Molto piu difficile e articolato risulta essere invece lo stu-
dio delle derivazioni illimitate, che risultano, perd, avere delle caratteristiche
molto interessanti. Si ¢ accennato all’inizio di questa sezione alla possibile
generalizzazione dei campi vettoriali al caso noncommutativo: ora abbiamo
gli strumenti per dare una risposta, sebbene parziale.

Si consideri una varieta compatta infinitamente differenziabile M e sia A=
C(M) e D=C>*(M): & noto che un campo vettoriale v su M si pué descrivere
localmente mediante un’operatore differenziale su D nella seguente maniera

d
Uy = Z fl-(a:)% (5.5.23)

dove ' costituisce un sistema di coordinate locali per M, d & la dimensione
della varieta, % e la derivata parziale nella coordinate i-esima e le f; sono
funzioni continue nelle carte locali. Per quanto detto finora, & chiaro a questo
punto che ogni campo vettoriale v rappresenta una derivazione ¢ : D — A,
che si pué mostrare essere illimitata e chiusa (o chiudibile). L’aspetto inter-
essante e perd, a nostro avviso, che vale il risultato inverso: ogni derivazione
a dominio D sull’algebra delle funzioni continue su di una varieta e un cam-
po vettoriale e si pué porre nella forma (5.5.23). La naturale estensione dei
campi vettoriali al caso di una spazio noncommutativo sembra cosi essere la
nozione di derivazione: va da se che anche le usuali derivate parziali rientrino
in questa categoria. Quest’ultimo aspetto, poi, e particolarmente importante
se si e interessati allo studio di teorie di campo, in quanto la conoscenza delle
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derivazioni permette di scrivere un azione in forma algebrica, facilmente gen-
eralizzabile al caso di uno spazio noncommutativo.

Una precisazione a questo punto € necessaria. Si potrebbe pensare, alla luce
delle considerazioni precedenti, di definire come varieta noncommutativa una
coppia (A, D), dove A é una C*-algebra, che codificherebbe la topologia della
varieta, e D ¢ una sotto-*algebra densa con proprietda aggiuntive, che invece
specificherebbe la struttura differenziabile. Quali siano queste proprieta ag-
giuntive non é tuttora molto chiaro: cio e dovuto, a nostro avviso, soprattutto
al fatto che gia nel caso di uno spazio commutativo K non é noto se dall’e-
sistenza di una derivazione simmetrica chiusa su C(K) si possa concludere
che lo spazio K abbia una struttura differenziabile unidimensionale.

Lo studio delle derivazioni chiuse (o chiudibili) su una C*-algebra, a cui
appartengono le derivate parziali nelle coordinate su di una varieta differen-
ziabile, si presenta molto interessante, in quanto € nota una classificazione
per particolari algebre, tra cui gli operatori compatti e le algebre AF.

Nel caso dell’algebra K(H) degli operatori compatti su di uno spazio di
Hilbert HH, si ha infatti che per ogni derivazione ¢ chiudibile esiste un oper-
atore antisimmetrico H, cioe tale che H C —H*, e tale che

dove con A C B abbiamo indicato che I'operatore B estende 1'operatore A.
Non dimostreremo tale teorema, in quanto la prova non ¢ banale e richiede
tecniche che qui non abbiamo illustrato. Preferiamo invece soffermarci sulla
classificazione delle derivazioni chiuse di un’algebra AF.

Sia A una C*-algebra AF ed indichiamo con {A,} una generica successione
di sottoalgebre approssimanti. Consideriamo inoltre una derivazione chiusa
su A con dominio D(J) denso in A. Si pud mostrare allora che esiste sempre
una successione di algebre approssimanti {A,} tale che

UnA, € D(0) (5.5.24)
ed inoltre che

d(z) = ilhn,z], VredA, (5.5.25)

dove {h,} & una successione di elementi tali che h, € A, e h' = h,. La
successione {h,} si pué costruire esplicitamente nella seguente maniera: si
considera un sistema di matriz units per A, {e;;}:;, e cioé un insieme di ele-
menti e;; di A, tale che le combinazioni lineari degli e;; costituiscono 'intera
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algebra, e che verificano

CijCaq = OjsCis (5.5.20)
el = €ji (5.5.27)
e dove gli indici 7,7 = 1,...,d,, con d, dimensione dell’algebra A,. L’ele-
mento h,, sara allora dato da
1
hn = = ; d(es)exs (5.5.28)

L’aspetto importante della precedente classificazione ¢ che I'equazione (5.5.25)
permette di affermare che ogni derivazione chiusa di un’algebra AF é ap-
prossimativamente interna: nel seguito vedremo l'importanza di tale risul-
tato per lo studio delle algebre By. A tale proposito, nella prossima sezione
discuteremo qualche risultato sulle derivazioni sull’algebra del toro noncom-
mutativo.

5.6 Derivazioni del Toro Noncommutativo.

Ricordiamo dalla sezione 3.7 che Ay indica la sottoalgebra densa del toro
noncommutativo costutuita dagli elementi della forma (3.7.7), mentre I’alge-
bra del toro verra indicata da Aj.

Consideriamo dapprima il caso commutativo, in cui Ay = C*(T?) e Ay = C(T?).
Scelto un sistema di coordinate locali (6, ), 0, ¢ € [0, 27), possiamo definire

su A le seguenti derivazioni simmetriche

0 0
n(f)= 8_£’ (f) = % (5.6.1)

dove D(8;) = D(8;) = Ap. B facile vedere che sui generatori U e V le
derivazioni d; e do agiscono come

B(U)=0, &)=V (5.6.3)
E noto in geometria differenziale che il toro € una varieta parallelizzabile, e

cioe che ogni campo vettoriale v sul toro si pué esprimere localmente come
un operatore differenziale su A nella seguente maniera

of
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dove g1(0, ) e g2(0, ¢) sono funzioni continue sul toro. Ricordando quanto
visto nella sezione precedente, ci6 si pud parafrasare algebricamente!?dicendo
che ogni derivazione § con D(J) = Ag e della forma

dove a,b appartengono ad A, e, nel caso di derivazioni simmetriche, sono
autoaggiunti.

Si pu6 mostrare agevolmente, inoltre, che le derivazioni d; e d, sono i gen-
eratori, nel senso della definizione (5.5.18), del gruppo delle traslazioni bidi-
mensionali che agisce sul toro, ed in quanto tali sono chiuse (o chiudibili) .
La situazione cambia radicalmente quando il toro € noncommutativo. Sebbene
le derivazioni d; e d, possano essere estese e definite algebricamente su Ay,
non ¢ piu vero che ogni derivazione sul toro ¢ della forma (5.6.4). Per con-
vincersene, si consideri una qualsiasi derivazione ¢ e sia ad un operatore su
Ay definito naturalmente come

(ad)(b) = ad(b), Vb e D(J) (5.6.5)
E immediato verificare a questo punto che
(ad)(bc) = ad(bc) = ad(b)c + abd(c), Vb, c € D(6) (5.6.6)

e cioe che l'operatore ad non verifica la regola di Leibnitz, ovvero la con-
dizione (5.5.15). Tuttavia, si pué rendere 'operatore ad una derivazione sim-
metrica richiedendo prima di tutto che a* =a, ed inoltre che [a,b] = 0, per
qualsiasi b € Ay 3. Inoltre alla relazione (5.6.4) si sostituisce un’interessante
proprieta delle derivazioni sul toro noncommutativo. Si pué mostrare[BEJ84],
infatti, che ogni derivazione § simmetrica sul toro si pué decomporre in
maniera unica come

6 = ady 4+ bdy + 0 (5.6.7)

dove &1 e 6o sono le derivazioni che abbiamo definito precedentemente, a e
b sono elementi autoaggiunti che commutano con Ay, e 6 & una derivazione
approssimativamente interna. Come vedremo in seguito, cid risultera essere
molto importante per lo studio di derivazioni sull’orbifold toroidale By.

12In un linguaggio tecnico, diremmo che le derivazioni sul toro sono un modulo finito e
libero sull’algebra Aj.

13Tn verita, come si nota dall’equazione (5.6.6), basterebbe che a commutasse con tutti gli
elementi di D(4): se il dominio D(§) & denso, come nel nostro caso, si ha automaticamente
che a commuta con l'intera algebra.
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5.7 Derivazioni di By.

Il presente approccio allo studio delle derivazioni sull’algebra By € motivato
da una procedura, detta di riduzione, relativamente nota in meccanica classi-
ca. Assegnato un campo vettoriale I', che descrive la dinamica del sistema, su
di una varieta differenziabile M, che invece rappresenta lo spazio di supporto,
e spesso utile e fruttuoso capire se I' pud essere ristretto ad una sottovarieta
o ad un quoziente N di M rispetto ad una determinata relazione di equiv-
alenza. Quest’ultimo caso, poi, ci interessa particolarmente, in quanto, nel
caso commutativo, l'algebra B € associata ad un quoziente del toro rispetto
alla trasformazione (5.1.5). L’aspetto interessante ¢ che tale procedura di
riduzione classica pué essere “dualizzata” utilizzando 1’algebra delle funzioni
continue su M, il che la rende generalizzabile abbastanza agevolmente al ca-
so noncommutativo [GLMV94]. L’idea ¢ quella di riguardare, come abbiamo
imparato precedentemente, un campo vettoriale I' come una derivazione sul-
I’algebra F delle funzioni continue su M, mentre la sottovarieta o il quoziente
N come sottoalgebra Fy, di F. Indicata con 7y, : F — Fy, la proiezione nat-
urale ottenuta dall’immersione di Fy, in &F, cercheremo una derivazione ['sx,
della sottoalgebra Iy, tale che'4

ms(T(f)) =Ts(rs(f)), VfeF (5.7.1)

Se esiste la derivazione Iy, diremo che I'y;, e la riduzione di I'.

A questo punto, la nostra idea per la costruzione di derivazioni dell’algebra
By si basa sul riguardare tale algebra come sottoalgebra del toro noncommu-
tativo, cercando di ridurre, in qualche maniera, le derivazioni del toro, che
come abbiamo visto sono note e studiate, a derivazioni di By.

Il primo passo utile per la definizione di una derivazione d su By e quello di
definire 'azione di § sui generatori A e B, in modo tale da potere in segui-
to estendere § a tutte le combinazioni finite di elementi del tipo (5.2.27) e
(5.2.28) mediante linearita e regola di Leibnitz. Otterremo cosi che § sara
definita su di un dominio D(§) denso'® in By che dovremo studiare in segui-
to. Inoltre, affinché I'immagine del dominio D(J) sia ancora contenuta in By,
dovremo richiedere che

7(8(a)) = 6(a), Va € D(5) (5.7.2)

141n verita, per derivazioni illimitate stiamo sottointendendo che 7s(D(I')) € D(I's).
5La densitd del dominio & immediata, in quanto per costruzione la *-sottoalgebra P¢
dei polinomi in A e B invarianti & densa in By.
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5.7. Derivaziont di By.

Come abbiamo visto nella sezione precedente, ogni derivazione del toro si
pué decomporre unicamente in una parte illimitata g, combinazione delle
derivazioni 07 e do, € in una parte approssimativamente interna é: nel seguito
ci concentreremo su derivazioni del toro del tipo dg.

Per i criteri espressi precedentemente, ¢ immediato verificare che le derivazioni
01 e 09 non sono derivazioni dell’algebra By: infatti, ricordando dalla sezione
(5.2) che A=U+ Ul e B=V + VT, e le relazioni (5.6.2) e (5.6.3) si ha per
9, chel®

61(A) =4i(U - UY) (5.7.3)
51(B) = (5.7.4)

Per le relazioni (5.1.3), & evidente che d;(A) non & flip invariante, e quindi
non appartiene all’algebra By; tuttavia, d;(A) mostra una certa “regolarita”
rispetto al flip, nel senso che

0(6,(A)) = —i(U = UT) = —6,(A) (5.7.5)

Tale caratteristica di 0; € estremamente interessante, in quanto permette
la seguente costruzione. Si consideri l'operatore lineare ad; definito nella
maniera usuale, e con a elemento dell’algebra del toro tale che

o(a) =—a (5.7.6)

E immediato a questo punto verificare le seguenti uguaglianze

0(a01(A)) = a(a)a(d:(A))

= (=a)(=0:(4))
== a51 (A)

Possiamo cosi, ricalcando le linee del discorso della sezione precedente, pen-
sare di implementare la regola di Leibnitz per ad; scegliendo a in modo che
[a,b]=0,Vb € By, mentre la simmetria della derivazione si ottiene richieden-
do che a* = a. Riassumendo, abbiamo ottenuto che tutte le derivazioni del
toro della forma

16] discorsi che seguiranno sono applicabili anche alla derivazione §s.
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5.7. Derivaziont di By.

con a e b elementi autoggiunti appartententi al centro!” dell’algebra By e tali
che o(a) = —a, o(b) = —b sono derivazioni dell’algebra By su di un’oppor-
tuno dominio D(d) C By. A questo punto ci poniamo la seguente domanda:
esistono elementi dell’algebra del toro con le caratteristiche richieste prece-
dentemente, e cioe I'insieme

{a€Ap:o(a) =—a,a* =a,[a,b] =0,Vb€ By} (5.7.8)

¢ diverso dall’insieme vuoto?

La situazione cambia drasticamente nel caso in cui 6 sia razionale o ir-
razionale.

Supponiamo dapprima che 6 = § con p e q interi relativamente primi: allora
si pu6 mostrare che un’elemento a della forma

a=> a,(U"—U") (5.7.9)

con a, immaginari puri, ha le caratteristiche richieste. E facile verificare
che a ¢ autoggiunto, e tale che o(a) = —a, ed inoltre commuta con tutti gli
elementi del toro, e quindi dell’algebra By. Quest’ultima proprieta si mostra
immediatamente se si tiene presente che

Uty = 20y
= 2P Y
= V! (5.7.10)

Ovviamente un elemento b della forma

b= b, (V" -V (5.7.11)

soddisfa anch’esso alle caratteristiche richieste. Il nostro metodo ci ha per-
messo cosi di costruire una famiglia di derivazioni dell’algebra By della forma
(5.7.7), i cui parametri sono elementi dell’algebra del tipo (5.7.9) e (5.7.11).

17In verita il termine centro ¢ fourviante, perché ¢ chiaro che a e b non appartengono

all’algebra By.
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5.8. Possibilt sviluppt ulterior:

5.8 Possibili sviluppi ulteriori

Un possibile sviluppo nello studio dell’algebra By che ci e stato suggerito
proprio dal metodo precedentemente illustrato e il seguente. Le derivazioni
da noi costruite provengono essenzialmente da derivazioni illimitate ¢ del-
'algebra del toro a cui abbiamo modificato il dominio D(d), in modo che
il nuovo dominio D'(§) C By. Inoltre, abbiamo scelto di concentrarci su
derivazioni che non fossero approssimativamente interne su D(J): sembra
ragionevole pensare, a questo punto, che tali derivazioni non siano approssi-
mativamente interne su D’(J). Mostrando che la derivazione ¢ ¢ chiusa sul
dominio D’(J), si dimostrerebbe che le algebre 6, nel caso razionale, non
possono essere AF. La presenza di una siffatta derivazione chiusa 9, infatti,
contraddice la classificazione delle derivazioni chiuse e simmetriche delle al-
gebre AF cui abbiamo accennato nella sezione (5.5.3). Il punto di partenza
¢ la seguente osservazione. Si consideri il caso in cui ¢ irrazionale: e noto
che in tale situazione sia il toro noncommutativo che la sottoalgebra By sono
algebre semplici, cioe tali da non ammettere ideali bilateri propri. Si pud
mostrare che in un’algebra semplice con unita l'insieme degli elementi che
commutano con tutta 'algebra e costituito dai soli multipli dell’identita. A
questo punto si sarebbe condotti a pensare che I'insieme (5.7.8) sia vuoto, in
quanto i multipli dell’identita sono elementi invarianti sotto il flip, e quindi
non verificano o(a) = —a. Tuttavia, tale conclusione non ¢ esatta: sebbene,
infatti, un elemento che commuta con l'intera algebra commutera con una
qualsiasi sottoalgebra, non e vero il contrario. Possono esistere, cosi, in linea
di principio, elementi che commutano solo con By e non con Ay. Tuttavia,
si pué mostrare, utilizzando che le algebre Ay e By sono semplici, che tali
elementi sono necessariamente multipli dell’identita. Cié vuol dire, a questo
punto, che effettivamente l'insieme (5.7.8) & vuoto, o meglio & costituito dal
solo 0, e che quindi il nostro metodo non e piu applicabile, se non in maniera
banale. Verificate le ipotesi sui domini, perd, questo ¢ quanto dovremmo
aspettarci, in quanto nel caso irrazionale l’algebra By ¢ AF, e quindi non
ammette derivazioni del tipo da noi costruito. Tale prova si pud ritenere,
infine, come un necessario controllo di “coerenza” del nostro metodo.
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Appendice A

Elementi di Topologia

In questa appendice richiamiamo alcune nozioni fondamentali sugli spazi
topologici, rimandando ai testi citati in bibliografia per uno studio dettaglia-
to.

Uno spazio topologico ¢ una coppia (5, 7), dove S & un insieme, e 7 = {O,}
€ una sottocollezione delle parti di S, i cui elementi vengono chiamati aperti,
soddisfacente i seguenti assiomi:

A1l Sia S che I'insieme vuoto ) sono aperti.
A2 L’unione di una numero arbitrario di aperti € un aperto.

A3 L’intersezione di un numero finito di aperti € un aperto.

Un sottoinsieme X C S verra detto chiuso se il suo complemento in S € un

insieme aperto. Equivalentemente si puo definire una topologia su S asseg-

nando la famiglia dei chiusi, che soddisferanno degli assiomi che in un certo
[¢]

senso sono duali dei precedenti. L’interno X di un sottoinsieme X C S
e definito come 'unione di tutti gli aperti contenuti in X: analogamente,
la chiusura X ¢ definita come 'intersezione di tutti i chiusi contenenti X.
Risulta cosi che l'interno di un insieme X e il piu grande aperto contenuto
in X, mentre la chiusura e il piu piccolo chiuso contenente X. Inoltre, un
insieme ¢ aperto(risp. chiuso) se e soltanto se coincide con il suo interno(risp.
chiusura). Un sottoinsieme X si dird denso in S se X = S. Un punto p si dira
punto di aderenza di un sottoinsieme X di S se per qualsiasi aperto O con-
tenente p si ha che ON X = (): si pud mostrare che la chiusura di un insieme
coincide con l'insieme dei suoi punti di aderenza. Assegnata una topologia
e possibile definire la nozione di mappa continua tra spazi topologici: una
mappa f : (S1,71) — (S, 72) si dird continua se I'antimmagine f~1(O) ¢
un aperto in S; per ogni O aperto in Sy. Una mappa f si dira aperta se
I'immagine f(O) e un aperto in Sy per qualsiasi O aperto in S;. Nel caso in

105



cui f sia una mappa biunivoca continua con inversa continua, diremo che f
e un omeomorfismo. Su di un insieme S ¢ possibile in molti casi assegnare la
topologia mediante un’operazione di chiusura [HY61], che consiste nell’asseg-
nare ad ogni sottoinsieme X un altro sottoinsieme X, chiamato chiusura, in
modo che siano soddisfatti i seguenti assiomi di Kuratowski

K1 Se X & l'insieme @) o consiste di un singolo punto, allora X =X.

K2 Per qualsiasi coppia di sottoinsiemi X e Y, si hache XUY =X UY.
K3 Per qualsiasi X, X=X.

Si mostra che tali assiomi sono equivalenti ai precedenti, ma definiscono spazi
topologici meno generali. Infatti, I’assioma K impone che ogni punto sia un
insieme chiuso, cosa che in generale non e verificata. Assegnate due topolo-
gie 71 e 75 su S, diremo che 71 € piu debole di 75 ( 0 che 75 & piu fine di 1)
se 71 C To, cioe se ogni aperto di 7; ¢ un aperto di 7. In generale non e
detto che due topologie su S siano confrontabili: si ha pero che la topologia
pit debole ¢ la topologia triviale, in cui gli unici aperti sono () e S, mentre la
topologia piu fine e la topolgia discreta, in cui tutti i sottoinsiemi di .S sono
aperti. Diamo nel seguito alcune definizioni circa la possibilita di separare i
punti di uno spazio topologico mediante insiemi aperti.

Uno spazio topologico S e detto T se per qualsiasi coppia di punti x, y esiste
almeno un aperto che contiene uno dei due ma non l’altro. In uno spazio
Ty possono esistere insiemi costituiti da un solo punto che non sono chiusi.
Uno spazio topologico S e detto T se per qualsiasi coppia di punti x, y esiste
una coppia di aperti O,, O, taliche z € O, ey ¢ O,, y € Oy e x ¢ O,. In
tali spazi, si mostra, ogni insieme finito di punti e chiuso. Uno spazio S e
detto Ty o di Hausdorff se per ogni coppia di punti x,y esiste una coppia
di aperti O, O, che verificano le condizioni precedenti, con l'aggiunta che
O, N O, = 0. 1l vantaggio di utilizzare spazi di Hausdorff risiede nel fatto
che il punto limite di una successione convergente ¢ unico.

Un famiglia di insiemi U si dira un ricoprimento di uno spazio topologico S se
S = Uxey X: il ricoprimento verra detto finito se U contiene un numero fini-
to di insiemi. Uno spazio topologico si dira compatto se da ogni ricoprimento
di S costituito da aperti si puo estrarre una sottocollezione finita di insiemi
che costituisca ancora un ricoprimento di S. S si dira localmente compatto
se ogni punto x ¢ contenuto in un aperto compatto nella topologia relativa.
Sia f : .S — S5 una mappa continua tra due spazi compatti: f si dira pro-
pria se 'antimmagine f~'(K) ¢ un compatto in S; per ogni compatto K in
Ss. Uno spazio topologico S si dira separabile se esiste un sottoinsieme X
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numerabile denso in S. S sara detto primo numerabile se per qualsiasi punto
x esiste una famiglia numerabile di aperti {O,, },en tali che O,, C O,41, e tali
che per qualsiasi aperto () contenente z esiste un n tale che ¢ C O,,. Uno
spazio topologico S ¢ detto secondo numerabile se ogni aperto di S si puo
ottenere come 'unione degli elementi di una famiglia numerabile di aperti.
In generale, lo studio di uno spazio topologico S avviene analizzando come
si comportano le funzioni continue da S in un altro spazio topologico, che di
solito ¢ R o C. A tale proposito, riportiamo nel seguito alcune notazione e
qualche risultato sulle funzioni continue a valori complessi. Si chiama sup-
porto di una funzione f continua su di uno spazio topologico S la chiusura
dellinsieme Ky = {x € S : f(x) # 0}: la funzione f si dira a supporto
compatto se Ky ¢ compatto in C. Un funzione f a valori complessi su di uno
spazio topologico S localmente compatto e di Hausdorff si dira andare a zero
allinfinito se per qualsiasi € > 0 esiste un insieme compatto K C S tale che
|f(x)| < € per qualsiasi = ¢ K.

Uno spazio topologico S € connesso se non ¢ I'unione di due aperti non vuoti
e disgiunti. Equivalentemente, uno spazio topologico € connesso se e soltanto
se gli unici insiemi contemporaneamente aperti e chiusi sono I'insieme () ed S.
Un sottoinsieme R di uno spazio topologico S si dira una componente se C' &
connesso e non e contenuto in nessun altro sottoinsieme proprio e connesso:
si puo provare che ogni punto di S appartiene ad una componente.

107






Appendice B

Il Toro Noncommutativo nel
Caso Razionale

Mostriamo il teorema enunciato in sezione 3.7 [GBVF00]

Teorema Sia 0 = %, conp eq > 0 relativamente primi. Allora Ay é isomorfa

all’algebra delle sezioni di un fibrato vettoriale su T?, la cui fibra tipica é

Ualgebra M,(C).
Dim. Si considerino le seguenti matrici unitarie

1 0 1
1

h
Il
<
Il

(B.1)

_— O

Nt 1 0
chiamate rispettivamente clock e shift, e dove A = ™. Tali matrici sono a
traccia nulla, soddisfano U? = 1,, V¢ =1, e inoltre verificano UV = AVU.
Si consideri ora l'algebra infinito dimensionale M, (C(T?)) ~ C(T?) @ M,(C)
delle matrici ¢ X ¢ a coefficienti nelle funzioni continue sul toro, ed il gruppo

finito H = Z, x Z, costituito da ¢* elementi. Si pud costruire un’azione di H
su M, (C(T?)) mediante

oao(f(z,w) @ A) = flz, A\ w) @ UAU ! (B.2a)
an (f(z,w) @ A) = f(Az,w) @ VAV (B.2b)

dove z e w sono le funzioni coordinate sul toro. La moltiplicazione & rap-
presentata mediante la composizione delle trasformazioni precedenti. Gli
elementi che restano invariati sotto ’azione di H costituiscono una sottoal-
gebra di M, (C(Tz)) generata dagli elementi u = w @V e v = 2 ® U, che
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verificano

(D) (weV)=ANweV)(zeU) (B.3)

Tale sottoalgebra ¢ quindi isomorfa a Ay. Si consideri ora il fibrato vettoriale
triviale E=T?x M,(C) 5 T? ed i seguenti isomorfismi

To(z,w; A) = (2, \w; UAU™Y) (B.4a)

To1(z, w3 A) = (e, w; VAV (B.4b)

che generano un’azione di H su FE libera e compatibile con la struttura di
fibrato. E possibile a questo punto indurre un’azione di H sulla base T2,

Gg-r=m(g-v,), YreT? VYo, €n(z),VgeH (B.5)

e costruire un nuovo fibrato F'=E/H"T?/H~T?, con fibra tipica M,(C) e
con "twist“ etichettato da p. Si puo mostrare, in maniera non del tutto ba-
nale, che I’algebra delle sezioni (continue) di (F, 7, T?) & isomorfa all’algebra
delle sezioni di (E, 7, T?) che restano invariate sotto 'azione di H, e cio¢ che
verificano

VT =B () =g (g x) (B.6)

Per quanto abbiamo visto precedentemente, tale algebra e isomorfa a Ay [l.
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Appendice C

Una Dimostrazione

Proposizione Sia 0 irrazionale. Allora la C*-norma ||-||o su P(A, B) co-
incide con la norma che P(A, B) ha come sottoalgebra di Ag, cioé l'algebra
C*(A, B) é canonicamente isomorfa alla sottoalgebra By degli elementi in-
varianti sotto il flip o.

Dim. Dobbiamo mostrare, in base ad un risultato sugli stati di una C*-
algebra, che ogni stato w su C*(A, B) si estende ad uno stato p su Ay = C*(U, V).
A tale proposito, osserviamo che dato P? = {z € P(U,V) :0(x) = —z} si
puo mostrare che per qualsiasi x € P(U, V) si ha un’unica decomposizione

rT=x4+T_ (C.1)

dove z, € P(A, B) e x_ € P?. Inoltre, nel caso in cui # ¢ irrazionale, si ha
che b*b, per qualsiasi b € P?, & un elemento positivo di C*(A, B).
Si definisca allora

o(2) = w(ey) (C2)
E chiaro che ¢ & un funzionale lineare su P(U,V): per mostrare che ¢ & uno
stato su C*(U, V') dobbiamo verificare che p(z*z) > 0, cioe per definizione

w(@hzy)+w@iae_)>0 (C.3)

per qualsiasi € C*(U, V). Poiche w & uno stato su C*(A, B), si ha che
w(ziry) > 0, ed inoltre, per quanto detto prima, 2* z_ ¢ un elemento pos-
itivo di C*(A, B), e dunque w(z*x_) > 0, mostrando cosi la diseguaglianza

(C.3).
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Appendice D

Rappresentazioni
Unidimensionali di P?

Lemma L’algebra P° = P(A, B,I) ammette *-rappresentazioni unidimen-

sionali non degeneri se e soltanto se A € {—1, —%, 0,1}, cioé se e soltanto se

0 € {0, i, %, %, %, %} mod 1. Una classificazione di tali rappresentazioni ¢ la

sequente:

1. Se A € {—1,0,1} ci sono rappresentazioni date da

2. Se A € {—1, —%, 1} ci sono quattro rappresentazioni date da:

m(A) = £/2(1 + \)
7(B) = +/2(1+ \)
m(l) =1

dove una combinazione qualsiasi di segni + e — puo apparire.

3. Se A =1, c’é una famiglia a due parametri di rappresentazioni in cui
w(A) e w(B) assumono indipendentemente arbitari valori reali.

4. Se A = —1, ci sono due famiglie ad un parametro di rappresentazioni
date dalla regola che w(A) é arbitrario e m(B) =0, o che m1(A) =0 e
w(B) é arbitrario.

Dim. Assumiamo dapprima che 7 sia una rappresentazione unidimensionale
con w(A) = 0. Se 1 — \? # 0, segue dall’equazione (5.2.12) che 7(B) = 0,
e se m(I) = 1 segue dalla (5.2.25) che 8A(1 — \?), e cio¢ che A\ € {—1,0,1}.
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Viceversa, se A € {—1,0,1}, la rappresentazione 7 di cui sopra rispetta le
relazioni (5.2.12), (5.2.17), (5.2.25).

Si assuma ora che m ¢ una rappresentazione unidimensionale con 7(A) # 0.
Segue dalla (5.2.17) che

2(1 = \)7w(B)? = 4(1 — \?) (D.1)

Se A # 1 segue che
m(B) = £/2(1 4+ \) (D.2)

Cosi, se A # —1, cioé se w(B) # 0, segue dalla (5.2.12) che
(A) = £/2(1 + \) (D.3)

Ora, inserendo questi valori nell’equazione (5.2.25) e usando w(I), si vede
che 7 rispetta le relazione (5.2.25) se e soltanto se la seguente equazione
polinomiale del quarto ordine e valida

A+ DA —1)? (A + %) =0 (D.4)

Cosi otteniamo che le quattro rappresentazioni descritte al punto 2 se e

soltanto se
1
Aeq—1,—=,1

Con la procedura precedente otteniamo tutte le rappresentazioni unidimen-
sionale quando —1 < A < 1. Quando A = 1, le equazioni (5.2.12), (5.2.17),
(5.2.25) diventano

BA? + A’B =2ABA
AB? + B?A = 2BAB
BABA = 3ABAB — 2A%B?

e quando A = —1 le relazioni diventano

BA? + A2B = —2ABA
AB? + B’A = —2BAB
BABA = 3ABAB + 2A%B?

da cui seguono immediatamente il punto 3 ed il punto 4 del lemma precedente.
Utilizzando tali risultati si pué mostrare che
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Sia p # £1. Allora le relazioni (5.2.12), (5.2.17), e (5.2.25) che definiscono
P(A, B,1) sono indipendenti, cioe nessuna di esse si pud ottenere dalle altre
due.

A titolo di esempio, mostriamo come le sole relazioni (5.2.12) e (5.2.17) non
implichino la relazione (5.2.25). Infatti, la (5.2.12) e la (5.2.17) permettono
la rappresentazione unidimensionale 7 di P(A, B, 1) definita da

dove ¢ = 270.11 lemma precedente mostra che ci6 e consistente con la
relazione (5.2.25) soltanto se A € {—1,0,1}, e cioe 0 € {0, i, %, %, 1}.
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