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��# ��������� �� �
���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

��" %����
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�� ���
�� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

��$ '
	(��
�� %���
��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)
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#�� ��
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#�# '
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#�& �����  
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "#

#�) '
	(��
�� ����
��	� ��� ���+
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"�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

"�� '
	(��
�� �	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $$

"�# '
	(��
�� -(������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

"�#�� '
	(��
�� ��� (� ���/�� 4��& � � � � � � � � � � � � &�

"�#�� '
	(��
�� ��� (� ���/�� 4�� � � � � � � � � � � � � &�
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�  	�!	��	 ���
���	�	 ��

5�� 5	/�+�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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 	���� � �		� ��  ��� � 9(������� � �� �	 �����//�
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 �	 �
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��	���
 �� 1�2	31�/���30
2�	  �� �
���� � (�� ����� �� 9(���������
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�� �(���
��  	���� �� � 
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�� �����'���
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���	���
 �< �	 ����
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�
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�
 �	  
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 ��� 	;�'
	(��
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9(������� � ���(	���, ��������
�

��	 �(��
 �� '���� ����	�
����
 /	� ����� �� (� �������  	���� 
 �
�
 ��3
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d

dt
f (q(t), p(t), t) = {f,H} +

∂f

∂t
A���B
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��		� ����< �� '���� ��� ����
 �����'���
 (� '���
�� �� H< 
 ��C �� /�����	�

�����'���
 (�� ����� � ������, ρ̂�

�� 9(���������
�� �� (� �������  	���� 
 �� �(D �6���(��� �����'���
 �	

���� ���
 ��  
�����
������<  �� ���
 �� �� 
/�� 
����'�+�	�  	���� 
 f (�


�����
�� f̂ �(H  
� 	� �� ������  �� 	� ��������� �� �
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����(���

��	  
��(���
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�����
��� ��� 	� �(���
��  

������� 	�  
�����
������

: ����	� ������

q �→ q̂ = q A���B

p �→ p̂ = −i� ∂

∂q
A��#B

=	 ���� ���
 ��  
�����
������ : ���D ��
+	����� 
 ��� ��'���� ��/�
��� =�3
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9(������� �< ��
	��� q̂< p̂ �
�
 
�����
�� �
� 	������� � 9(���
  ��� (� ��
+	���

��		� ��?����
�� ��� �
�����

>�� ��
 ��(�� ��� �(������ 9(���� ��
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���� 1�2	 ��	 ���&� 1�2	 �� ��?���
 (�� �����< ����� ��
���
 ����� ��

1�2	< �� �(���
��  	���� �� �� 
�����
�� 9(������� �  �� �� �(���
�� '���C�

=�������(��
 ���
	'� 	;��+�/(��, ��	 ���� ���
 ��  
�����
������ ��� �E ��3
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2

εij∂ωi∂ω′j )fÂ(ω)fB̂(ω′)|ω=ω′ A��"B
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�� 9(������� �� �		� ��  ��� � ���3

����� �  	���� �� ��� : ��
���
 	� �(���
�� �(		
 �����
 ��		� ���� ���
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�� ��� 9(�		� �� ��� ��'��� 	� ��  ��� � 9(������� � �� ������� �� 
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�� 9(������� �� � ���(	����  	���� �H �(���'�� 9(���� ������3

�������
�� �������� �	 (�� ��
+	���� �� �(���
�� �� 1�/���< �������< �
� :

������ �
����'� � 9(���� �
� : (�� ������+(��
�� �� ��
+�+�	��, +�� ��?�����

��� 9(���
 �
��'
 ��  ����� ������+(��
�� �� 9(��� ��
+�+�	��,� >�
 ���  ���

��  (� 	� �(���
�� �� 1�/��� : ��?���� �
����'� : �	  ��
 ��/	� �����  
������<

 �� ���	�������
 ��C �� �����/	�
�

=� ����� 
	��� �� 9(���
 	�'
�
 �� ����  
���
������
 	;�'
	(��
�� ����
3

��	� ��		� ������+(��
�� �� 1�/��� ��	  ��
  	���� 
 � ��	  ��
 9(������� 
� =	

��
�
��
 �� 0
2�	 �(D ������ (���
 ��� ��?���� (�� ��������� ��� �(���
��

��		
 �����
 ��		� ����  	���� 
  �� ��� ��'� 	� 9(���������
�� �  �� ��� (��

���
�����
�� ��		;(�(�	� ��������� �� �
���
�� -(���� ��  ����� ��������� ��

0
2�	

[fÂ, fB̂]� = fÂ � fB̂ − fB̂ � fÂ A��$B

�< �
	���	� ��� ��� i�<  
�� ���  
� 	� ��������� �� �
���
� �
	
 ��	 ����
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���� �� �� �
� 9(���� ��������� ���
����� : �
���+�	� ���
��(	��� 	;�'
	(��
��

����
��	� �� 
�����
�� 9(������� � �� ������� �� �'
	(��
�� �(		
 �����
 ��		�

����  	���� 

dfÂ

dt
=

1

i�
[fÂ, H ]� A���B

G�	  ��
 ��		� ������+(��
�� �� 1�/��� 	;�'
	(��
�� ����
��	� 9(������� � :

��� ����� ��		�
∂W

∂t
= − 1

i�
[W,H ]� A��&B

-(���� �9(���
�� ��� ��'� 	;�'
	(��
�� ����
��	� �� (�� ������+(��
�� ��
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+�+�	��,< 9(���� '���,  ������� �9(���
�� �� ��
('�		� 9(������� �� 5�3
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��	� 9(������� � ��

������� �� (�� �(���
�� �(		
 �����
 ��		� ����  	���� 
� �'�	(�����
 	� ���3

������ �� 0
2�	 �� '���  �� 9(���� �9(���
�� �� �(D � ��'��� ��
���
  
��

(�;�9(���
�� �� ��
('�		� ��
�
/����� �������
 �� 9(����  
���������
��

��
'����
 	� �
	(��
�� /�����	� ��		;�9(���
�� �� ��
('�		� 9(������� �  ��

���, ��
���
 	� �
��� ��		� �
	(��
��  	���� � � �� (� ������� ����(�+���'
�

=	 	�'
�
  �� �++���
 �'
	�
 ���, ���(��(���
 ��	 ��/(���� �
�
�

G�	 �����
	
 � ��(������
 	;�'
	(��
�� ����
��	� �� �(���
�� �(		
 �����


��		� ����  	���� 
  
� (� �
���	���
 ���	
/
 � 9(�		
 (���
 �� ��  ��� �

9(������� �� =� ����� 
	��� ����
�(����
 	;�9(���
�� �� �'
	(��
�� �� (��

������+(��
�� �� ��
+�+�	��, ��  

������� � �
����� �� (�� ����� �		�< ��	

 ��
 ��  (� �	 �(
 ����
 ������	� ��� ��� �? ��
 �
	
 �� ����
 ��
+�+�	���� 


A�9(���
�� �� ��
('�		�B�
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 # ����
�(����
 +��'������ �  
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�� ��		;�9(���
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� (� �
������	� 9(���� 
� -(�		
 ��/	� �����  
������<  
�� ���� ����
< :

(�
 ��� �
 ��  ��� ��  (� 	� ������+(��
�� �� 1�/��� : ��?���� �
����'�< 9(����

	� ������������
  
�� (�� �����+(��
��  	���� �� G�	  ��
  	���� 
 '�����


 �� 	� /�(������< ��	  
��
 ��	 ����
< �� ���
��� ��< ���(��	�����< �����

��?���� �
����'�� G�	  ��
 9(������� 
< ��'� �< 	� ������+(��
�� �(D ���(����

'�	
�� ��/���'�� -(���� �� (	�����, ��	  
��
�������
 9(������� 
  � ���,

(��	� ��	  
���
����� 	;�'
	(��
�� ��		
 �����
 ������� �� ����/�� ��'����H ��	

 ��
 �� ����/�� ��C ��  
	� ���(	���, �'������  �� �	  
��
�������
 9(������� 
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� ��//�
� �
��� �( 9(�		
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�
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I��� ��� ����� � ���� ��� �	
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�� ��������

�
 � 
�
 �� 9(���
  ����
	
 : 	� ��� ����
�� ��		;�'
	(��
�� ����
��	�

�� ��  ��� �  	���� � �����'���
 (� �
���	���
  �� �������� (�  
���
��


������
  
� 	� ��  ��� � 9(������� �� ��� 9(���
 �
��'
 �++���
 � �	�
 ��

 
� ������� 	� �
���� �������
�� �(	 �
���	���
 !���	�
����
�

=	 �
���	���
 !���	�
����
< ���
 ��� ������� ��C �/�'
	� 	
 ��(��
 ��	

�
�
 �� (� �������< �� +��'� �( �� 
�
� �(�
  
�� (�� �
��(	���
�� ��		�

��  ��� � �
	�
 ��C �
����� �� 9(�		� 	�/���/����  ��< �
� �
	
  
������ ��


������� ���(	���� /�����	� � ��/��? ���'� �(	 �
�
< �� �� ��������  
�� �
�3

��	���
 �����
 �		� ��  ��� � �������� � �< �(  ����'������< �		� ��  ��� �

9(������� �� 5����'���
 /	� ���(����� ��		� /�
������ ����	���� � ��?�����


	
 �����
 ��		� ���� � 	�  

�������  ��
�� �� � ����
�(����
 	� �9(���
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��	 �
�
  ��
�� �� 
 �9(���
�� �� !���	�
�� 5��	
/������ �		� ��  ���3

 � 9(������� � ��?�����
 �  
� ���� �� ����
 � 
����'�+�	� � �� ��(������
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 	� ���(��(�� ��		� ��������� �� �
���
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 	� �����
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�� ��  
�� 9(�		� �����  �� ������'��
 	�

���(��(�� ��		� ��������� �� �
���
� � �
�������
  �� 	;�'
	(��
�� ����
��	�
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 	� �
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: (�� �����
�����
��  ��
�� �� =� 9(���
 �
�
 	;�'
	(��
�� ����
��	� ��

(�
 ����
 
 �� (� 
����'�+�	� �(D ������ ��� ����� �� ������� �� (� 
�����
��

�� �'
	(��
��< �����������  
�� �''���� �� ��  ��� � 9(������� ��

=�?�� '�	(�����
 /	� ���(����� �� (��	������ ��� �6�
����� 	� ���(���
�� ��

 (� �
� �� �� (��  
�
� ����  
��	��� ��	 �������� =� 9(����  ��� �
++���


����
�(��� (� �(
'
 �
���	���
 ���
 � ��� ��'��� �������� ������ �	 �������

?�� 
�

��� ������ �
��
 ���

=� 9(���
 ����/���
 ��?�����
 /�
����� ������ 	
 �����
 ��		� ���� �
����


����� 
	��� �������
�� � 9(�		� ���(��(�� (��	� �		�  
���(��
�� �	 �
���	���


����	�
����
� =� ����� 
	��� ��?�����
 (� ������� ��  

�������< �����  

�3

������  ��
�� ��< � 	� �(���
�� !���	�
�����<  ��  
����������
 �� � ��'���

	� �9(���
�� ��	 �
�
  
�� (� ������� �� �9(���
�� ��6�������	� ��	 ����



������

��� Vn (�� '�����, ��6�������+�	� n3�������
��	� � ��� TxVn 	
 �����


���/���� �		� '�����, ��	 �(��
 x� �� �(D ���
������  �� �		;������� �
����


��		�  
���� (x,Xx)<  
� x ∈ Vn � Xx ∈ TxVn (� '���
�� ���/����< �� �(D ����

���(��(�� �� '�����, ��6�������+�	�  ��  ��������
 A�����
B ?+���
 ���/����

TVn� =  ���� '���
���	� �( Vn �
�
 �(���
�� � '�	
�� ��� '���
�� ���/�����

>�K���	� ���
�� 	������ ��		
 �����
 ���/���� � Vn ��	 �(��
 x ��� �(����

���	� ��  ����� '���
��  
���/���� � Vn ��	 �(��
 x� �;������� �� �(��� �

'���
��  
���/���� � Vn ��	 �(��
 x �
��� (�
 �����
 '���
���	� 	������ n3

�������
��	�< �(�	� ��		
 �����
 ���/���� TxVn<  ������
 �����
  
���/����

�		� '�����, Vn �� x � ���� ��
  
� T ∗
xVn� 5��	
/������ � 9(���
 ����
 ���

�	 ?+���
 ���/����<  
���(���
 ��		;������� �
����
 ��		�  
���� �� �(��� ��

Vn � T ∗
xVn (�� '�����, ��6�������+�	� �  (� ����
 �	 �
�� �� A�����
B ?+���


 
���/���� T ∗Vn�

�
���������
 (� ������� ?�� 
 � n /���� �� 	�+���,� �
 �����
 ��		�  
�3

?/(����
�� : (�� '�����, ��6�������+�	� Vn< ������ 	
 �����
 ��		� ���� : �	

?+���
  
���/���� T ∗Vn�

��



�%� &���	� �
��
 '��	

�
/	���
 ��(����� 	� ���(��(�� ��		
 �����
 ��		� ����� � ��	� � 
�
 ��?��3

��
  
�;: (�� '�����, ����	���� �� ��� V2n (�� '�����, ��6�������+�	� �� ��3

�����
�� ����� ��  ����� ���(��(�� ����	���� � �( V2n (�� �3�
��� ��6����3

���	�  ��(�� �
� ��/����� Ω ��?���� �( V2n�

dΩ = 0 e ∀ξ �= 0 ∃η : Ω(ξ, η) �= 0 (ξ, η ∈ TV2nx) A���B

�
'� ��� �3�
��� ���������
 (�;���	� ���
�� 	������ ������������ � �� TV2n⊗
TV2n ��� �(���� ���	�� ��  
���� (V2n,Ω) ��  ����� '�����, ����	���� ��

��� 
/�� '�����, ����	���� � ��		;���
��
 �� 
/�� �(��
 : �
���+�	� ��?����

��������� ��������� (q1, .., qn; p1, ..., pn) ���  (� 	� �
��� ����	���� � :

Ω = dp ∧ dq = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2 + ...+ dpn ∧ dqn A���B

�
 �����
 ��		� ���� �� (�� ���(��(�� ���(��	� �� '�����, ��6�������+�	� ��

�������
�� �n � ��  
���/(���� �
�����
 ���
 ���/	� (�� ���(��(�� �� '�����,

����	���� �� ��  

�������  ��
�� �� (q1, .., qn; p1, ..., pn) �
�
 	� �
����
�� �

/	� ���(	���

�� ���(��(�� ����	���� � ���( � (� ��
�
�?��
 ϕ ��� 	
 �����
 ��		� ����

T ∗Vn � 	
 �����
 ���/���� TVn� =  ���� '���
���	�  �� ���(	���
 ����/��� �� �3

�
��� ������< ������� 9(���
 ��
�
�?��
< �
�
  �������  ���� ����	�
�����

XH �

XH = ϕ(dH) A��#B

�� �(���
�� H :  ������� �
������ �������������

G�	  ��
 �� �
�  
��������
 ��	 ��/(��
 ��  (� 	
 �����
 ��		�  
�?/(����
��

��� Rn< ��� 	
 �����
 ���/����  �� 	
 �����
 ��		� ���� �
�
 R2n� =� 9(���
  ��


�	  ���
 ����	�
����
 /������
 �� H �� �
���  ��
�� � :

XH =
∑

i

(
∂H

∂qi

∂

∂pi
− ∂H

∂pi

∂

∂qi

)
A��"B

�� �(���
�� !���	�
�����<  
�� '�����
 ��	 ��
����
 ����/���
< : �
���3

�����	� ��� 	� �
��(	���
�� ��		� ������ �< ������ �  ���� ����	�
�����

������
 (��	� ��� ��?���� 	;�'
	(��
�� ����
��	� �� (� ������� ?�� 
�

�#
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������
 	� �
����	�� �����	��

��� ��	�����  ������	��	�

�
���������
 	
 �����
 ��		� ���� T ∗Rn = R2n � ��?����
 �� ���
 	�  

�������

 ��
�� �� (q, p) = (q1, ..., qn, p1, ..., pn)� �� �9(���
�� ��	 �
�
  ��
�� �� 


�9(���
�� �� !���	�
� �
�
�

ṗs = −∂H
∂qs

, q̇s =
∂H

∂ps
A��$B

��  
�
� ���� �� (�  ���
 ������� ��	 '�	
�� �� �(��� 	� '����+�	�  ��
�� ��

�������� ��  �	 
	��	�< �����'���
 9(���� �9(���
��< �� (� 9(�	����� �������< �

9(���� ��� �? � �� �������  
��	��� �	 �
�
 ��	 �������� ��� 9(���
 �� ���


 �� 	� 2n3�	� (q1, ..., qn, p1, ..., pn) ����'��(� (�
 ����
< 
 ��C ��� �������� (�


����
 �
� ��	 �������� �
 �����
 ��		� ���� 9(���� �� 9(���
 �(��
 �� '����

: 	;������� �� �(��� � �
���+�	� ����� �(��  �� �
�
 �������  
�� � �(��� �� ��	�

�����
�

>�� /����� � /�������� f(q, p, t)  �� �
��� ������ ��������  
�� �(�3

��
�� ��		�  

�������  ��
�� �� :  ������� '����+�	� ������ � 
 
����'�+�	��

�
/	���
 '�����  
�� '����< ��� (� ���
 �������< (� /����� 
 
����'�+�	�

��� �6���
 ��		;�'
	(��
�� ����
��	� ��	 ������� �����
� %�����
  
��
 ��		�

�9(���
�� �� !���	�
� A��$B �++���


d

dt
f (q(t), p(t), t) =

∑
s

(
∂f

∂qs
q̇s +

∂f

∂ps

ṗs

)
+
∂f

∂t
=

=
∑

s

(
∂f

∂qs

∂H

∂ps

− ∂f

∂ps

∂H

∂qs

)
+
∂f

∂t
A���B

�� ��� 
/��  
���� �� 
����'�+�	� f(q, p, t) � g(q, p, t) ����
�( ���
 	;������3

��
��

{f, g} =
∑

s

∂f

∂qs

∂g

∂ps

− ∂f

∂ps

∂g

∂qs
A��&B

	� A���B �� �(D � ��'���

d

dt
f (q(t), p(t), t) = {f,H} +

∂f

∂t
A��)B

�"



�%� ���
��
�	 �	 ��	����

�;��������
�� {f, g} ������ �	 �
�� �� ��������� �� �
���
� ��� 	� /��������

f � g� =	 ���/�
 ��		� A��)B ��� ��	 ����
  �� 	� �������� �� ������� /
�� ��

�	 (�� �
��'
	� ��
�����,  �� ��� (�����
 ��	 ����/���
 �(  ����'
� G
����


 �� ��		� ��?����
�� A��&B ��/(� ��������������

{qs, H} =
∂H

∂p
, {ps, H} = −∂H

∂q
A���B

��� �D �
�����
 ��� ��'��� 	� �9(���
�� �� !���	�
� ��		� �
���

q̇s = {qs, H} , ṗs = −{ps, H} A����B

��! "��
	�
� �� "���	

5++���
 ��?���
 	� ��������� �� �
���
� ��� �(� 
����'�+�	� �����'���
 	�

��	���
�� A��&B� �
/	���
 ��(����� 	� ��
�����, ���� ���	� �� ��	� ��������
���

��		� ��?����
�� A��&B �� '���? � ��������������

{c, f} = 0 A����B

{f, g} = −{g, f} A����B

{cf, g} = c {f, g} A���#B

{f + g, h} = f {g, h} + {f, h} g A���"B

�
'� c : (��  
������ �(���� � � f < g � h �
�
 
����'�+�	�� ��		;�������������

��/(� ��������������  �� {f, f} = 0� =�
	��� '�	� 	;�������, �� ���+����

{fg, h} = f {g, h} + {f, h} g A���$B

>�;�	��� ��
�����, �
��'
	� : �������� ��		� �������, �� 7� 
+�

{f, {g, h}} + {h, {f, g}} + {g, {h, f}} A����B

���  (� 	;���	� ���
�� { , } ��?��� � (�� ���(��(�� �� �	/�+�� �� ��� A5����3

�� � 5B� >�� '�����, �(  (� : ��?���� (�� ��������� �� �
���
� �� �� � '�����,

�$



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��

�� �
���
�� �� �
��� ��C /�����	� ��		� ��������� �� �
���
� :

{f, g} = Λij ∂f

∂ωi

∂g

∂ωj
A���&B

�
'� �++���
 ��?���
 	� ���� ��	 �������  
�� ω = (q, p)<  �
:  
�� (�

�(��
 �(		
 �����
 ��		� ����< � Λij : (� ����
�� ������������ 
� G��  ��� ��  (�

9(���
 ��� ��'����+�	�<  
�� 	� A��&B< 	� �(� ��'���� : 	� �3�
��� ����	���� � �

	� '�����, �� �
���
� : (�� '�����, ����	���� �� ��� 9(���
 ��/(���� 	� �����

A��"B< 9(���� �� �(D � ��'��� ���	� �������� �� ������� ��	 ����
�� Λij�

XH = Λij ∂H

∂ωi

∂

∂ωj
A���)B

 �� �� ���( � �		� A��"B ��	  ��
 ��  (� 	� ��������� �� �
���
� ��� �� �
���

��������� �
�����
 ��� ��'��� �����'���
 	� ��������� �� �
���
� 	�  
�����
��

�L� �E 	� �n3�	� (q1, ..., qn, p1, ..., pn) ��?��� � '����+�	�  ��
�� ���

{qs, qr} = 0 {ps, pr} = 0 {qs, pr} = δrs A����B

 ��������
 9(���� ��	���
�� ��������� �� �
���
� �
��������	��

>� 
����'�+�	� f(q, p, t) �� �� �  
������ ��	 �
�
 
 ����/��	� ����
 ��

�	 �(
 '�	
�� f(q(t), p(t), t) �����  
������ 	(�/
 	� �
	(��
�� ��	 �
�
� ���

	;�9(���
�� A��)B 	�  
�����
�� �L� �E f ��� (��  
������ ��	 �
�
 : ��

/�����	�

{f,H} +
∂f

∂t
= 0 A����B

G�	  ��
 ��  (� f �
� ������� ���	� �������� ��	 ����
 	�  
�����
�� ���,

{f,H} = 0 A����B

�� 9(���� ��/(�  �� 	;!���	�
�����< �� �
� ������� ���	� �������� ��	 ���3

�
< : (��  
������ ��	 �
�
�

��



�%� ����'�����	��	 �����	�!


��# $����������	� ��	�	��%


����
 (q1, ..., qn, p1, ..., pn) '����+�	�  ��
�� ��� �
���������
 (�� /����� �

�����
�����
�� ��'����+�	� �� 9(���� '����+�	�

q̄1 = q̄1(q1, ...p2n)

... A����B

p̄2n = p̄2n(q1, ...p2n)

�� ��������� �� �
���
� �������
 �		� '����+�	� �����
����� {f, g}q̄,p̄ �
� ���(	��<

�� /�����	�< (/(�	� � 9(�		� �������
 �		� '����+�	� �� �������� {f, g}q,p� ��

��� f � g 9(�	����� �� ��

{f, g}q,p = {f, g}q̄,p̄ A���#B

�� �� �  �� 	� �����
�����
�� A����B : ��������� '����������� 	� �(
'�

'����+�	� ���(	���
  ��
�� �� ��	 ����
 ��		� A����B�

���  
�
���, �;
�� �� �
� ���� �����
 	� 2n '����+�	� qs � ps  
� ωµ<

µ = 1, 2, ...2n� >�� �(���
�� f(q, p) �(D ������ � �����  
�� f(ω)� ���

��������� 	� ��������� �� �
���
� A��&B �� �
�
 ��C  
� ��
 ����
�( ���
 	�

����� � ������������ � 2n3�������
��	� εµν  
� � ��/(���� �	������ �� ����� �

εµν =




0 �� µ, ν ≤ k � µ, ν > k

1 �� µ ≤ k

−1 �� ν ≤ k

A���"B

��� ������� ��		� 9(�	� 	� ��������� �� �
���
� �� f(ω)  
� g(ω) ���(�� 	�

�
����

{f, g} = εµν ∂f

∂ωµ

∂g

∂ων
A���$B

εµν : �	 ����
�� �� �
���
�<  �
: Λij ��� 	� A��&B� ��  
�����
�� �L �E (��

�����
�����
�� ω → ω′ ���  ��
�� � �(D ������ ���� �� �
��� ��C �	�/����

εµν ∂ω
′ρ

∂ωµ

∂ω′σ

∂ων
= ερσ A����B

�&



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��

�
� �������
 	� �
���� �������
�� �(		� �����
�����
�� ��?���������

ω′µ = ωµ + δθφµ(ω) A���&B

�
'� δθ : (� ��������
 ��?�������
 � φµ �
�
 �(���
�� �� ω� ��		�  
�����
��

A����B �� ��  �� 	� �
��� /�����	� �� (�� �����
�����
��  ��
�� � ��?��������

:

ω′µ = ωµ + δθεµν ∂φ(ω)

∂ων
= ωµ + δθ {ωµ, φ} A���)B

�� �(���
�� φ :  ������� /������
�� ��	 �
��
/�(��
 �� (� ��������
 ��		�

�����
�����
�� ��?��������� ��� ωµ
0 �	 '�	
�� �� ωµ ��� θ = 0 � ��� ω0 → ω (��

�����
�����
��  ��
�� �� ��?����
 	;
�����
�� 	������ Xφ(ω0)  
�� ��/(��

Xφ(ω0) = εµν ∂φ(ω0)

∂ωµ
0

∂

∂ων
0

A����B

�� �����
�����
��  ��
�� � /������� �� φ(ω0)  �� �
��� ωµ
0 �� ωµ �(D ������

� �����< �����'���
 	� ����� ���
������	�<  
��

ωµ = e−θXφ(ω0)ωµ
0 A��#�B

5��	
/������< ��� 	
 �'�	(��
 �� θ �� (�� �(���
�� f(ω) �� ��

f(ω) = e−θXφ(ω0)f(ω0) A��#�B

G�	 ��
����
 ����/���
 '�����
  ��< �����'���
 9(���� ���(�����< � ��'����


	;�'
	(��
�� ����
��	� �� (� 
����'�+�	� �� ������� �� (�� �����
�����
��

 ��
�� ��

��& ��������	
 $
������


*����'���
  �� 	� �9(���
�� �� !���	�
� �
��
�
 ������ ��� ����� ��		� �
���

�)



�%( �����	��
 �
������


q(t+ dt) = q(t) + dt
∂H

∂p
A��#�B

p(t+ dt) = p(t) − dt
∂H

∂q
A��##B


 �� �
��� ��C  
� ��� �� ������� ��		� ���� ��	 �������

ωµ(t+ dt) = ωµ(t) + dtεµν ∂H

∂ωµ
A��#"B

-(����< ��	 �
����
  �� 9(���� �����
�����
�� �
������ 	� A����B< �
�����


��� ��'��� 	� �9(���
�� ��	 �
�
 �� ���
  �� 	;!���	�
����� : �	 /������
�� ��

(�� ����/	�� �� (� ��������
 �� �����
�����
��  ��
�� �� �(		
 �����
 ��		�

����� �� H �
� �� ���������� ���	� ��� ��	 ����
 9(���
 : (� /�(��
 �� (�

��������
 �� �����
�����
��  ��
�� ���

ω′µ = ωµ + δtεµν ∂H(ω)

∂ων
= ωµ + δt {ωµ, H} A��#$B

5��(����
  �� H �
� ������� ���	� �������� ��	 ����
 �  �� 	� �����
�3

����
��  ��
�� ��  �� /����� ����
 ��/
	���� 5		
�� 	� �
	(��
�� ��		� �9(���
��

��	 �
�
 �(D ������ ��� �����  
�M� �� 	� ���� ��	 ������� �	 ����
 t = 0 : ����

�� ωµ
0 < �		
�� 	� ���� �	 ����
 � �� 
������ �� ���
 	� �����
�����
��  ��
�� �

?����

ωµ(t) = e−tXH(ω0)ωµ
0 A��#�B

�
'�

XH(ω0) = εµν ∂H(ω0)

∂ωµ
0

∂

∂ων
0

A��#&B

 �� : ��
���
 �	  ���
 ����	�
����
 A��"B� �;
�����
�� �� �'
	(��
�� ����
3

��	�

U(t) = e−tXH(ω0) A��#)B

��?��� � (�� ����� ��		
 �����
 ��		� ���� �� �: �����
�

��



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��

���
 (� 
����'�+�	� f(ω)< ������
  
��
 ��		� A��#�B< 	� �(� �'
	(��
��

����
��	� : ���� ��

f(ω(t)) = e−tXH(ω0)f(ω0). A��#�B

��' (���������	
 ���� ��������


5++���
 '���
  �� �� ��  ��� �  	���� � (�
 ����
 :  ������������
 ��		�  

�3

������ ω = (q, p)� �;�'
	(��
�� ����
��	� ��	 ������� �� 
������ ���
	'���
 	�

�9(���
�� �� !���	�
�� ���  
�����
�� ������	� ?����� ω0  ;: (� (�� � �
	(��
��

ω(t)  �� �, 	� �n  

������� ��� 
/�� ��

����
�
 �
	�� ���(���
�� ?�� �� ��  (� 	�  
�����
�� ������	� �
� : �
��

 
� ��� ���
��< ��� �D �
++���
 �'�	(����� (� �
���	���
  �� �������� ��


������� ���
�����
�� �� �� �� (��  
�
� ���� �� 
��	��� ��		
 ����
 ��	

�������� �(��
����
 ��� �D  �� ��� �	 ������� �� ��(��
 � '�	
�� �� ω �	

����
 t = 0 �
� ����
 �
��< ��  �� ��� ����/���� (�� ������, �� ��
+�+�	��,

ρ(ω0) ��� ��	� '�	
�� A��� ���	
/��  
� 	� ��  ��� � 9(������� � 	
  ��������


����
 ����
B� �� �(���
�� ρ(ω0) 
++���� � �		� ��	���
��

ρ(ω0) ≥ 0,

∫
ρ(ω0)dω0 = 1 A��"�B

�(��
����
 ��  
�
� ��� 	� ��
+�+�	��, ρ(ω0)dω0  �� �	 �(��
 �������������'


��	 ������� �� ��
'� �	 ����
 t = 0 ��	 /����� 
 '
	(����
 dω0 ��		
 �����


��		� ����� ��  
���/(���� �
� �'���
 ��C �	 '�	
�� �����
 �� (� /����� 



����'�+�	� �	 ����
 t = 0 �� �
	
 �	 '�	
�� ����
<  ��  ��������
 '�	
�� ��

���������
�� ��?���
 ��

〈ωµ〉0 =

∫
ωµ

0ρ(ω0)dω0 A��"�B

〈f〉0 =

∫
f(ω0)ρ(ω0)dω0 A��"�B

G��(��	����� (�;�� ������� ��	 '�	
�� ��		� '����+�	� ������ �� �	 ����
 t =

0 ����
�(��, (�;�� ������� �	 ����
 �(  ����'
 tH ��� 
������� �	 '�	
�� �����


��



�%) *�������	��
 ���� +	���	��


��		� '����+�	� �	 ����
 t > 0< �
++���
 ���� 	� ����� ��		� �
	(��
�� ��		�

�9(���
�� ��	 �
�
 �(		�  
�����
�� ������	�� -(����< �� 
�����
 	� A��#�B

�
++���
 �'���

〈ωµ〉t =

∫
ωµ(t, ω0)ρ(ω0)dω0 =

∫
e−tXH(ω0)ωµ

0ρ(ω0)dω0

〈f〉t =

∫
e−tXH (ω0)f(ω0)ρ(ω0)dω0 A��"#B

G�	 �
���	���
 �'�	(����
 	� ���������� ��	 ����
 ��� '�	
�� ������ ��		�

'����+�	� ������ �� f(ω) : �
	
 9(�		
 ��		� '����+�	� ωµ< 	� �
��� �(���
��	�

�� f(ω) ����� ���	������ ��	 ����
�

=�
	���< �� 
�����
 	� ��	���
�� A��)B �� �(D � ��'����

ω̇µ = {ωµ, H(ω)} , A��""B

ḟ(ω) = {f(ω), H(ω)} . A��"$B

��		� �(� ��������
�� ��		;�9(���
�� A���B � ��		;��'�������  ��
�� � ��		;����3

/��	� �(		
 �����
 ��		� ���� '�����
 ��������������  �� �
�����
 � ��'��	�

��		� �
��� �	�������'��

〈f〉t =

∫
e−tXH(ω0)f(ω0)ρ(ω0)dω0 =

=

∫
f(ω0)(e

−tXH(ω0)ρ(ω0))dω0 A��"�B

�� �� ����� 
	��� ��� 	�  

������� ������

〈ωµ〉t =

∫
ωµ

0 (etXH (ω0)ρ(ω0))dω0. A��"&B

=� 9(���� �
��� �� '���  ����������  �� 	� ���������� ����
��	� : �����

���������� ��		� '����+�	� ������ �� f 
 ω �		� �(���
�� �� ������+(��
�� ρ�

�� �(���
�� �� ������+(��
�� ���������� ��	 ����
 ρt(ω0) = etXH(ω0)ρ(ω0)


++���� � �		;��
������ �� ���
������

��



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��

∂

∂t
ρt(ω0) = {ρt(ω0), XH(ω0)} A��")B

=� ���	
/��  
� 	� ��  ��� � 9(������� �< 9(���� �(� �
��� �� ������ � �
�


 ������� �
��(	���
�� �� !�����+��/ � � ��.���/�� ��������'�������

G�		� �
��(	���
�� �� !�����+��/ 	
 ����
 ��	 ������� : ��� �? ��
 �� (��

�(���
�� ������, ρ(ω0) ������������ ��	 ����
 ��		
 �����
 ��		� ����� */��

'����+�	� ������ � 
++���� � �		;�9(���
�� ��	 �
�
 A��"#B�

G�		� �
��(	���
�� �� � ��.���/�� 	
 ����
 ��	 ������� : ��� �? ��
 �� (�

�(���
�� ������, ���������� ��	 ����
 �� 
��
 	� ρt(ω0)  �� 
++���� � �		;�3

9(���
�� �� ��
('�		��

=� ������+� �  ��� �� ���'���� �		
 �����
 '�	
�� ��� 〈f〉t�
�
���������
 �	  ��
 ��  (� ρ(ω0) = δ(ω0)� �
����(���
 	� ������+(��
�� δ

��		� A��"#B �� 
������

〈f〉t =

∫
e−tXH(ω0)f(ω0)δ(ω0)dω0 = e−tXH(ω0)f(ω0) A��"�B

 ��  
�� ���  
� 	� A��#�B� =�  
� 	(��
�� ��	  ��
 ��  (� ρ(ω0) = δ(ω0) ��


����/
�
 � ���(	���� 
����(�� ��� /	� ����� �(���

��



����	
�
 �

��
����
�� ����
��� ��

��������� ����	��	���

I��������� ��� ��� � ��� ���� ���� ���J

�� 	
��

�� ��  ��� � 9(������� � ��� � ��		� ����� ���, ��	 '�������
 �� 
	


��� ��� ��'��� �	  
��
�������
 ��		� ������� � 	�'�		
 �� �
� 
�� 
< � � �	�

�� 	(�/����� ������
�� 
 ��		;
����� �� 9(�		� ��		;��
�
 
 �� ����/�� ��		�

� �	� ��		� ��������
�� �( 	����� ��� �������� �� ������������ � 9(����? ���

���
����  �� �
� �
��
�
 ������ /�(���? ��� ��		� ��  ��� �  	���� ��

=� 9(���
  ����
	
 �����
 (�� +��'� ����
�(��
�� �		� ��  ��� � 9(��3

����� � ��		� �(� �
��(	���
�� (�(�	�H � ��	� ?�� �� ��������
 ��������(��
 �

 
� ���� �� ����
< 
����'�+�	� � ���(�� 9(������� �< '�	(����
 	� ��6������  
�

9(�		�  	���� ��

������
 �������  ��< ������ �� ��  ��� �  	���� � 	�  
�
� ���� ��	 '�	
��

��		� '����+�	�  
��(/��� � (� ���
 ������� ��������< �����'���
 	� �9(���
��

��	 �
�
< �� �������� 	;�'
	(��
��  
� ��� ���
�� ��+�������< �� ��  ��� �

9(������� � �
�����
 ���'����� �
	
 	� ��
+�+�	��, �� ���(����� �����������

'�	
�� �		;���
 ��		;����������
H 9(���
  
������ � (�  �������� ��
+�+�	���� 


�������� 
 �		� ��
����

>�;�	��� ���
������  ����������� � ��		� ��  ��� � 9(������� � :  �� ��3

�#
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������
 	� �
����	�� �����	��	��

���
�
  
���� �� /��������<  
�� �
����
�� � ���(	�
 �� (�� ����� �		�< �	

 (� '�	
�� �
� �(D ������  
�
� �(�
 ���(	����������  
� ��� ���
�� ��+�3

������< ����������������� ��		;�  (������� ��		� ���(�� A���� ���
 �� =���3

���������
�� �� !�����+��/B�

��� ��'����
 	;�'
	(��
�� ����
��	�< ����� �� ������� /�����	�< �����'��3

�
 �	 �
���	���
 �� !�����+��/ � � ��.���/��< �
� �����'���
 	;
�����
�� ���3

���, �� �
�
 �� �'��� (� �9(�'�	���� 9(������� 
 ��		;�9(���
�� �� ��
('�		�

 	���� �� �� ��� ����
�� ��		;�'
	(��
�� ����
��	� 9(������� � �� ������� (�(3

�	�<  �
: �����'���
 /	� 
�����
��< �
�  
������ (�  
���
��
 ������
  
� 	�

��  ��� �  	���� ��

��� 9(���
 �
��'
  
� ��������
 	� �
���� �������
�� �(	 �����//�
 ��

��  ��� �  	���� � � ��  ��� � 9(������� � �< ��  
���/(����< �(		� �����

�� 9(���������
��� -(���� �
���� 
�
 (�� �������  ��
�� � �� ���
 ���� �(�3

��
��  	���� �� � 
�����
�� 9(������� � � '� �'����� �� ��  ��� � 9(������� �<

9(����< ���, ��� ����� �� ������� �� �(���
�� �(		
 �����
 ��		� ����� =� ���3

�� 
	��� ��� ��'����
 	� ����� �� 1�2	31�/���  �� ���, (��	� ��� � ��'���

	;�'
	(��
�� ����
��	� �� (� �
���	���
  �� �������� (�  
���
��
 ������


 
� 	� ��  ��� �  	���� ��

!�� ����� 
 )
���*���

=� 9(���
 ����/���
 ��?�����
 �  
� ���� �� ����
 � 
����'�+�	� �� ��  ���3

 � 9(������� �< �
����
 	;�  ���
 �( ���	
/�� � ��6������  
� 	� ��  ��� �

 	���� ��

����� �����

=� ��  ��� �  	���� �< 	
 ����
 �� (�� ����� �		� '���� ��?���
  
�� (� �(�3

�
 ��		
 �����
 ��		� ����< �����'���
 �	 '�	
�� �����
 �� �
����
�� � ���(	�


(q0, p0)< 
 ��C �� /�����	�<  
�� (�� ������, �� ��
+�+�	��, ρ(q, p) ≡ ρ(ω)�

G�	 ����
  ��
 ���	���
 �� ����� �(��< ��	 �� 
��
 �� ����� ��� �	��

=� ��  ��� � 9(������� � �
� �
�����
 ���	��� �� �����
 ��		� ����< ���  (�

�"



�%� &���	 
 ,��
���-	�	

	� ��?����
�� �� ����
 ���, ���
 ���������< ��< '�����
<  � �
�
  
�(�9(�

��/	� ������� ��  
�(��  
� 	� ��  ��� �  	���� �� >� 
��
��(�
 �	�����


ψ �� (�
 �����
 �� !�	+��� H< ����
 ������ �� �����<  
� �
��� (/(�	� �

�< ��?��� � 	
 ����
 ��	 �������� >�
 ����� �
� �(D ������ ������������


�����'���
 (� '���
�� �� ����
 ψ  ��  
������ �(��� 	� ���
�����
�� �(	 ��������

�;
�� �� �
� (�����
 	� �
����
�� ����
�
��� �� ���� 
 �
����
�� +��3N��

��� ��� ��'��� (�
 ����
 9(������� 
� =	 �
�� ����'� ��	 ����
  �� �	 ��
�
��


� �	��� �� �(� ����� : ���
���
  
� (�� +�� N��< 〈φ|ψ〉<  
��������� �� �(�

�����< 	� �������� 〈φ|  ������� +��< � 	� ����� ������ |ψ〉<  ������� N��� =

'���
�� �� H �
�
  ������������� �� |ψ〉< �	 N��� =���
�( ���
 
�� 	
 �����
 H†<
	
 �����
 �(�	� �		
 �����
 ��� N��< �  (� �	������ �
�
 � �(���
��	� 	������ �(

H� �������������
 � '���
�� �� H†  
�� 〈φ| � +��� ��� ��'���
 �	 ��
�
��


������
 ��� �	������ �� H  
�� �	 ��
�
��
 � �	��� ��� (� +�� � (� N��

〈φ, ψ〉 = 〈φ|ψ〉 A#��B

�� 9(���� �
����
�� 	� ��
�����, ��	 ��
�
��
 � �	��� �� ��� ��'
�
  
���

�� 〈ψ|ψ〉 ���	� � ≥ 0 ∀ψ ∈ H � 〈ψ|ψ〉 = 0 ⇔ ψ = 0

�� 〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉 ∀ψ, φ ∈ H

#� 〈λψ|φ〉 = λ̄〈ψ|φ〉 ∀ψ, φ ∈ H
"� 〈ψ + φ|ϕ〉 = 〈ψ|ϕ〉 + 〈φ|ϕ〉 ∀ψ, φ, ϕ ∈ H

=�
	��� 	� �
��� ���
��� ��	 ��
�
��
 � �	��� : 〈ψ|ψ〉 1
2 �

=� ��/(��
 ����
�(����
 (� �
���	���
  �� �������� �� �������� ���(���
��

��  (� 	
 ����
 ������	� ��	 ������� �
� ��� (�
 ����
 �(�
� -(���
 �
���	���


: 	;���	
/
 ��� 	� ��  ��� � 9(������� � ��	 �
���	���
 ��		� �(���
�� ������,

��		� ��  ��� �  	���� ��

��������������
 	
 ����
 �� (� ������� �����'���
 	;
�����
�� ρ̂  �� ������

�	 �
�� �� 
�����
�� ������,� ��
 �������� �� ������������� �� ������� (��3

? ��� ��� �	  ��
 ��  (� 	
 ����
 ������	� :  
��	�������� ��� �? ��
< �����

�
�< ��� 	� ���(���
�� ��C /�����	� ��  (� 	
 ����
 ������	� ���  
�
� �(�
 ��

������� ��
+�+�	���� �< ����� ��������

�$



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��	��

����� �		
������

=� /�����	� (� 
����'�+�	� : (�� /�������� ���  (� : ��?���
 (� +�� �����3

�����
 ��
 �������
 �� ���(���

=� ��  ��� �  	���� � �++���
 ��?���
 (�� /�������� 
����'�+�	�  
��

(�� �(���
�� �� �
����
�� � �
����
< f(q, p)� �� 	
 ����
 ��	 ������� :

��� ����
 �� (�
 ����
 �(�
 (q0, p0) �	 '�	
�� ��		;
����'�+�	� : f(q0, p0)< �� :

��� ����
 �� (�� ������, �� ��
+�+�	��, �	 '�	
�� ��		;
����'�+�	� : ���
 ��	

'�	
�� ����
 〈f〉ρ�
=� ��  ��� � 9(������� � �  ��� (�� /�������� 
����'�+�	� A : ���
 ���


(� 
�����
�� 	������ �� �(�
�//�(��
 Â ��		
 �����
 H� �;������� ��� '�	
��

�
���+�	� ��� 	� ���(�� �� (�� /�������� : ���
 ��		
 ������
 ��		;
�����
�� ��

���� ���
 ���
� �� 	�������, ��		;
�����
�� ���� (��  �� ���
 �
��� ������ ���3

���������
  
�� (�� ����� � A�'���(�	����� ��?���
3�������
��	�B �� (��

9(�	 �� +���< ������ 	;�(�
�//�(������ ���� (��  �� 	
 ������
 ��		;
�����
��

��� ���	��

������
  
�� '��/
�
 ������������� �  �� ��
�����, ����
 /	� 
�����
��

��	 �
���	���
 �		� ���� � (� 
�����
�� �� ���	� � �( �� (� N�� �� �������� �

	� �(� ����/��� : �� 
�� (� N�� Â|α〉� =	 '���
�� |α〉 : ����
 �
������� �� Â

��

Â|α〉 = a|α〉 A#��B

�� ��	  ��
 a : ����
 �
������� �� Â�

��?����
 〈α|Â  
�� �	 +��  �� ���(	�� ��		;���
�� ��		;
�����
�� Â �(	

+�� 〈α|H �� ����� 
	���< ��	  ��
 ��  (� Â ��� (� 
�����
�� �(�
�//�(��
 〈α|Â
 
�� ���  
� �	  
��	���
  
��(/��
 〈α|Â† �� Â|α〉�

=� 9(���� �
����
�� ��� ��'���
 	� ��?����
�� �� 
�����
�� �(�
�//�(��
�

autoaggiunto 〈Âφ|ψ〉 = 〈φ|Âψ〉 A#�#B

��� /	� �'�	(��� �(  ����'�< ��	 �
����
  �� (�����
 �
	
 
�����
�� �(�
�/3

/�(��� Â† = Â �(D ������ (��	� ����
�(��� 	� ��/(���� �
����
��

〈φ|Â|ψ〉 = 〈Âφ|ψ〉 = 〈φ|Âψ〉 A#�"B

��



�%� ���-�-	�	�. �����	��	��

=� ��  ��� � 9(������� �<  
������������ � 9(���
 �''���� �� ��  ��� �  	��3

�� �< �	 '�	
�� ��		;
����'�+�	� : ������ ���
 ��	 '�	
� ����
� G�	  ��
 ��

����� �(�� �	 '�	
�� ����
 〈Â〉φ �� Â ��	���'
 �	 '���
�� �� ����
 φ< �� 9(���


�
���	���
<  
�� ���  
� �	 '�	
�� �� ���������
���

〈Â〉φ = 〈φ|Â|φ〉 A#�$B

G�	  ��
 �� ����� ��� �	�< '�����
 ��	 ����/���
 A#�"B  �� �	 '�	
�� ����


'���, � ����
 �� ������� ��		;
�����
�� ρ̂< ���	
/������ � 9(���
 '���
 ��

��  ��� �  	���� ��

5 9(���
 �(��
 : (��	� ��?���� 	� ���(��(�� �� ����
����� ��� 
�����
��[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â A#��B

-(���� ����� ��?��� � �	  
��(���
�� � /
�� ��		� ��/(���� ��
�����,�

��
[
Â, B̂

]
= −

[
B̂, Â

]

��
[
a, Â

]
= 0

#�
[
aÂ + bB̂, Ĉ

]
= a

[
Â, Ĉ

]
+ b

[
B̂, Ĉ

]

"�
[
ÂB̂, Ĉ

]
= Â

[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂

$�
[
Â,
[
B̂, Ĉ

]]
+
[
Ĉ,
[
Â, B̂

]]
+
[
B̂,
[
Ĉ, Â

]]
= 0

 
� a � b �(����  
��	�����

-(���� ��
�����, ��� �  
��(���
�� �
�
 	� ������ ��
�����, �
���	� ��		�

��������� �� �
���
��

!�� "��*�*����+ ���	������

=� 9(���� ����
�� ���	�������
 (�
 ��/	� ������� ��C ���
������ ��		� ��  �3

�� � 9(������� �< 	;������
 ��
+�+�	���� 
� ��� ���� 9(���
 �
++���
  �������

	� ���(�� ��		;���
�����
��  
����(�� ��	 '���
�� |ψ〉�

�&



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��	��

��� A 	� /��������  �� '
/	���
 
����'��� � Â 	;
�����
�� �(�
�//�(��


�� ���� ���
 ���
� �
���������
< ��� ����	� ��, �
����
��	�< 	;�9(���
�� �/	�

�(�
'�	
�� ��� Â ��	  ��
 ��  (� �
�  � ��� ��/�������
�� ��/	� �(�
'�	
�� � 	


������
 ��� ��� ���
�

Â|αn〉 = an|αn〉 A#�&B

�
�����
 ������ �'�	(����� �	 '���
�� �� ����
 ��		� �
���

|ψ〉 =
∑

n

cn|αn〉 A#�)B

�� ��
+�+�	��,  �� (�;
����'���
�� �� A �		;������� � �
���� � �	 '�	
�� an : ��	

 ��
 �� (�
 ����
 �(�


P (an) = |cn(t)|2 = |〈αn|ψ〉 |2 A#��B

-(���
< �� �� ��	  ��
< �� ����� �(�� ����
�( � (�� �������
�� ��
+�+�	���� �

��	���'� �		;����
 ��		� ���(���

>�� ��		� ��6������ ��C ��
�
��� ��� ��  ��� �  	���� � � ��  ��� �

9(������� � : �	 ����
  ��< �� ��  ��� �  	���� �< ��	  ��
 �� ����� �(��< ���


ω0 = (q0, p0) �	 '�	
�� �� f(ω0) : (��'
 ������ ����������
< ������ �� �� 3

 ��� � 9(������� �< �� �� ��	  ��
 �� ����
 �(�
< 	� �������
�� �(		� ���(��

��		;
����'�+�	� : ��
+�+�	���� �< � ���
  �� �	 ������� ��� �� (� �(�
����


���
 ���
 �		� /�������� 
����'���� >�;�	��� �� (	�����, ��		� ���(�� 9(��3

����� � ������� ��	 ����
  ��< 	
 ����
 ��	 ������� '���� ��
������
< ��� �6���


��		� ���(��< ��	 ����� 
	��� �(�
����
 |αn〉 ��	���'
 �		;�(�
'�	
�� an ���(��3

�
�

-(���
 ��(�� �  
��������� 	;�� 
�����+�	��,  �� �(D �������� ��� 	� ���3

(����
�� �(  ����'� �� �(� ��'���� 
����'�+�	� A � B� �� ����� ���(����
��

������� �	 ������� �� (� �(�
����
 �� Â� -(���
 �� ��
 ��� � ���(���� B

�� Â � B̂ �
�  
��(���
 �
� �'����
 �(�
�����  
�(�� � ��� �D 	� �� 
���

���(����
�� �
��? ���, �
�������	����� 	
 ����
 ��	 ������
 ��
�������
	


�� (� �(�
����
 �� B̂� =� 9(���
 �
�
 	;���
�����
�� �( A 
����(��  
� 	�

����� ���(�� : �����(��� �  �(�� ��		� �� 
����

�)
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�
������������ � 9(���
 �''���� �� ��  ��� �  	���� �< �� ��  ��� � 9(��3

����� � �� �� 
�����
 ��� 	����� �		;���
�����
�� 
�����+�	� �(	 �������� -(����

	����� �
�
 	�/��� �		� ���(�� ������ ��	 ��
 ���
 �� 
����'���
�� �  
����(��3

 
�
 �	 �������� �� ��������������� �� ����������

����
 Â � B̂ �(� 
�����
��  �� �
�  
��(���
� ����
 〈Â〉 � 〈B̂〉 � '�	
��

���� �� Â � B̂ �(		
 ����
 ψ ��	 ������� � /	� � ���� 9(������ � ���� �� ��	�

'�	
���

(∆Â)2 = 〈(Â− 〈Â〉)2〉 A#���B

(∆B̂)2 = 〈(B̂ − 〈B̂〉)2〉 A#���B

�(��
����
  �� [Â, B̂] = iĈ �	 ���� ���
 �� �������������
�� ��		� �(� �
���

��C /�����	� ���,�

∆Â∆B̂ ≥

∥∥∥〈Ĉ〉∥∥∥
2

A#���B

��  
���/(����< �� �(� 
�����
�� Â � B̂  
��(���
< : �
���+�	� ��
'���

(�� +��� �� �(�
'���
��  
�(�� � 9(���� ���(�� ������������ �� 9(���� �(�

/�������� �
� �� ��O(�����
 	;(� 	;�	����

�
���������
 �� ����� 
	��� /	� 
����'�+�	� �
����
�� � ���(	�
� ��		�

��	���
�� ��  
��(����
��

[q̂, p̂] = i� A#��#B

��/(� ��������������  ��

∆q̂∆p̂ ≥ �

2
A#��"B

��  (� ∆q̂ : 	;���
�� �(		� �
����
�� � ∆p̂ 9(�		
 �(		� 9(�����, �� �
�
< ������

� : 	�  
������ �� �	�� N ���
���	������� -(���� �
�����
 �6������  �� �
�

: �
���+�	�  
�
� ��� ���(	���������� �
����
�� � 9(�����, �� �
�
 �� (�

���
 
//���
  
� ��� ���
�� ��+��������

��
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������


����� �� ���	������ 	;�'
	(��
�� ����
��	�� ����
�
 ��'���� ���� �� ��� ����
��<

�(��� �9(�'�	����� ��� ��'���
 � �(� �
���	���� ��C ���
������< �	 �
���	���


�'�	(����
 �� !�����+��/< 8
��< 7
����<  �� �� +��� �(		;����
  �
 �����3

 ��	�< � �	 �
���	���
 �'�	(����
 �� �� 8�
/	�� � � ��.���/��  �� �� +���

�(		;����
  �
 
��(	��
��
�

����� �
	�������
 �� ���������
�

�;�'
	(��
�� ����
��	� �� (� '���
�� �� ����
 �(�
 |ψS(t)〉 : /
'������ ��	3

	;�9(���
�� �� � ��.���/��

i�
d

dt
|ψS(t)〉 = Ĥ(t)|ψS(t)〉 A#��$B

�
'� Ĥ(t) : 	;
����'�+�	� ���
 ���
 �		;����/�� �
��	� ��	 ������� �� :  ����3

��
 
�����
�� !���	�
����
� �� 
��
 � ��9(����� ������������'�< �	 N�� |ψS(t)〉
��'� ���������� �
���	�����
 �(����� 	� �(� �'
	(��
�� ����
��	� �		;��3

����
 ��		
 �����
 �� !�	+���� 5		
�� 	;������� ��� N�� �� �
��� (�������

 �� ������������
 �	 ������� ��� '��� ������� �(  ����'� �(D ������ ��/(�����


 
�� 	� �(  ����'� �
����
�� ��		
 �����
 �� !�	+��� 
  (���� ��	 N�� ������	�<

 
�� �� 	;�'
	(��
�� ����
��	� �
��� (�� �
��� �� �
����
�� ���
��� �� (��

�����
�����
�� (������� ���������� ��	 ����
�

�;�9(���
�� �� � ��.���/�� : (�;�9(���
�� 	������< ��� �D ��� (� t ?����


|ψS(t)〉 ������� 	���������� �� |ψS(t0)〉� 5		
�� �
�����
 � ��'���

|ψS(t)〉 = Û(t)|ψS(t0)〉 A#���B

�
'� Û(t) : (� 
�����
�� 	������  �� ������ �	 �
�� �� 
�����
�� �� �'
	(��
��

����
��	�� �
�����
����������� |ψS(t)〉 '����  ������
 �'
	(�
 ����
��	�

�� |ψS(t0)〉 �	 ����
 t� ��		� A#��$B � ��		� A#���B ��/(�  ��

i�
d

dt
Û(t)|ψS(t0)〉 = ĤÛ(t)|ψS(t0)〉 A#��&B

#�



�%� �����	��
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������


9(����< ������� �		�  
�����
�� ������	� Û(0) = 1 ��������� (��'
 ������

Û(t) �� : ��������
 '���? ���  �� ������+� �
�
 �
��������� ��

Û(t) = e−
iĤt

� A#��)B

 �� �� (�� �
��� ���	
/� �		;
�����
�� �� �'
	(��
�� ����
��	� �� ��  ��� �

 	���� � ��?���
 ��		� A��#)B�

�����
 	;�9(���
�� �� � ��.���/�� �� � ��'� �� �������������
�� ��  

���3

���� � ��'����

i�
∂

∂t
ψS(q, t) = Ĥ(t)ψS(q, t) A#���B

=� ���	�,  �D  ��  � ��������� ?�� ������ : 	� ���������� ��	 ����
 ��� '�	
��

�� ���������
�� ��		� 
����'�+�	�<  �
: ��

〈ÂS〉t = 〈ψ|ÂS|ψ〉 A#���B

�;�'
	(��
�� ����
��	� �� ÂS ��		� ��� ����
�� �� � ��.���/�� �� 
������

������
 ?��
 	;
�����
�� ÂS � �� ���
 ��������� ��	 ����
 �
	
 |ψS〉�

〈ÂS〉t = 〈ψS(t0)Û
†|ÂS|ÛψS(t0)〉 A#���B

����� �
	�������
 �� �
�	
�
��

G�		� ��� ����
�� �� !�����+��/ 	;�'
	(��
�� �� (� 
����'�+�	� �� 
������ ���3

������
 ?��
 	
 ����
 � �� ���
 ��������� ��	 ����
 	;
�����
��  
�����
�3

������

=	 '���
�� �� ����
 |ψS(t)〉 �	 ����
 t : �������
 �� ������� �� |ψS(t0)〉 ��		�
��	���
�� A#���B �
'� Û(t) : 	;
�����
�� �� �'
	(��
�� ����
��	�� ��	 �
3

����
  �� 9(���
 
�����
�� : (������
< : �(L ����� ���� (�� �����
�����
��

(������� ���
 ���� �		;
�����
�� Û †(t) ��� 
������� (� '���
�� �����
����


|ψH〉 = Û †(t)|ψS(t)〉 = Û †(t)Û(t)|ψS(t0)〉 = |ψS(t0)〉 A#���B

G�		� ��� ����
�� �� !�����+��/< 9(����< �	 '���
�� �� ����
 :  
������ �� :

(/(�	� � |ψS(t0)〉� =	 �����
����
 ÂH(t) �� (� 
�����
�� ÂS(t) : ���
 ��

ÂH(t) = Û †(t)ÂS(t)Û(t) A#��#B

#�



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��	��

� 9(���� ������� ��	 ����
 ����������������� �� ÂS�

��	 
	���
 	;�'
	(��
�� ��		;
�����
�� ÂH(t) 9(���
 ÂS �
� �������

���	� �������� ��	 ����
� >����
 	� A#��&B � 	� �(� �//�(��� 
�������
�

d

dt
ÂH(t) = − 1

i�
Û †(t)Ĥ(t)ÂS(t)Û(t) +

1

i�
Û †(t)ÂS(t)Ĥ(t)Û(t) A#��"B

=� �  
��
  
� 	� ��?����
�� A#��#B 
�������


i�
dÂH

dt
= [ÂH(t), Ĥ(t)] A#��$B

�� �
��(	���
�� �� !�����+��/ � �� � ��.���/�� �
�
< ��� �� ��  ��� �  	���� �

 �� �� ��  ��� � 9(������� �<  
��	�������� �9(�'�	���� ��  
� ���(�	�����

�
	�
 ��'����� G�		� �
��(	���
�� �� � ��.���/��  	���� � 	
 ����
 ��	 �������

: ��� �? ��
 �� (�� �(���
�� ������, ���������� ��	 ����
 �� �  
��
  
�

	;�9(���
�� �� ��
('�		�< �� 9(�		� 9(������� � 	
 ����
 ��	 ������� ������� ��	

����
 �� �  
��
  
� 	� A#��$B� =� ������+� �  ��� �++���
 ��?���
 (� 
���3

��
�� ����
��	�  �� �/�� � �(		
 ����
 �� ���
	
 �(
����� G�		� �
��(	���
��

�� !�����+��/ ���  	���� �  �� 9(������� � 	
 ����
 ��	 ������� : ������������

��	 ����
 � /	� 
����'�+�	� ������
�
 ��	 ����
 �� �  
��
  
� 	� A#��$B�

!�# )�
�����
 �
	��+

-(���
 ����
 ?�
�� ��/(���� �  ��� ��  (� 	
 ����
 ��	 ������� : ��?��3

�
 ����/����
 (�� ���/
	� �(���
�� �;
���� -(���
 ����
  
�����
��� �		�

���������
�� ��	 �������  
� 	� ������� ���
�����
�� �
���+�	� � �++���


����
  �� 	� �(� �'
	(��
�� : /
'������ ��		;�9(���
�� �� � ��.���/��� =	

'���
�� �� ����
 : �����
 � ��� ��'��� �
	
 9(�� ������� ��  (� ��  
�
� � ����3

������� 	
 ����
 ������	�H 9(���
 �
���	���
 �
����  ��< �
�
������ �� �++��

	� ������� ���
�����
�� �(	 �������<  ;: ������ (� ������
 ��
+�+�	���� 


��	���'
 �		� �������
�� �(		;����
 ��		� ���(���

=� 9(���
 ����/���
 ����
�(����
 (� �
���	���
  �� �������� �� ����3

��������� �� ������� (��? ��� ��� �	  ��
 �� ����� �(��  �� �	  ��
 �� �����

��� �	��

#�



�%� ,�
�����
 �
��	�.

5++���
 /�, ����
  �� (�
 ����
 �(�
 �(D ������ ������������
 �����'��3

�
 (� (�� 
 '���
�� �� ����
 |ψ〉� �������
  �� �	 '���
�� �� ����
 �� �(D

���������  
�� �
'����
����
�� �� �(�
����� �� (� /����� 
 
����'�+�	�� ���

A 	� /��������  �� '
/	���
 
����'��� � Â 	;
�����
�� �(�
�//�(��
 �� ����

���
 ���
�

��		� A#��B �������
  �� 	� ��
+�+�	��,  �� (�;
����'���
�� �� A �	 ����


t �
���� � �	 '�	
�� an :

P (an) = |cn|2 = 〈ψ|αn〉〈αn|ψ〉 A#���B

=� /�����	�< ��� �	 ������� ��		
 ����
 |ψ〉 �	 '�	
� ����
 �� (� 
����'�+�	� B

:�

〈B̂〉 = 〈ψ|B̂|ψ〉 A#��&B

��	 �
����
  ��< ��	  ��
 �� ����� �(�� �	 '�	
�� �� ���������
��  
�� ���  
� �	

'�	
� ����
� ��?����
 	;
�����
�� �� ��
����
�� Pn = |αn〉〈αn| � ��� ��'���


	� ��
+�+�	��, P (an) � �	 '�	
�� �� ���������
�� �� ������� �� Pn�

P (an) = Tr (Pn|ψ〉〈ψ|) A#��)B

〈B̂〉 = Tr
(
B̂|ψ〉〈ψ|

)
A#���B

�����+� 	� ��	���
��  
��'
	/
�
 	;
�����
�� |ψ〉〈ψ| ����
 ������� ��������
ρ̂ = |ψ〉〈ψ| A#�#�B

�� ��	���
�� ��� ������ �
��
�
 ������ ��� ����� ��		� �
���

P (an) = Tr (Pnρ̂) A#�#�B

〈B̂〉 = Tr
(
B̂ρ̂
)

A#�#�B

�
���������
 �����
 �	  ��
 ��  (� ����
 ��������  
��
����� �� �� �����3

�� �
� ��C 	�/��� �
	����
 �	 ��
 ���
 �� ���(�� 9(������� � ��	 �������< ��

�������� �� �� ���
< 	�/��� �		� �
���� ���
���+�	��, ��  
�
� ��� �(L �����3

����� 	
 ����
 ��	 �������� �(��
����
  �� �	 ������� �� ��
'� �� (�
 ��/	�

����� ������������� ��� '���
���

ψ1, ψ2, ..., ψj , ... A#�##B

##



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��	��

��������'������  
� ��
+�+�	��,

p1, p2, ..., pj , ... A#�#"B

�
'� ���(��	�����
∑

i pi = 1�

�
 ����
 |ψi〉 �� � ��'� ������  
�� �
'����
����
�� ��/	� �(�
����� �� Â�

|ψi〉 =
∑

n

cin|αi
n〉 A#�#$B

��  
���/(����< �� 9(���
  ��
< 	� ��
+�+�	��,  �� (�;
����'���
�� �� A �	

����
 t �
���� � �	 '�	
�� an :

P (an) =
∑

i

pi|cin|2 =
∑

i

piTr (Pn|ψi〉〈ψi|) , A#�#�B

������ �	 '�	
�� ����
 �� (� 
�����
�� B̂ ���,�

〈B̂〉 =
∑

i

pi〈ψi|B̂|ψi〉 =
∑

i

piTr
(
B̂|ψi〉〈ψi|

)
A#�#&B

-(����< �� �� ��	  ��
 ��/	� ����� ��� �	�< ��++��� �
� �
�����
  �������3

������ �	 ������� ������� (� '���
�� |ψ〉< �
�����
 ����
�(��� (� 
�����
��

������, �� ������� ��	 9(�	�  �������������  
��	�������� �	 �������

ρ̂ =
∑

i

pi|ψi〉〈ψi| A#�#)B

=� ����� 
	��� �� �(D ���
������  �� 	� ��
+�+�	��, P (an) � �	 '�	
�� ����


�
�
 ���� ��������'������ ��

P (an) = Tr (Pnρ̂) A#�#�B

〈B̂〉 = Tr
(
B̂ρ̂
)

A#�"�B

�;
�����
�� ������, /
�� �� �	 (�� ��
�����, /�����	��

�� ρ̂ : �(�
�//�(��


�� ρ̂ ≥ 0

#"



�%� ,�
�����
 �
��	�.

#� Tr(ρ̂) = 1

"� Tr(ρ̂2) ≤ 1

=�?��< ��	  ��
 ��/	� ����� �(�� ρ̂ �� ����� 
	��� ��
�����,  �� �
��
�
 ������

���
��� ������������ ��		� ��?����
�� A#�#�B�

�� ρ̂ = ρ̂2

�� Trρ̂2 = 1

G�	 ��
����
 ����/���
 ��(������
 	;�'
	(��
�� ����
��	� ��/	� 
�����
��

������,< ����
�( ���
 (� ���	
/
 ��		;�9(���
�� �� ��
('�		�  	���� ��

����� ���������
 �
������
 �
��� ��
������ �
�	���

�
 � 
�
 �� 9(���
 ����/���
 : ��� ��'��� 	;�'
	(��
�� ����
��	� �� �� 3

 ��� � 9(������� � �����'���
 (� �
���	���
 ���	
/
 �		� ��  ��� �  	����3

 �� 5++���
 ����
�
��
 �	 �
���	���
 ��		;
�����
�� ������,  
�� 	;���	
/


��	 �
���	���
 ��		� �(���
�� ������, �� ��  ��� �  	���� �< �
'�< �++���


'���
  �� 	;�'
	(��
�� ����
��	� ��	  ��
 �� ����� ��� �	� : ��� ����� ��	3

	;�9(���
�� �� ��
('�		�� ��� ��(����� 	;�'
	(��
�� ����
��	� ��		;
�����
��

������,< ��	 �
����
  �� ����������� (�
 ����
< (�����
 	� �������������
��

�� � ��.���/��� 5 ������� ��		;�9(���
�� �� � ��.���/�� A#��$B< ����'����


(�;�9(���
�� �� �'
	(��
�� ��� 	;
�����
�� ������, ���	
/� �		� A��")B<  ��

��?�����
 �9(���
�� �� ��
('�		� 9(������� ��

�
���������
 	
 ����
 �(�


ρ̂ = |ψ〉〈ψ|; A#�"�B

��	 
	���
 �	  
��	���
  
��(/��
 ��		� A#��$B � 
�������
 	;�9(���
�� ��

�'
	(��
�� �� 〈ψ|

−i� d
dt
〈ψ(t)| = 〈ψ(t)|Ĥ† = 〈ψ(t)|Ĥ A#�"�B

#$



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��	��

	;(	���
 �����//�
 : �
'(�
 �		;�(�
�//�(������ �� Ĥ�

0
	���	� ���
 	� A#��$B � ������ ��� 〈ψ| � 	� A#�"�B � �������� ��� |ψ〉 �

�
�����
 	� �(� �9(���
�� ���(	�����< �� 
�������

i�
d

dt
ρ̂ = (H|ψ(t)〉〈ψ(t)| − |ψ(t)〉〈ψ(t)|H) = − [ρ̂, H ] A#�"#B

-(���� 	;�'
	(��
�� ����
��	� ��		;
�����
�� ρ̂(t) :

i�
d

dt
ρ̂(t) = −[ρ̂, Ĥ] A#�""B

=� �������������
�� ��  

������� 	;�9(���
�� �� � ��.���/�� : ���� ��		�

A#���B �< ��  
���/(����< 	;�'
	(��
�� �� ρ̂(t) : ���� ���

i�
∂

∂t
ρ̂(t) = −[ρ̂, Ĥ ] A#�"$B

G��(��	����� 9(���
 ����
 �� ��	���
�� �/	� ����� �(�� '�	� �� �� ��� �����

��� �	�� >��	������
 	� A#�#)B � ��������
 	;���	��� ����� ��� /	� ����� �(��


�������


i�
d

dt
ρ̂ =

∑
i

pi

(
Ĥ|ψi(t)〉〈ψi(t)| − |ψi(t)〉〈ψi(t)|Ĥ

)
= −[ρ̂, Ĥ] A#�"�B

5����'���
 9(���
 �
���	���
 �++���
 ����'��
 (�;�9(���
�� �� �'
	(��
��

����
��	� '�	��� 9(�	(�9(� ��� 	� �
����  
�
� ���� �(	 �������< ��� ��	  ��


�� ����� �(��  �� ��	  ��
 �� ����� ��� �	��

!�& ����� �
���	��� ������ ���� �
���	���

���	������

=� ��  ��� � 9(������� � �
����
�� � �
����� ��'�����
 
�����
��  �� �
�

 
��(���
 �( (�
 �����
 �� !�	+���� *�� /	� 
����'�+�	� �
� �
�
 ��C �(���
��

�( (�� '�����,< �� 
�����
�� �(�
�//�(��� �(		
 �����
 �� !�	+���� >�
 ����


�
� : ��C (� �(��
 ��		
 �����
 ��		� ���� �� (�� ����� � ������,  �� �(D

������ '����  
�� (�� ����� �� 
����'�+�	� �� �(���� ���	��

#�



�%( ����� �
����	�� �����	�� ���� �
����	�� �����	��	��

�� 9(���������
�� �� (� �������  	���� 
 �� �(D ���� �����'���
 �	 ��������

�� ������������< �	 9(�	� ���
 �� �� 
/�� 
����'�+�	�  	���� 
 f (� 
����3

�
�� f̂ �(		
 �����
 �� !�	+���  
� 	� �� ������  �� 	� ��������� �� �
���
� ���

����������� ��	  
��(���
���

{f, g} �→ − i

�

[
f̂ , ĝ

]
A#�"&B

��� 	� �(���
��  

������� 	�  
�����
������ : ����	� ������

q �→ q̂ = q A#�")B

p �→ p̂ = −i� ∂

∂q
A#�"�B

��  
���/(���� �� 9(���� ��	���
�� : 	� �
�  
��(����'��, �� �
����
�� �

�
����
�

[q̂, p̂] = i� A#�$�B

 ��  
��( � �	 ���� ���
 �� =������������
�� �� !�����+��/

∆q̂∆p̂ ≥ �

2
A#�$�B

5����'���
 �	 ���� ���
 ��  
�����
������ �� �(D � ��'��� 	;�9(���
�� ��	 �
�


��/	� 
�����
��  �� �++���
 �� �'��
 ��		� ��� ����
�� �� !�����+��/�

5 ������� ��		;�9(���
�� ��	 �
�
 �� ��  ��� �  	���� �

df

dt
= {f,H} +

∂f

∂t
A#�$�B

���	� ���
 �	 ���� ���
 ��  
�����
������<  �
: �
����(���
 �		� �(���
�� f

	;
�����
�� f̂ � �		� ��������� �� �
���
� �	  
��(���
�� �� ���

df̂

dt
= − i

�

[
f̂ , Ĥ

]
+
∂f̂

∂t
A#�$#B

=	 ���� ���
 ��  
�����
������< �(���'��< : ��(��
��
 ��
+	����� 
� >�
 ���

��
+	��� ��C ��	�'���� ������� ��	 ����
  �� �������� (�;��+�/(��,� �
����3

�����
 �� ������
 	� �(���
��  	���� � p2q� 5� ����  
�����
��
�
 ��'����


�����
�� 9(������� �� p̂2q̂< p̂q̂p̂< q̂p̂2 � 	�  
�+�����
�� 	�������

G�	 ����/���
 �(  ����'
 ��(������
 	� �����  �� �
����
 
����'�+�	�

 	���� � �� 
�����
�� 9(������� � ��� �(������ � ��
+	���  
������ �	 ���� ���


��  
�����
�������

#&



�% �����	��
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 	� �
����	�� �����	��	��

!�' ����
 �� ���	��������	


=� 9(���
 ����/���
 ���+�	����
 (��  
������
�� ��� �����
 ��		� ����  	����3

 
 � 9(������� 
 �	���
 ��� 9(�� �������  �� ����
 (�� +�� ��?����  
�3

��
�����  	���� �� �
/	���
 ���
 ���� �� 
/�� 
����'�+�	�  	���� 
 (�
 � (�

�
	
 
�����
�� �( H� �
��� ���
  
	 ��?���� (�� ����� �� 9(���������
��

/����� ��

���
 (� 
�����
�� Â �( H<  
���������
 (� ��� �� 
�����
�� Û(x̄) �(

H �
'� x̄ = (x1, ..., xN )� �� �(���
��  
�����
������ �		;
�����
�� Â<  ��

 ��������
 �������< : ��?���� �� P�Q ��		� ��/(���� �
��(	�

fÂ(x̄) = Tr
[
ÂÛ(x̄)

]
A#�$"B

�;
�����
�� Û(x̄) ��?��� � 	� ����� �� 
�����
�� 9(������� � � �(���
�� �(		


�����
 ��		� ����< � ��� 9(���
 �
��'
 '���,  ������
 ���
������� �(��
��3

��
  �� 	� ��	���
�� A#�$"B �++�� (� ��'���
<  �
: �(��
����
 ������ (��

����/	�� �� 
�����
�� D̂(x̄) �/���� �(		
 �����
 �� !�	+��� ��	�  ���

Â =

∫
fÂ(x̄)D̂(x̄)dx̄ A#�$$B

TrÂ =

∫
fÂ(x̄)TrD̂(x̄)dx̄ A#�$�B

�;
�����
�� D̂(x̄) '���,  ������
 �
�������

-(���� ��	���
�� ��?��� 
�
 (�� ����� ��'����+�	� ��		;
�����
�� Â ��		�

�(���
�� fÂ� 0
	���	� ���
 ������+� � ���+�� ��		� A#�$$B ��� 	;
�����
��

Û(x̄′) � �� ���
�� 	� ���  ��< 
�������
 	� ��	���
�� ��  
��������� �
���������

��/	� 
�����
�� Û(x̄) � D̂(x̄)�

Tr[Û(x̄′)D̂(x̄)] = δ(x̄′ − x̄) A#�$&B

�� �� ��?��� � (�� ����� �� �
�
  �� �	 ���+
	
 ��		;
�����
�� �������, �

��� 	� �(���
�� (���,< �		
�� �	 ��9(������� Û(x̄) �
������

TrÛ(x̄) = 1 A#�$)B

#)



�%) ����
 �	 �����	����	��


� �	 9(������� D̂(x̄) �
������ ∫
D̂(x̄)dx̄ = 1; A#�$�B

�� 9(���
 �
�
 �
�  � �
�
 ��+�/(��, ��		� ��?����
�� �� Û(x̄) � D̂(x̄)�

5����'���
 9(���� ����� �
�����
 ��� ��'��� /	� 
����'�+�	� 9(������� �

�� ������� �� �(���
��  	���� ��� ��D  ��  ��+�� : 	;�	/�+��<  �� �
� ���, ��C

9(�		� ���
 ���� �	 ��
�
��
 �(��(�	�<  
�� �� ��  ��� �  	���� �< �� (�;�	3

/�+�� ���
 ����'�  
� (� ��
�
��
 � �
�  
��(����'
 ����'��
 ��	 ��
�
��


��� 
�����
���

fÂB̂(x̄) = fÂ � fB̂ := Tr[ÂB̂Û(x̄)] A#���B

�;���
 ����'��, ��	 ��
�
��
 �

fÂ � (fB̂ � fĈ) = (fÂ � fB̂) � fĈ A#���B

: /�������� ��		;���
 ����'��, ��	 ��
�
��
 �������� �� 
�����
�� �� H<  �
:

Â(B̂Ĉ) = (ÂB̂)Ĉ�

=	  
��(���
�� ���
 ���
 �	 ��
�
��
 � ���,

[fÂ, fB̂] = fÂ � fB̂ − fB̂ � fÂ A#���B

�����  ���� �� !
"�#!���
�

�� �����  �� (�����
 ��� ���
	'��� 	� ��+�/(��, ��	���'� �	 ���� ���
 ��  
�3

����
������ : 	� ����� �� 1�2	31�/���� -(���� ����� �� �(���
�� '��3

��//� (��	� ��� 	� ��� ����
�� ��		� ��  ��� � 9(������� �� =�������(��
 �� �(D

'�����  �� �	 9(������� � �	 ��9(������� �
�
 (/(�	� � ���
 �� (��  
������<

��
	��� 9(���� ����� �����
��� �(���
�� ���	� �� 
�����
�� �(�
�//�(��� �

�(���
�� �� L2 �� 
�����
�� �� !�	+���3� ������

���
 (� 
�����
�� Â  �� �/�� � ��		
 �����
 �� !�	+��� ��		� �(���
�� �

9(�����
 ����/��+�	� ψ(x) �( R< �	 ���+
	
 �� 1�2	31�/��� �� Â � 	� �����

�� �� 
���(��
�� �
�
 ��?���� �����'���
 	� ����/	�� �� 
�����
��

Û(x̄) = 2D̂(z)(−1̂)a†aD̂(−z) A#��#B

D̂(x̄) =
1

2π
Û(x̄) A#��"B

#�



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��	��

�
'� (−1̂)a†a : 	;
�����
�� �� �����, �D(z) 	;
�����
�� (������
 �� ��
�������


 
� z = 1√
2
(q + ip)

�
�����
 (���� (�� �
����
�� ����	���� � ��� �	 '���
�� ���	� � � ��'���

x̄ = (q, p) �
'� 	� '����+�	� q � p �
�
 '����+�	� ��������
��	�� @	� 
�����
��

��  �����
�� � �����(��
�� â � â† �
�


â =
1√
2
(q̂ + ip̂), â† =

1√
2
(q̂ − ip̂) A#��$B

� '�	�
[
â, â†

]
= i�� �;
�����
�� (������
 �� ��
�������
<  �� ���	���� (��

�������������
�� ��	 /�(��
 ��		� ����	���
�� ��	 ����
< �(D ������ � ����


��		� �
����

D̂(z) = exp
(
z a† − z∗a

)
A#���B

>����
 	� ��/(���� ��
�����, ��		;
�����
�� D̂(z)

D̂(−z) = (−1̂)a†aD̂(z)(−1̂)a†a A#��&B

TrD̂(z) = π δ(�(z)) δ(�(z)) A#��)B

�� �(D '���? ���  �� �	 9(������� � �	 ��9(�������< ��		� ����� �� 1�2	<

�
�������
 	� ��	���
�� ��  
��������� A#�$&B<  �� ��	  ��
 ���	� ��
 :

TrÛ(q,p)D̂(q′,p′) = δ(q − q′)δ(p− p′) A#���B

�� �(���
��  
�����
������ �		;
�����
�� Â ��  ����� ������� �� ���� ��		;3


�����
�� Â �� :

fÂ(q, p) = Tr
(
Û(q, p)Â

)
A#�&�B

 ��<  
�� �� �(D '����� �� P�Q< �� �������������
�� ��  

������� ��'����

fÂ(q, p) =
1

2π�

∫
duÂ

(
q +

u

2
, p− u

2

)
e−

ipu
� A#�&�B

 
� Â(x, x′) = 〈x|Â|x′〉�
>�
 ��� '����//� �� 9(���� ����� ��� ��	 ����
  �� �	 ���+
	
 �� 1�2	 ��	3

	;
�����
�� �������, : f1(q, p) = 1 �
'� � : 	;�������, ��		;�	/�+�� ��		� �(���
��

�( R2< ������ � ���+
	� �� 1�2	 �� �
����
�� � �
����
 �
�
 fq̂(q, p) = q<

fp̂(q, p) = p�

"�



�%) ����
 �	 �����	����	��


�;
�����
�� Â �(D ������ �������
 �� ������� ��	 �(
 ���+
	
 �� 1�2	

�����'���
 	� �
��(	� �� �� 
���(��
��

Â =
1

π

∫
fÂ(q, p)D̂(z)(−1̂)a†aD̂(−z)dqdp A#�&�B

�� �����  
�M  
���(��� �
��� �	 �
�� �� ����� �� ����� �� �(D '��3

�? ���<  �	 
	���
 ���	� �������� 	;
�����
��  
�����
������ � �(���
��  ��

���������
 ��+�/(��, �� 
���������
<  
�� pq2<  �� 	;
���������
 ���� ���3

�
 ��		� ����� �� 1�2	 : 9(�		
 �������� 
� 5	��� 
���������� �
�
 �
���+�	�<

��� ������
 9(�		
 �
���	� 
 �����
���	� �  
�����
��
�
 � 	�//��� �
��3

? �� ��		� ����� A#�&�B� ��  
���(��
�� �� (�� ����� �� 9(���������
�� �(D

������ (���� ��� ��� ��'��� 	� ��  ��� � 9(������� � �� ������� �� 
����'�+�	�

 	���� � �����'���
 	� ��?����
�� A#���B �� (� �(
'
 ��
�
��
 �� �(���
�� �(		


�����
 ��		� ����� =� 9(���
 �
�
 	� ��  ��� � 9(������� � : '����  
�� (��

���
�����
�� ��		� ��  ��� �  	���� �< ��	 ����
  �� � ���(	����  	���� � �
�


����
'��� ��	 	����� � → 0�

>����
 	� ����� �� 1�2	 �
�����
 ��?���� (� ��
�
��
 ���
����
 ��		�

A#���B<  ������
 ������� ��  !��"���#$���� P$Q�

fÂ � fB̂ := e(
i�
2

εij∂
ωi∂ω′j )fÂ(ω)fB̂(ω′)|ω=ω′ A#�&#B

�
'� ω = (q, p) � εij : �	 ����
�� �� �
���
� A���"B� =	 ��
�
��
 �� 0
2�	

: (� ��
�
��
 ���
 ����'
 � �
�  
��(����'
<  �
: f � g �= g � f � =�
	���<

�'�	(�����
	
 �� ������� �� � �� ��

fÂ(ω) � fB̂(ω) = fÂ(ω)fB̂(ω)+
i�

2
{fÂ, fB̂}+ ... = fÂ(ω)fB̂(ω)+ o(�) A#�&"B

=	 ��
�
��
 
����(�
 ��		� ����� �� 1�2	 : ��� �D (�� ���
�����
�� ��	

��
�
��
 �(��(�	� ��� �(���
��� ��  
���/(���� �
�����
 �6������  �� ��3

���'���
 9(���� ����� �++���
 ���
����
 	;�	/�+��  
��(����'� ��/	� 
�3

���'�+�	� �(		
 �����
 ��		� ���� �� (� �	/�+�� �
�  
��(����'�  
� ��������


��

�
����
 9(���;�	/�+�� �� (�� ���(��(�� ��  
��(���
��<  ��  ��������


�������� �� $���� �

[fÂ, fB̂]� = fÂ � fB̂ − fB̂ � fÂ A#�&$B

"�



�% �����	��
 �
������
 	� �
����	�� �����	��	��

�;�	/�+��  
���(��� �
������ 	� ������ ��/
	� ��/	� 
�����
�� �
����
�� � �
3

����
< �������

[fq̂, fp̂]� = i� A#�&�B

����� ������ �� !���
�

�
���������
 �� ����� 
	��� 	;
�����
�� ������, ρ̂ �� (�
 ����
 �
���	�����


�  �	 
	���
�� �	 ���+
	
 �� 1�2	�

W (q, p) =
1

2π�

∫
ρ
(
q +

u

2
, p− u

2

)
e−

ipu
� du A#�&&B

-(���� �(���
�� :  ������� ������� 
 �
������ �� ������ �� ������+(��
��

�� ��
+�+�	��, A
< ��C ��� ��������< �� 9(��� ��
+�+�	��,B �� 1�/��� : �����

����
�
��� ��	 ��#� P�Q� 1�/��� �(//��M (�� �������������
�� ��		� ��  ��� �

9(������� � �����'���
 ������+(��
�� �� ��
+�+�	��, ���  

������� � �
���3

�� �(		
 �����
 ��		� ����� ������
  ��< �����'���
 9(���� �������������
��

�� �(D ��� ��'��� 	� ��  ��� � 9(������� � �� ������� �� ����(�+���
�� ��	3

	� ��  ��� �  	���� �� =	 ���+
	
 �� 1�/���< �(���'��< �
� �
������ �(��� 	�

��
�����, �� (�� ������+(��
�� �� ��
+�+�	��,  
�'����
��	� �� 9(���
 �(D

���(���� '�	
�� ��/���'�H ��� 9(���
 �
��'
 �� ���
  �� : (�� ������+(��
��

�� 9(��� ��
+�+�	��,�

=� ��  ��� �  	���� � 	
 ����
 �� (� ������� �(D ������ ��� ����
 �� (�

�(��
 �(		
 �����
 ��		� ����<  �� �++���
 ��?���
 ����
 �(�
< 
��(�� �� (��

�(���
�� �� ��
+�+�	��, ρ(p, q) � 	
 �++���
 ��?���
 ����
 ��� �	�� �� 
�3

����
  �� 	;������
 ��
+�+�	���� 
< �� 9(���
  ��
< ����/� �
	
 �  �(�� �� (��

 
�
� ���� �� 
��	��� �(	 ��������

=� ��  ��� � 9(������� �< ��'� �< (�
 ����
 �(�
 : ������������
 ��3

���'���
 (� �
	
 '���
�� �� ����
 
 �����'���
 	;
�����
�� ρ̂ = |ψ〉〈ψ|< ���3

��� (�
 ����
 ��� �	� �� ����������� �
	
 �����'���
 	;
�����
�� ������, ρ̂ =∑
i pi|ψi〉〈ψi|�
�
���������
 	
 ����
 �(�
 ρ̂ = |ψ〉〈ψ|� ��		� ��?����
�� A#�&&B ��/(�  ��

(�
 ����
 �(�
 ��		� �������������
�� �� 1�/��� : (�� ������+(��
�� �� 9(���

"�



�%� &���	 ��
�
��	

��
+�+�	��,� ��D ��/��? �  ��< �� (�
 ����
 �(�
 9(������� 
< 	� ����� ��

1�2	31�/��� ���
 �� �� (�
 ����
 ��� �	�  	���� 
�

R ������������ �
����  ��< 
	��� �		� ��	���
�� �� �������������
�� ����3

����< 	� �(���
�� �� 1�/��� �
������ �� �� (�;�	��� 	�������
��� �� �(D

'�����< ��� ������
 �� P#Q<  �� ���� : 	������� ��		�  
�����
�� |W (q, p)| ≤
(π�)−1 ��� 
/�� q � p� -(���
 ��/��? �  �� 	� ��/�
�� �� '�	
�� ��/���'� �
�


��  
	�� �
� �
��
�
 ���������� � ��/�
�� ��C /����� �� � � 9(���� � 
����
�


��	 	�����  	���� 
� =�
	��� �	 ���� ���
 �� �������������
�� �
� �������� (��

	
 ���
�� ��		
 �����
 ��		� ���� ��C ��� ��� �� � � 9(���� ����� 	� ��
+�+�	��,

��/���'� ���
 �����
���	��

�� �
��(	� �� �� 
���(��
�� A#�&�B ���	� ��� �		;
�����
�� ������,< ���3

����� �� �� 
���(��� 	;
�����
�� ������, � ������� ��	 ���+
	
 �� 1�/���� =�

 

������� ���,

ρ̂(x, x′) =
1

2π

∫
W

(
x+ x′

2
, p

)
e

ip(x−x′)
� dp A#�&)B

��	 �
����
  �� 	;������
 ��C ��
+	����� 
 ��	 ���+
	
 �� 1�/��� : �	

����
  �� �(D ���(���� '�	
�� ��/���'�< ��	 ��
����
 ����/���
 ���	�������


��C �� �����/	�
 9(���
 ��
+	��� � 	� �(� �  ���
���

!�, ����� ��
�
	��

5++���
 ����
  �� �	 ���+
	
 �� 1�/��� �
� : (�� ������+(��
�� �� ��
+�3

+�	��, ��	 �
����
  �� �� /�����	� �
� : ��?���
 �
����'
� ��� 9(���
 �
3

��'
 �	 ���+
	
 �� 1�/��� '����  ������
 ������+(��
�� �� 9(��� ��
+�+�	��,�

%(���'�� '�����
  �� �����
�
 ����� 9(������� � 	�  (� �(���
�� �� 1�/��� :

��?���� �
����'��

�� �(D ���
������  ��< P#Q<  
�����
�� �� ������� � �(L ����� �L� �E 	�

�(���
�� �� 1�/��� �� (�
 ����
 �(�
 ��� �
� ��/���'�< :  �� ��� ��	���'� ��

(�� �(���
�� �;
��� ��		� �
����

ψt,u(q) = exp

[
−1

2
(tq2 + 2uq + v)

]
, �(t) > 0 t, u, v ∈ C A#�&�B

"#
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 	� �
����	�� �����	��	��

�� ���
������
��  �� 	�  
�����
�� ��� �(L ����� : +���	�� ������� 	� �(���
��

�� 1�/��� Wt,u  
�����
������ �		
 ����
 A#�&�B : (�� ������+(��
�� /�(������

��  

������� � �
����� �� : 9(���� ��?���� �
����'��

G
����
  �� ��� t∗ = t  �
: �(t) = 0 	� �(���
�� �;
��� A#�&�B ��� ��'�

(�
 ����� ������� |z〉< �	 9(�	� : �(�
�(���
�� ��		;
�����
�� �� ���� ��	���
��

b̂ = q̂
2l

+ ilp̂

b̂|z〉 = z|z〉 A#�)�B

 
� l = (2�(t))−
1
2 �

G�	  ��
 ��  (� �(t) = 1 �� 
������ b̂ = â ��?���
 ��		� A#��$B � 	
 ����


 
������  
�����
������ :

ψ(q) = exp

[
−1

2
(q2 − 2zq + z2)

]
A#�)�B

��	 �
����
  �� â : (� 
�����
�� �
� �(�
�//�(��
< 	;�(�
'�	
�� z :  
�3

�	���
 � �(D ������ ������������
  
�� z = 1√
2
(qz + ipz)�

@	� ����� |z〉  
����(�� 
�
 (� ������� �� ��  ����� �� 
��� �� ������

�������������
��<  �
:

(∆q)2(∆p)2 =
�2

4
A#�)�B

����������������� ��	 '�	
�� z  
��������
 �
 ����
  
������ �'
	'� ��	 ���3

�
 ��������
 ����
  
������<  �
: �(�
����
 �� â< 
''�������  
� �(�
'�	3


�� ��'���
� ��  
�� 	� ���(��(�� �� ����
  
������ �
�  ��+�� ��	 ����
<

��/(�  �� 	� ��	���
�� �� �������������
�� �����/
�
 ��'������< 9(���� 	
 ����


 
������ �
� �� �	��/��

��	 
	���
 	� �(���
�� �� 1�/��� ��	���'� �		;
�����
�� ρ = |z〉〈z| A�	

 �	 
	
 �� �����/	�
 : ��		;5������ � 8B�

=	 ���+
	
 �� 1�/���< � ����
 ���  
�
���, �� '����+�	� ��������
��	�< :

W (q, p) =
1

2π

∫
ρ
(
q +

u

2
, p− u

2

)
e−ipudu A#�)#B

�
'� ρz : �	 '�	
�� �� ���������
��

ρz = 〈q +
u

2
|z〉〈z|q − u

2
〉 A#�)"B

""
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�'�	(�����
 �  �	 
	� �� 
�������

W (q, p) =
1

π
exp

[−(qz − q)2 − (pz − p)2
]

A#�)$B

 ��<  
�� �������
< : (�� ������+(��
�� /�(������� G�	  ��
 /�����	�< �� 	


����
 ������	� �� (� ������� : ��� ����
 �� (�� �(���
�� �;
��� ��		� �
���

A#�&�B< ��	�  �� 	� �(���
�� �� 1�/��� ��� ��?���� �
����'�< �		
�� ��	  
��
 ��	

����
 	� �(���
��W (q, p) �
� ������ (�� /�(������ � ��  
���/(���� ������

'�	
�� ��/���'�� >�;�  ���
�� : �	  ��
 ��  (� 	;!���	�
����� ��	 ������� ���

9(������ �� =� 9(���
  ��
 	� ��
�����, �� �
� ��/���'��, ��		� �(���
�� ��

1�/��� : ������'��� ��	 ����
�

!�- ��������	
 �
������
 �
� ���*��� �� �
��

=	 �
���
 � 
�
 �����
 ���, �� ��?���� 	;�'
	(��
�� ����
��	� �(		� �(���
��

���
 ���� ��		� ����� �� 1�2	 �/	� 
����'�+�	� 9(������� � ������ ��?����� =�

9(���
 �
�
 �
����
 ���� (�  
���
��
 ������
 ��� 	;�'
	(��
�� ����
��	�<

�( (�� ������ �(���
��< ��	  ��
  	���� 
 � ��	  ��
 9(������� 
 � '����� 	�

��  ��� � 9(������� �  
�� ���
�����
�� ��		� ��  ��� �  	���� ��

=� ��  ��� �  	���� � 	;�'
	(��
�� ����
��	� �� (�� �(���
�� f(ω) =

f(q, p)< �
� ���������� ���	� �������� ��	 ����
< : ���� ��

df

dt
= {f,H} A#�)�B

������ 	;�'
	(��
�� �� (�� ������, �� ��
+�+�	��, ρ(ω) = ρ(q, p) : ����

��		;�9(���
�� �� ��
('�		�

∂ρ

∂t
= −{ρ,H} A#�)&B

�
�����
  
� 	(����  �� 	� ���(��(��  �� ��?��� � 	;�'
	(��
�� �� ��  ��� �

 	���� � : 	� ��������� �� �
���
��

=� ��  ��� � 9(������� � 	;�'
	(��
�� ����
��	� �(D ������ �9(�'�	����3

�����  �	 
	��� �� ���
 �(
���� 	
 ����
< ��	 �
���	���
 �		� � ��.���/��< 


�� ���
 �(
���� 	;
�����
��< ��	 �
���	���
 �		� !�����+��/�
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�� 
�����
  ��< ��		� ��� ����
�� �� !�����+��/< 	;�9(���
�� ��	 �
�


: ����� 
����(��  
� ��		�  
���������
�� ����� � ������� ��		;
�����
�� ��

�'
	(��
�� ����
��	� �� � ��.���/�� �� :< ��� 
�����
��  �� �
� ������
�


���	� �������� ��	 ����
<

i�
df̂

dt
= [f̂ , Ĥ] A#�))B

5� �� �� ��  ��� � 9(������� � �++���
 ��?���
 (�;�9(���
�� �� ��
('�		�

��� 	� ��� ����
�� ��		;�'
	(��
�� ��		;
�����
�� ������,�

i�
dρ̂

dt
= −[ρ̂, Ĥ] A#�)�B

��  
���/(���� �
�����
  
� 	(����  �� 	� ���(��(��  �� ��?��� � 	;�'
	(��
��

�� ��  ��� � 9(������� � : �	  
��(���
�� ��� 
�����
���

5/	� ������ ���(	���� �� ���'���� �����'���
  
���������
�� �(������� /�
3

����� ��� ���
 (� ������� � n /���� �� 	�+���, ẋ = F (x) 	� ����'��� �� (��

�(���
�� f(x) 	(�/
 (�� �
	(��
�� x(t) : 	� ����'��� ������
��	� �� f 	(�/
 �	

 ���
 '���
���	�
d

dt
f(x(t)) = ∇f · F (x) := Lf(x) A#���B

�;
�����
�� L ��  ����� ����'��� �� ����

-(���� ���� 	;!���	�
����� � 	� �
	(��
�� ��	 �
�
 x(t) = (q(t), p(t))<

	;�'
	(��
�� ����
��	� �� (�� �(���
��<  �� : 	� '������
�� ��		� �(���
��

	(�/
 	� �
	(��
�� ��	 �
�
< ���, ���� ���

d

dt
f(x(t)) = LHf(x) = ∇f ·

(
−∂H
∂qi

,
∂H

∂pi

)
=
∑

i

(
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi

)

A#���B

	;(	���
���+�
 �� 9(���� ��	���
�� : ��
���
 	� ��������� �� �
���
�  ��
�� �

��� 	� �(���
�� f � 	;!���	�
����� H < 9(����

df

dt
= {f,H} A#���B

=� /�����	� �
�����
  
���(��� 	� ����'��� �� ��� � ������� ��		� ��?����
��

�� �	/�+�� �� ��� A5������ � 5B� ���� (�;�	/�+�� ���
 ����'� �
�����
  
���(3

��� (�;�	/�+�� �� ��� �����'���
 	� ��/(���� ��?����
���

[f, g] = f · g − g · f A#��#B
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���


Lg(f) = [f, g] A#��"B

��� �D< �� ��  ��� � 9(������� �< ��	 �
����
  �� �	 ��
�
��
 ��� 
�����
�� :

���
 ����'
< �
�����
  
���(��� (�;�	/�+�� �� ��� �����'���
 	� ��?����
�� ��	

 
��(���
�� [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â<  �� 9(���� ���, 	� ���(��(��  �� ��� ��'�

	;�'
	(��
�� ����
��	��

*�� '
/	���
 ��?���� 	� ���(��(��  �� ��� ��'� 	;�'
	(��
�� ����
��	�

�(		� �(���
��  
�����
������ �/	� 
����'�+�	� 9(������� ��

�;�	/�+��  
���(���  
� 	� ��?����
�� ��		� ��������� �� 0
2�	 A#�&$B 9(��3

�� : (�;�	/�+�� �� ��� �< ��� 9(���
 ����
< 	� ����'��� �� ��� ���,

Lf
B̂
(fÂ) = [fÂ, fB̂]� A#��$B

�� ���(��(��  �� ��?��� � 	;�'
	(��
�� ����
��	� �� 
����'�+�	� 9(������� �

�� ������� �� �(���
��  	���� �� : 	� ��������� �� 0
2�	�

�
���������
 �	 ���+
	
 �� 1�2	 �� (� /����� 
 
����'�+�	� A� 5++�3

��
 '���
  ��< �� ��  ��� � 9(������� �< /	� 
����'�+�	� �'
	'
�
 �� �  
��


�		;�9(���
�� �� !�����+��/ A#��$B� =	 ���+
	
 �� 9(���� �9(���
�� :

i�
dfÂ

dt
= [fÂ, H ]� A#���B

 ��  ��������
 ��
������ �� $�����

=	 ���+
	
 �� 1�/���< ��'� �< : 	� �(���
�� ���
 ���� �		;
�����
�� ������,

 �� �'
	'� �� �  
��
 �		;�9(���
�� �� � ��.���/�� �� �������������
�� ��

 

������� A#�"$B� ��  
���/(���� 	;�9(���
�� �� 0
2�	 ��� �	 ���+
	
 ��

1�/��� ���,

i�
∂W

∂t
= − [W,H ]� A#��&B

G
����
  �� 9(���� �9(���
�� ��� ��'� 	;�'
	(��
�� �� (�� ������+(��
�� ��

��
+�+�	��, � ��� 9(���
 �
��'
 	�  ��������
 ��
������ �� ���
����� �
��#

��������

"&
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�
����(���
 	;��������
�� ���	� ��� ��	 ��
�
��
 �� 0
2�	 A#�&#B �
��


� ��'��� 	� ��������� �� 0
2�	  
��

[fÂ, fB̂]� =
∑

n

1

n!

(
i�

2

)n

[εn(fÂ, fB̂) − εn(fB̂, fÂ)] . A#��)B

�
'� εn = (εij∂ωi∂ω′j )
n� �'�	(�����
 �� ����� 
����� �� ��

[fÂ, fB̂]� =
i�

2
[ε(fÂ, fB̂) − ε(fB̂, fÂ)] + o(�3) = i� {fÂ, fB̂} + o(�3) A#���B

� ��� ��'���
 	;�9(���
�� �� 0
2�	 A#���B �� ������� ���	� ����

dfÂ

dt
= {fÂ, H} + o(�2) A#����B

5��	
/������ 	;�9(���
�� �� 0
2�	 ��� �	 ���+
	
 �� 1�/��� A#��&B ��'����

i�
∂W

∂t
= −{W,H} + o(�2) A#����B

5����'���
 	� ��?����
�� ��	 ��
�
��
 �� 0
2�	 �++���
 ��� ����
 	� ��  ��� �

9(������� � �� ������� �� 
����'�+�	�  	���� �< �< ���	
/������< �����'���
 	�

��?����
�� ��		� ��������� �� 0
2�	 �++���
 ��� ����
 	;�'
	(��
�� ����
��	�

9(������� � �� ������� �� �(���
�� �(		
 �����
 ��		� ����� =� 9(���
 �
�
< 	�

��  ��� � 9(������� � �(D ������ '����  
�� ���
�����
�� ��		� ��  ��� �

 	���� �� =������ 	� A#����B �
����  
��< ��	 	����� � → 0 ����
'���
 	�

��������� �� �
���
� � 9(���� � ���(	���� ��		� ��  ��� �  	���� �� =�
	���

�����'���
 9(���
 �
���	���
 �	  
���
��
 ��� �'
	(��
��  	���� � �� �'
	(��
��

9(������� � ���, ��������
�

�;
�� �� �
� (�����
 ������ '����+�	� ��������
��	�< ��� ������� ��		�

9(�	� 	;�9(���
�� �� 0
2�	 ��'����

dfÂ

dt
=

1

i
[fÂ, H ]� A#����B

G�	 ��
����
  ����
	
 ���
	'����
< �� ����� 
	���< 	;�9(���
�� �� ��
('�		�

9(������� � �� (�
 ����
  
������

∂W

∂t
= −1

i
[W,H ]� A#���#B

�  
���
������
 	� �(� �'
	(��
��  
� 9(�		� ��� ����� ��		;�9(���
�� �� ��3
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� �������

�
 � 
�
 �� 9(���
  ����
	
 : �	  
���
��
 ��� 	;�'
	(��
�� ����
��	�  	���� �

� 9(������� �� 5++���
 '���
  ��< �� /�����	�< 
����'�+�	�  	���� � � 
����'�+�	�

9(������� � �
�
 ��� ����� �� 
//���� �������� � ��'����� =� 9(���
  ����
	
<

��'� �< (�����
 (� �
���	���
 ��  (� 
/��  
� ���
 ?�� 
 ��� ��� ����
 ��


//���� ��		� ������  ���/
��� �������� � �� ������+� 	� ��
���< �� �
�
 ��

������� ��C �/�'
	� �	  
���
��
�

=� ����� 
	���< ����� � 
����'�+�	� ������
 ���	������ �����'���
 � ���+
	�

�� 1�/��� ��?���� ��	  ����
	
 ��� ������� =� 9(���
 �
�
 �
�����
 	�//���

	� ��  ��� � 9(������� �  
�� (�� ����(�+���
�� ��		� ��  ��� �  	���� � ��

������� ��		�  
������ �� �	�� N�

�� 
  (�����
 ��		;�'
	(��
�� ����
��	� ��	 ���+
	
 �� 1�/��� ���
 ���


�� (�
 ����
  
������  ��<  
�� �++���
 '���
< : (�� ������+(��
�� /�(�������

=	 �
������	� � �	�
 ��� 	
 ��(��
 ��		;�'
	(��
�� : (� �
������	� 9(���� 
 ��

q�

�� � �	�� ��		
 ����
  
������ : ������� ��	 ����
  �� �	 ���+
	
 �� 1�/���

�� ���
 ���
 ���
 : (�� �(���
�� ��?���� �
����'�< 9(���� �� ����
 ?�� 
 �� ��

�� ��  ��� �  	���� �< �
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 ����
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� ����� ��		;�9(���
�� �� ��
('�		�H '�����
  ��< 	� �
	(��
�� �� 9(���� �9(���
��

: �
	�
 ����	� �� �;�'
	(��
�� ����
��	� ��	 ���+
	
 �� 1�/��� �� ��  �3

�� � 9(������� �< ��'� �< : ��� ����� ��		;�9(���
�� �� 0
2�	 	�  (� �
	(��
��

�
� : �	��������
 ����	� �� ��� 9(���
 �
��'
 ����'����
< � ������� ��		;�3

9(���
�� �� � ��.���/��< (�;���	
/
 9(������� 
 ��		;�9(���
�� �� ��
('�		�

 �� ���
	'����
 � ��'���
 	� �
	(��
�� �� ������� �� (�;�9(���
�� ����/��	�

�(���

#�� ��	�����

G�	  ����
	
 ��� ������ �++���
 ���� ����
  ��< �� /�����	�< �� 	
 ����
 ��3

����	� �� (� ������� 9(������� 
 : ��� ����
 �� (�� /�(������< ��	  
��
 ��	

����
 	� �(���
�� �
� ������ /�(������ �� �� ����� 
	��� ���(�� '�	
�� ��/3

���'�� >�;�  ���
�� : �	  ��
 ��  (� 	;!���	�
����� ��	 ������� : 9(������ ��

=� 9(���
  ��
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∂H

∂q
A"���B

$�



�%� �����	��
 �����	��

�
�����
 � ��'���

W (q, p, t+ dt) = W

(
q − ∂H

∂p
dt, p+

∂H

∂q
dt; t

)
= W (q(t+ dt), p(t+ dt); t)

: �'������  �� �� �	 ����
 t = 0 	� �(���
�� �� 1�/��� �
� �� ����������

���	� ��� ��	 ����
< �	 ����
 t 9(���
 ���, �� 
�� '��
 � 9(���� 	� �
	(��
��

��		;�9(���
�� �� ��
('�		� �� ��
'� +���	����� �����'���
 	� �
����(��
��

q → q(t) A"�#�B

p → p(t) A"�#�B

=� /�����	�< 9(����< 	� �
	(��
�� ��		;�9(���
�� �� ��
('�		� �� 	� �
����

W (q, p, t) = W (q(t), p(t)) A"�#�B

G�	 �
���
  ��
< �	 ����
 t = 0 �� ��

W (q, p, 0) = W0(q, p) =
1

π
e−(qz−q)2−(pz−p)2 A"�##B

��		�  
���������
�� ����� �
�����
  
� 	(����  �� 	� �
	(��
�� ��		;�9(���
��

�� ��
('�		�  
� 	�  
�����
�� ������	� A"�##B ���,

W (0)(q, p, t) =
1

π
e−(qz−q(t))2−(pz−p(t))2 A"�#"B

�
'� q(t) � p(t) �
�
 	� �
	(��
�� ��		� �9(���
�� �� !���	�
� A"��"B ���
 ����

�	 �
������	� 9(���� 
 � ����
 	� �
��� A"��&B< A"��)B�

5	 ����
 t = 0 	� ������+(��
�� : (�� /�(������  ������� �� (qz, pz) 	�  (�

	��/����� : ?����� ��	 ����
  ��  
�����
��� �� (�
 ����
  
������� G�	 ����3

/���
 ��� ������ �++���
 '���
 	� �
��� ��		;
�+��� �� (� �(��
 �����������

��		� �9(���
�� �� !���	�
�< 9(���� �
�����
 �6������  �� 
/�� �(��
 ��		�

�
���� ������+(��
�� ��� ��'��, (�;
�+��� ���	
/� � 9(�		� ��		� ?/(�� "�#�

=�
	���< ��	 �
����
  �� 	� �
���� !���	�
����� : H = p2 + q4< �
�����


����  �� � �(��� ��		� ������+(��
�� ��C 	
����� ��	  ����
 �� �(
'�����
  
�

'�	
 ��, ��//�
��� =�  
� 	(��
��  � ���������
  �� 	� �
���� ������+(��
��

�����  
�� (�� /�(������ �  
	 ������� ��	 ����
 /����, � �� ���
����,  
��

$&



�% ���
��	��
 �����	��

(� /�	��
 '����/��
 � �
�
 (�  ���
 ����
 ������,  
��	�������� 	� �(�

�
��� �  ������� ������
 � /��? � �� 9(���� �'
	(��
�� �� (� �����'�		
 ��

����
 (0, 2.5) �

10

20

30

10

20

30

0
0.25
0.5

0.75
1

10

20

30

��/(�� "�"� ����������
�� �������� �� ����
 � �

�������� �������	�
 ��� ����� �������� �������� ��� �����
 ���	������� 	�		� ��� π�

��� ����	� �� ���	��������� ���� |W (q, p, t)| ≤ 1

$)



�%� �����	��
 �����	��

10

20

30

10

20

30

0
0.25
0.5

0.75
1

10

20

30

��/(�� "�$� ����������
�� �������� �� ����
 � ��!

10

20

30

10

20

30

0
0.25
0.5

0.75
1

10

20

30

��/(�� "��� ����������
�� �������� �� ����
 � "

$�



�% ���
��	��
 �����	��

10

20

30

10

20

30

0
0.25
0.5

0.75
1

10

20

30

��/(�� "�&� ����������
�� �������� �� ����
 � "�!

10

20

30

10

20

30

0
0.25
0.5

0.75
1

10

20

30

��/(�� "�)� ����������
�� �������� �� ����
 � #

��



�%� �����	��
 �����	��

10

20

30

10

20

30

0
0.25
0.5

0.75
1

10

20

30

��/(�� "��� ����������
�� �������� �� ����
 � #�!

��



�% ���
��	��
 �����	��

�� ������+(��
�� �'
	'�  
�� �������
< �� ����� 	� �(� �
���  ���������3

�� � ����� �� 
��  �� �++��  
���(�
 (� /��
< 9(���� �� (� ����
 ������
��

�������
 �	 ����
�
� -(���� /��? � �
�
 ����� ����� ��� qz = pz = 0.7  ��

 
�����
��� �� (� ����/�� ���� � E = 0.73� �� ����
 �		� ������+(��
��

(�;����/�� ��//�
��  � ���������
  �� /��� ��C '�	
 ������� *����'���
 �	

 ��
 ��  (� qz = pz = 2  ��  
�����
��� �		;����/�� E = 20

10

20

30

10

20

30

0

0.1

0.2

0.3

10

20

30

��/(�� "���� ����������
�� �������� �� ����
 � �

��



�%� �����	��
 �����	��

10

20

30

10

20

30

0

0.1

0.2

0.3

10

20

30

��/(�� "���� ����������
�� �������� �� ����
 � ��!

10

20

30

10

20

30

0

0.1

0.2

0.3

10

20

30

��/(�� "���� ����������
�� �������� �� ����
 � "

�#



�% ���
��	��
 �����	��

10

20

30

10

20

30

0

0.1

0.2

0.3

10

20

30

��/(�� "��#� ����������
�� �������� �� ����
 � "�!

10

20

30

10

20

30

0

0.1

0.2

0.3

10

20

30

��/(�� "��"� ����������
�� �������� �� ����
 � #

�"



�%� �����	��
 �����	��

10

20

30

10

20

30

0

0.1

0.2

0.3

10

20

30

��/(�� "��$� ����������
�� �������� �� ����
 � #�!

�$



�% ���
��	��
 �����	��

�� ������+(��
�� /��� ��C '�	
 ������< �(���'�� �� �� �� 9(���
  ��
<  
��

�
�����
 ��		� ?/(��< ����� 	� �(� �
��� �� (� ����
 ������
�� �������
 �	

����
�
�

#�! ��������	
 ���	������

G�	  ����
	
 ��� ������ �++���
 ��?���
 	;�'
	(��
�� ����
��	� 9(������� �

��� ���+
	� �� 1�2	 �����'���
 	;�9(���
�� �� 0
2�	

dfÂ

dt
=

1

i
[fÂ, H ]� A"�#$B

=� ��  ��� � 9(������� � 	� �
	(��
�� �� 9(���� �9(���
�� �
� : ���������

 
�� �� ��  ��� �  	���� �< �������< �++���
 '���
  �� 	� �
	(��
�� ��		;�3

9(���
�� �� ��
('�		� �� ��
'� +���	����� �����'���
 	� �
����(��
�� A"�#�B

��		�  
�����
�� ������	�< ������ �� ��  ��� � 9(������� � 9(���
 �
� : �
���3

+�	�� �� 
�����
  �� (�� ��		�  ����������� �� ��		� ����� �� 1�2	 : � ���+
	�

�� 1�2	 �� �
����
�� � �
����
 �
�
 fq̂ = q � fp̂ = pH ��  
���/(����< ��		�

A"�#$B �� ��

q̇ =
1

i
[q,H ]� A"�#�B

ṗ =
1

i
[p,H ]� A"�#&B

�		
�� �
�����
 � ��'���

q(t+ dt) = q(t) +
1

i
[q,H ]� dt A"�#)B

p(t+ dt) = p(t) +
1

i
[p,H ]� dt A"�#�B

�'�	(�����
 	� ��������� �� 0
2�	 �
���''�'� �
	
 �	 ����
 ������� ��� �E 	�

����'��� ����� �� q � p �� ���(		��
< 9(����

q(t+ dt) = q(t) +
1

i
{q,H} dt A"�"�B

p(t+ dt) = p(t) +
1

i
{p,H}dt A"�"�B

��



�%� �����	��
 �����	��	��

��� �	 ���+
	
 �� 1�2	 �� (� /����� 
 
�����
�� Â< ��'� �< �� ��

fÂ(q, p, t+ dt) = fÂ(q, p, t) − 1

i
[fÂ, H ]� dt = fÂ − 1

i
{fÂ, H}dt+ · · · A"�"�B

�
'� /	� 
����� �(����
�� �� /�����	� �
� �� ���(		��
�

=� ����� 
	���< '
/	���
 ��(����� 	;�'
	(��
�� ��	 ���+
	
 �� 1�/��� A#�)$B<

9(���� �
++���
 ���
	'��� 	;�9(���
��

∂W

∂t
= −1

i
[W,H ]� = −1

i

∑ 1

n!

(
i

2

)n

[εn(W,H) − εn(H,W )] A"�"#B

��� ����
 �� ����'��� 	;�9(���
�� �� �'
	(��
�� ����
��	� ��� 	� �(���
��

W �� (�� �
���  �� ����� ��C ��������
 �	  
���
��
  
� 	;�9(���
�� ��

��
('�		�� ��� ���� 9(���
 
����'���
  �� �	 ��
�
��
 �� 0
2�	 �(D ������

��� ����
 ��		� �
���

f(q, p) � g(q, p) = f

(
q +

i

2

∂

∂p
, p− i

2

∂

∂q

)
g(q, p) A"�""B

��� ��'���
 	� �
���� ��������� �� 0
2�	 �� 9(���� ��������

[W,H ]� = W

(
q +

i

2

∂

∂p
, p− i

2

∂

∂q

)
H(q, p)−H

(
q +

i

2

∂

∂p
, p− i

2

∂

∂q

)
W (q, p)

�
����(���
 H = p2 + V (q) �� ��

[W,H ]� = W

(
q +

i

2

∂

∂p
, p− i

2

∂

∂q

)
p2 +W

(
q +

i

2

∂

∂p
, p− i

2

∂

∂q

)
V (q) +

−
(
p− i

2

∂

∂q

)2

W (q, p) − V

(
q +

i

2

∂

∂p

)
W (q, p) A"�"$B

�'�	(�����
 � ������� �� 9(���� ��	���
�� �� ����� �� %�2	
� �� 
������

[W,H ]� = −ip∂W
∂q

+

[
V (q − 1

2i

∂

∂p
) − V (q +

1

2i

∂

∂p
)

]
W A"�"�B

=� ��?����'� 	;�9(���
�� �� 0
2�	 A#��&B �� �(D ��� ��'��� ��		� �
���

∂W

∂t
= −p∂W

∂q
+

1

i

[
V (q − 1

2i

∂

∂p
) − V (q +

1

2i

∂

∂p
)

]
W A"�"&B

�&
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 ��  ��������
 �9(���
�� �� ��
('�		� 9(������� �� ������
  ��< ���  
��

: �����  
���(���< 	� �
	(��
�� �� 9(���� �9(���
�� : ��
���
 	� �
��� ��		�

�
	(��
�� ��		;�9(���
�� �� ��
('�		� � �� (� ������� ����(�+���'
�

��� ���
	'��� 9(���� �9(���
��< ��� ��'���
	� �� �
��� �� �9(���
�� ��

��
('�		�  	���� � �
� 
�
/����<  
�� �� �(D '����� �� P#Q�

∂W

∂t
+
p

m

∂W

∂q
− V ′(q)

∂W

∂p
= Φ(q, p, t) A"�")B

�����'���
 	� ��?����
�� ��		� �(���
��

Φ(q, p, t) =
1

i

[
V (q − 1

2i

∂

∂p
) − V (q +

1

2i

∂

∂p
) − V ′(q)

∂

∂p

]
W. A"�"�B

�� �
	(��
�� ��		;�9(���
�� A"�")B  
� 	�  
�����
�� ������	� W (q, p, 0) =

W0(q, p) �(D ������ � ����� ��		� �
���

W (q, p, t) =

∫∫
G(p, q, t; p0, q0, 0)W0(p0, q0)dp0dq0+

+

∫ 0

t

dt0

∫∫
G(p, q, t; p0, q0, t0)Φ(p0, q0, t0)dp0dq0

A"�$�B

9(� G : 	� �(���
�� �� @���� ��		;�9(���
�� �� ��
('�		�  	���� �

G(p, q, t; p0, q0, t0) = δ(p− p̄(t; t0, p0, q0))δ(q − q̄(t; t0, p0, q0)) A"�$�B

� q � p �
�
 	� �
	(��
�� ��		� �9(���
�� ��	 �
�
  	���� ��� =	 ���(	���
 ��

9(���� �9(���
�� :

W (p, q, t) = W (0)(p, q, t) +

∫ 0

t

dt0

∫∫
dp0dq0G(p, q, t; p0, q0, t0)×

× 1

i

[
V (q − 1

2i

∂

∂p
) − V (q +

1

2i

∂

∂p
) − V ′(q)

∂

∂p

]
W (p0, q0, t0)

A"�$�B

-(� �++���
 ����
�
��
 	� �
����
��

W (0)(p, q, t) =

∫∫
G(p, q, t; p0, q0, 0)W0(p0, q0)dp0dq0 A"�$#B

�)
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 	� �����
����� �� �
(���� ��		� �(���
�� W (p0, q0, t0) �������
 � p0

��	 ������� �����
 ��		;�9(���
�� � ��  ���
 �/��� 	;
�����
�� ∂
∂p0

	;�9(���
��

������ 	� �
��� �� (�;�9(���
�� ����/��	� �(���

W (p, q, t) = W (0)(p, q, t) +
1

2π

∫ t

0

dt′
∫∫

dp′dq′∫∫
dλdp0 λG(p, q, t; p0, q

′, t′) sin[λ(p0 − p′)]×

×
[
V ′(q′) − 1

λ

(
V (q′ +

λ

2
) − V (q′ − λ

2
)

)]
W (p′, q′, t′)

A"�$"B

-(���� �9(���
�� : ����� ����'��� �� ����
N
' ��	 ��&& P"Q� ����/����
��

�	 ��/��? ��
� 	� �(���
�� W (0)(p, q, t)< ��?���� ��		;�9(���
�� A"�$#B<: �
�3

��	����� 	� �
	(��
�� ��		;�9(���
��  	���� � �� ��
('�		�  
�����
������ �	3

	� ������+(��
�� ������	� W0(q, p)� -(���� ��  
���������
 	� �
	(��
�� ��	3

	;�9(���
�� A"�$"B �� �
��� �� (�� ����� �������'�< � �(
� ������� �(  ����'�

������
  
�����
�� 9(������� �� �		� �
	(��
��  	���� ��

�� �
	(��
�� ��	 �
���
  ��
 :

W (p, q, t) =W (0)(p, q, t) +
1

2π

∫ t

0

dt′
∫∫

dp′dq′
∫∫

dλdp0λ

G(p, q, t; p0, q
′, t′) sin[λ(p0 − p′)]×

×
[
4q′3 − 1

λ

(
(q′ +

λ

2
)4 − (q′ − λ

2
)4

)]
W (p′, q′, t′) =

=W (0)(p, q, t) +
1

2π

∫ t

0

dt′
∫∫

dp′dq′
∫∫

dλdp0λ

G(p, q, t; p0, q
′, t′)(−λ2q′) sin[λ(p0 − p′)]W (p′, q′, t′)

A"�$$B

�� A"�$$B : (�;�9(���
�� ����/��	� �(��  �� �� ���
	'� �������'������� =	 ���3

�
 
����� �� 
������ �
����(���
 � W (p′, q′, t′) 	� �
����  
�����
�� ������	�

W0(q, p) = 1
π
e−(qz−q)2−(pz−p)2 �

W1(p, q, t) =W (0)(p, q, t) +
1

2π

∫ t

0

dt′
∫∫

dp′dq′
∫∫

dλdp0λ

G(p, q, t; p0, q
′, t′) sin[λ(p0 − p′)](−λ2q′)W0(q

′, p′)
A"�$�B

��
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W1(p, q, t) = W (0)(p, q, t) +
1

2

∫ t

0

dt′q(t′) (p(t′) − pz)[
−3

2
+ (p(t′) − pz)

2

]
W0(q

′, p′)
A"�$&B

�;����/��	� �������
 �	 ����
  ��  
����� ��	 ������� ����(�+���'
 : ����


���
	�
 �(���� ������ A5������ � �B� =�������(��
 �++���
  
���(��
 (��

/��/	�� 32 × 32 �� '�	
�� ������	� (q(0), p(0))  ��< �
����(��� ��	 ������� A4.20B

������(�� � (�� ����� � �
����� ��� '�	
�� (a, b)� -(���� '�	
�� �
�
 ����� �
�3

���(��� ��		� ��������
�� �� q(t) � p(t) � �++���
 
����(�
 	� 
�+��� �� �(���
��

�
	
 ��	 ����
� �;����/��	�< ��?��< : ����
 ���
	�
 �(���� ������ ��� ��'��3

�� '�	
�� ��	 ����
� 5��	
/������ � 9(���
 ����
 ��� 	;�'
	(��
��  	���� �

���	�������
 	;�'
	(��
�� ��� �(� ��'���� '�	
�� ��		;����/���

����� ���������
 �
� �� ��
���� �$%�&

5++���
 ����
  �� �� /�����	� (�
 ����
 9(������� 
 ��� ����
 �	 ����
 t = 0

�� (�� ������+(��
�� /�(������<  
� �	 ������� ��	 ����
 �
'��++� ���(����

'�	
�� ��/���'�� G�	 �
���	���
 (���
 	;�'
	(��
�� 9(������� � : ��� �����

��		� �
��� �� (� ������� ����(�+���'
 � ��		� �
	(��
��  	���� �< 9(����

 � ���������
  �� 	� �
���� ������+(��
�� ���(�� '�	
�� ��/���'� �  �(�� ��	

������� ����(�+���'
� ��� 9(���
 
����'���
 ��������(��
 	� �(� �'
	(��
��

�� (� �����'�		
 �� ����
 (0, 2.5) ��	  ��
 '���
 ��		� ����
�� ��� ������ ��

qz = pz = 0.7
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�� 9(���� ����/��� �� '���  �� �	 ����
 t = 0 �	  
����+(�
 ��	 �������

����(�+���'
 : �(		
< ������  
� �	 ������� ��	 ����
  
��� �� �� ���(����

'�	
�� ��/���'�� ���  
��������� 	;�6���
< 9(�	�����'
 � 9(��������'
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W1(q, p, t) = W (0)(q, p, t) +W 1
pert(q, p, t)

10

20

30

10

20

30

0
0.25
0.5

0.75
1

10

20

30

��/(�� "���� ����������
�� ����������� �� ����
 � �

&"



�%� �����	��
 �����	��	��

10

20

30

10

20

30

-0.5

0

0.5

1

10

20

30

��/(�� "��#� ����������
�� ����������� �� ����
 � ��!

10

20

30

10

20

30

-0.5

0

0.5

1

10

20

30

��/(�� "��"� ����������
�� ����������� �� ����
 � "

&$



�% ���
��	��
 �����	��

10

20

30

10

20

30

-0.5

0

0.5

1

10

20

30

��/(�� "��$� ����������
�� ����������� �� ����
 � "�!

10

20

30

10

20

30

-0.5

0

0.5

1

10

20

30

��/(�� "���� ����������
�� ����������� �� ����
 � #

&�



�%� �����	��
 �����	��	��

10

20

30

10

20

30

-0.5

0

0.5

1

10

20

30

��/(�� "��&� ����������
�� ����������� �� ����
 � #�!

�� 9(���� /��? � �� '���  �� W1(q, p, t) �	 ����
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	� ������+(��
��  	���� � W (0)(q, p)H �� ��/(��
 �'
	'� �� �
�
 �
	�
 ����	�

�		� �
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(x, y) ∈M ⊗M → x+ y ∈M A5��B

>� �������M �
������ (�� ���(��(�� �� '����� �� : (�
 �����
 '���
���	�

� �� ������ (�;
������
�� +������ �������

· : (x, y) ∈M ⊗M → x · y ∈M A5��B
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x · (y · z) = (x · y) · z A5�#B
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1 ∈M : 1 · x = x · 1 = x ∀x ∈M A5�"B
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[αx+ βy, z] = α [x, z] + β [y, z]

[z, αx+ βy] = α [z, x] + β [z, y]
Bilinearità A5�$�B

[x, x] = 0 Nilpotenza A5�$+B

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 Identità di Jacobi A5�$ B
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[x, y] = xy − yx ∀x, y ∈ M A5��B
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��� Vn (�� '�����, � F = {Vn,R} 	;������� ��		� �(���
�� C∞ �� Vn � R�
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 �	 '���
�� ���/���� �		� '�����, Vn ��	 �(��
 x 	� �����

X : F → R A5�&B
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• v(af + bg) = av(f) + bv(g) ∀f, g ∈ F ; a, b ∈ R

• v(fg) = f(x)v(g) + v(f)g(x) =������, �� ���+����

>� '���
�� ���/���� : �(�9(� (� 
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������ �������� TxVn�

>� ����� ��������� Ξ �( (�� '�����, Vn : (�;���	� ���
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Ξ : x ∈ Vn → Xx ∈ TxVn A5�)B
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�� 	������ A 
'���
��B

ω : M → R A5��B
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>� ����
�� T �� ���
 (k, l) : (�;���	� ���
��

T : M∗ × ...×M∗︸ ︷︷ ︸
k

×M × ...×M︸ ︷︷ ︸
l

→ R A5���B
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��������� �	 �(�	� �� ��	�

�����
< ����
 ������ ���������� � Vn �� x � ���
���
  
� T ∗
xVn

�#



�%  	�!	��	 ���
���	�	

'���� '��
�� �� ,�
 
 �
������ �� ,�


��� ���� (�� '�����, Vn< (� �(��
 x �( �� ���� � ����
 ��� 
/�� ���
��
 �� x

�(�  ���� '���
���	� X � Y � ��?����
 �	 ����
����� ��� �(�  ����  
��

X(Y (f)) − Y (X(f)) A5���B

�	 '������ �� f � �� �(D ���
������  �� : �� �;���
 (�  ���
 '���
���	�

X(Y (f)) − Y (X(f)) = [X, Y ] f A5���B

�
 �����
 '���
���	� Vn �(���
 ��		;
������
�� ������� [X, Y ] ��'����

(�;������ �� ���� ���
 (�  ���
 '���
���	� X ��?��� 
 	� ������� �� ���

 
�� 	;���	� ���
��

LX : T (k, l) → T (k, l) A5��#B

 
� 	� ��/(���� ��
�����,�

• 	������

• �
������ ���+���� LX(TV ) = LX(T )V + TLX(V )

• LX(f) = X(f)

• LX(Y ) = [X, Y ]

'���- ����� .�����

��  
������� 	;�������

TVn = {(x,Xx), x ∈ Vn, Xx ∈ TxVn} A5��"B

*/�� �	�����
 �� TVn : (��  
���� (x,Xx) �
����� �� (� �(��
 x ∈ Vn � ��

(� '���
�� Xx ������������ �		
 �����
 ���/���� TxVn �� 9(�		
 �����
 �(��
�

�;���	� ���
��

π : (x,Xx) ∈ TVn → x ∈ Vn A5��$B

: ����� ���	� ���
�� ��
����
��H 	�  
���
����/��� π−1(x) �� x : ����� )��

�( x� =� (��  ���� (U, φ) �( Vn (� �(��
 x ∈ U : ����'��(��
 ��		� �(�

�"
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��

 

������� xi� =�
	���< (� /����� 
 '���
�� Xx  
� x ∈ U < ����� ��?���
 ��		�

�(�  
��
����� X i� �������
 ����� ��?���� (��  
�����
������ +�(��'
 �

φ : U → ϕ× R
n A5���B

�
'� U = {(x,Xx), x ∈ U,Xx ∈ TxVn}� �� ��
'� ��
	���  �� �		;������� TVn

�(D ���
 ����� (�� �
�
	
/�� �� �
�
  �� φ ��� (� 
��
�
�?��
 �  �� 	�

 ���� (U , φ)  
����(�� 
�
 (� ��	���� ��� TVn ��  	���� ���� � 9(�		� �� Vn�

5		� '�����, ��6�������+�	� �n3�������
��	�  ��  
�M �� 
������ �� �, �	 �
��

�� ������ )���� �������� � Vn ������ 	�  

������� (xi, X i) �� ���
�����


 

������� ���(��	� ��� TVn�

-(���
 ����
 �(D ��������� ��� 	;�������

T ∗Vn = {(x, ωx), x ∈ Vn, ωx ∈ T ∗
xVn} A5��&B

 �� ������ �	 �
�� �� ������ )���� ���������� �� Vn�

.�� ����� ��  ��*
��

'���� �����  
�����

>�
 ������ ������ �� ���� �  
� (M, d)� ��
 :  
����(��
 �� (� �(��
��
 M

 �� : 	;������� ��/	� �	������  ��  
����(�� 
�
 	
 �����
< � �� (�� �
��
�� ��

�������� d  �� : (�;���	� ���
�� �� M ⊗M �� R+� d '����  ������� ����� �

� ��'� �
�������� 	� ��/(���� ��
�����,

�� d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈M < d(x, y) = 0 ⇔ x = y

�� d(x, y) = d(y, x)

#� d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ∀x, y, z ∈M

>�
 �����
 ����� 
 '���� ����
 �������� �� 
/�� �(  ����
�� �� ��( �2 ��		


�����
 ������� 	����� ��		
 �����


�$



�%  	�!	��	 ���
���	�	

'���� ����� ������
�

>�
 ������ �
������ : (�
 �����
 '���
���	� T ��  (� : ��?���� (��  
�����
�3

������ X ×X → C  �� �������� 	� ��/(���� ��
�����,�

�� 〈x, x〉 ���	� � ≥ 0 ∀x ∈ X � 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0

�� 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ∀x, y ∈ X

#� 〈λx, y〉 = λ̄〈x, y〉 ∀x, y ∈ X

"� 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉 ∀x, y, z ∈ X

'���� ����� �� ���
��

��  ����� ������ �� ������ (�
 �����
 H< �� �������
�� ?���� 
 ��?����<

( 	���
 �  
��	��
�

>�� '
	�� ��?���
 	
 �����
 �� !�	+���<  �� �;
�� �� �'���� ���� �����


������  
� H< ��?����
 /	� 
�����
�� �( ��	� ������

,�
�����	 >� 
�����
�� �( H : (�� ����� �� H �� H� Â : ψ �→ Â(ψ) =

Âψ�

>� 
�����
�� Â �� �� ��

�� �(		
 �� Â(ψ) = 0H ∀ψ ∈ H

�� �������, �� Â(ψ) = ψ ∀ψ ∈ H

#� 	������ �� Â(aψ + bφ) = aÂ(ψ) + bÂ(φ) ∀ψ, φ ∈ H a, b ∈ C

>� 
�����
�� 	������ �� �� ��

�� �//�(��
 Â† �� Â �� '���? � 〈Â†ψ, φ〉 = 〈ψ, Âφ〉

�� �(�
�//�(��
 �� Â† = Â � � �
����  
�� ��
�
 D(Â†) = D(Â)

=� 9(���� ����  
����������
 �
	
 
�����
�� 	�������

��
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�������%
 �� 0���*�

=� �������� �< 	� �(���
�� �		���� �� �� 7� 
+�  
����(�� 
�
 (�� ����/	�� ��

�(���
�� �		���� �� +���	���  �� �
�
 ����� ����
�
��� ��	 �������� 
 ����� 


���	 @(���' 7�N
+ 7� 
+� ���
��
 �	 �)#�� ��� ���������
 (��	� ���	
/��  
�

	� �(���
�� ���/
�
����� ��<  
�� ��'�	��
 ��		� � �	�� ��		� �
����
�� SN ���

(�� �(���
�� ���
 ��+�	� �		� �(���
�� ���
�

�� �
�
 �
�� � �(���
�� �		���� �� 7� 
+����� */�(�� �� 9(����  
�����
���

� (�� ���  �� ���  ���� �� (� ��/
	
 � (� �	��
 �� (�
 �����
 ������/
	
� @	�

��/
	� ��	 ������/
	
 '��/
�
  �������< ���  
�'����
��< s< c< d< n� =	 ������3

/
	
 : �����
 /�� ���� �(	 ����
  
��	���
<  
� s ��		;
��/���< c  
�����
���

�	 �(��
 K �(		;���� ���	�< d  
�����
��� �	 �(��
 K + iK ′ ��� d : �(	 �(��


iK ′ �(		;���� ����/�����
� = �(���� K � K ′ �
�
 ����� � 9(���� �� ����
�
�

�� �
�� � �(���
�� �		���� �� �� 7� 
+� �
�
 9(���� pq< �
'� p � q ���
���


(�� ��		� 	������ s<c<d<n�

��C �� /�����	�< �
� : �� ������
 ���
��� (� ������/
	
H (� ����		�	
3

/����� : �(L ������ �
�(�9(�< �� U � �U; '��/
�
 ������(�� ��������'�3

����� �(		;���� ���	� �� ����/�����
 �		
�� 	� �(���
�� �		���� �� �� 7� 
+� �9

( ���(�
�
 '�	
�� ���	� 9(���
 ( : ���	��

�� �(���
�� �		���� �� �
�
 �(���
�� �� �(� '����+�	�� �� ����� '����+�	�

�(D ������ ���� �� ������� �� (�;�������� ϕ 
 ��C  
�(������� �� �������

�� u ��?���
 �
���� �� �� 
��� '����+�	� �(D ������ ���� �� ������� �� (�

��������
 m 
  
�� �	 �
�(	
 �		���� 
 k �
'� k2 = m�

�� 
�����
  �� 	;����/��	� �		���� 
 : ��?���
  
�� (�� �(���
�� f  �� �(D

������ � ����� ��		� �
���

f(x) =

∫ x

c

R (t, P (t)) dt A5��)B

�
'� R : (�� �(���
�� ����
��	� < P : 	� ���� � �� (� �
	��
��
  (+� 



 9(���� 
 ����� ���� � �����(�� � c : (��  
������� ��?����
 	� �(���
��

�		���� ��  
�� 	� ��'���� �� (� ����/��	� �		���� 
� ���

u =

∫ ϕ

0

dθ√
1 −m sin2 θ

A5���B

�&
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5		
�� 	� �(���
�� �		���� �� SN <CN � DN �
�
 ���� ��

SN(u) = sinϕ A5���B

CN(u) = cosϕ A5���B

DN(u) =
√

1 −m sin2 θ A5���B

-(� 	;��/
	
 ϕ :  ������
 ��������� =	 '�	
�� m : : (� ��������
 	�+��
<

(�(�	����� ���	� � 0 ≤ m ≤ 1 �  
�M 	� �(���
�� �		���� �� �
��
�
 ������

�������  
�� ���� �� �(� '����+�	�< 	;�������� ϕ � �	 ��������
 m�

�� �(���
�� �� 7� 
+� �
�������
 	� ��/(���� ��	���
�� �	/�+�� ��

CN2 + SN2 = 1 A5��#B

DN2 + k2SN2 = 1 A5��"B

�� 9(���
 '�����
  �� (CN, SN,DN) ������������ (��  (�'� �		���� �  ��

: 	;���������
�� �� �(� 9(���� �� ��?���� ��		� ��	���
�� ��� ������� �
�����


��?���� (�� 	�//� �� /�(��
 ��� � �(��� �( 9(����  (�'� �����'���
 	� �
��(	�

�� ������
�� ��� 	� �(���
�� �� 7� 
+��

CN(x+ y) =
CN(x)CN(y) − SN(x)SN(y)DN(x)DN(y)

1 − k2SN2(x)SN2(y)
A5��$B

SN(x+ y) =
SN(x)CN(y)DN(y) + SN(y)CN(x)DN(x)

1 − k2SN2(x)SN2(y)
A5���B

DN(x+ y) =
DN(x)DN(y) − k2SN(y)SN(x)CN(x)CN(y)

1 − k2SN2(x)SN2(y)
A5��&B

�� ����'��� ��		� ��� +���	��� �(���
�� �� 7� 
+� �
�
�

d

dz
SN(z; k) = CN(z; k)DN(z; k) A5��)B

d

dz
CN(z; k) = −SN(z; k)DN(z; k) A5���B

d

dz
DN(z; k) = −k2SN(z; k)CN(z; k). A5�#�B

�
� 	� �
��(	� �� ������
�� ���� �
��� � ��� (� ���
 '�	
�� �� K  
� 0 <

k < 1 '�����
  �� ���� �
�
 �
	(��
�� ��		� ��/(���� �9(���
�� ��6�������	�


�������� �
� 	�������

�)
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• SN(y; k) ���
	'� 	� �9(���
�� ��6�������	�

d2y

dx2
+ (1 + k2)y − 2k2y3 = 0 A5�#�B(

dy

dx

)2

− (1 − y2)(1 − k2y2) = 0 A5�#�B

• CN(y; k) ���
	'� 	� �9(���
�� ��6�������	�

d2y

dx2
+ (1 − 2k2)y + 2k2y3 = 0 A5�##B(

dy

dx

)2

− (1 − y2)(1 − k2 + k2y2) = 0 A5�#"B

• DN(y; k) ���
	'� 	� �9(���
�� ��6�������	�

d2y

dx2
− (2 − k2)y + 2y3 = 0 A5�#$B(

dy

dx

)2

− (y2 − 1)(1 − k2 − y2) = 0 A5�#�B

��
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��		� ��
 �� ������ ����
��

1�� ���*��� �� ���	
� �� �	� ���� ��
�
	�


=� 9(���� ����
�� �����
 �	  
��
 ���	� ��
 ��	 ���+
	
 �� 1�/��� �� (�


����
  
������ |z〉� =	 ���+
	
 �� 1�/��� : 	� �(���
�� �(		
 �����
 ��		� ����

 
�����
������ �		;
�����
�� ������, ρ̂� =� /�����	� �	 ���+
	
 �� 1�/��� :

���
 ��

W (q, p) =
1

2π

∫
ρ
(
q +

u

2
, q − u

2

)
e−ipudu A8��B

�
'� ρ
(
q + u

2
, q − u

2

)
: �	 '�	
�� �� ���������
�� 〈q + u

2
|ρ̂|q − u

2
〉� G�	  ��


��		
 ����
  
������ 	;
�����
�� ������, : ρ̂ = |z〉〈z|H  �	 
	���
�� �	 '�	
�� ��

���������
��

ρz(q +
u

2
, q − u

2
) = 〈q +

u

2
|z〉〈z|q − u

2
〉 =

=
1

π1/2
e−

(q+ u
2 )2

2
− |z|2

2
+
√

2z(q+ u
2
)− z2

2 e−
(q−u

2 )2

2
− |z|2

2
+
√

2z∗(q−u
2
)− z∗2

2 A8��B

�
����(���
 9(���� ��������
�� ��		� A8��B �� ��

W (q, p) =
1

π3/2
e−|z|2− z∗2

2
− |z|2

2

∫
due−

1
2
(q+ u

2
)2− 1

2
(q−u

2
)2e

√
2z(q+ u

2
)+

√
2z∗(q−u

2
)e−ipu

A8�#B

��� ���
	'��� 	;����/��	� �� du (�����
 	� ��/(���� ��	���
���∫
e−cu2+fudu =

√
π

c
e

f2

4c A8�"B

���



"% �
���#�	� �	 �����	 ������	

�
���
�����
	�  
� 	� A8�#B �� '���  ��< ��	 �
���
  ��
 c = 1
4
� f =

√
2

2
(z −

z∗) − ip� -(���� �� 
�������

W (q, p) =
1

π3/2
e−|z|2− z∗2

2
− |z|2

2 e−q2

e
√

2(z+z∗)q
√

4πe(
√

2
2

(z−z∗)q−ip)2 = A8�$B

=
1

π
e−|√2z−(q+ip)|2 A8��B

�
����(���
 ��		� A8�$B z = 1√
2
(qz + ipz) � � ��'���
 �	 ���+
	
 �� 1�/���

���
 ���
 �		
 ����
  
������ ��		� �
����

W (q, p) =
1

π
e−|(q−q0)+i(p−p0)|2 =

1

π
e−(q−qz)2−(p−pz)2 A8�&B

1�� �2�����	
 �� ��������
 ���	������

=� 9(���� ����
�� ����'����
  
� ��//�
�� �����/	�
 	;�9(���
�� �� ��
('�		�

9(������� � � 	� �(� �
	(��
��� ��	 �
����
  �� 	� ������ � �� (� �������

9(������� 
 E ����������� ��		;�9(���
�� �� � ��.���/�� �������
 �� 9(����

� ����'���
 (�;�9(���
�� ��� W (q, p, t)

i�
∂|Ψ〉
∂t

=

[
p̂2

2m
+ V (q̂)

]
|Ψ〉, |Ψ〉(t0) = |Ψ0〉 A8�)B

=	 ���+
	
 �� 1�/��� �� '����+�	� �������
��	� :

W (p, q) =
1

2π�

∫
ρ(q − u

2
, q +

u

2
)e

ipu
� du A8��B

5 ������� ��		� A8�)B ����'���
 	;�9(���
�� �� �'
	(��
�� ��� ρ(q1, q2, t) =

Ψ(q1, t)Ψ
∗(q2, t)�

∂ρ

∂t
=

[
i�

(
∂2

∂q2
1

− ∂2

∂q2
2

)
+

1

i�
(V (q1) − V (q2))

]
ρ(q1, q2) A8���B

=� 9(���� �9(���
�� �
����
 q1, 2 = q ∓ u
2
� 
�������
< ��		� �(
'� '����+�	�

∂ρ

∂t
=

[
−i�
m

∂2

∂q∂u
+

1

i�

(
V (q − u

2
) − V (q +

u

2
)
)]

ρ(q − u

2
, q +

u

2
) A8���B

���



"%� 4���	��
 �	 +	���	��
 �����	��	��

��6��������
 	� �(���
�� W (q, p, t) �������
 �	 ����
 � �
����(���
	� ��		�

A8���B�

∂W (q, p, t)

∂t
=

1

2π�

∫
due

ipu
�

[
−i�
m

∂2

∂q∂u
+

1

i�

(
V (q − u

2
) − V (q +

u

2
))
)]

ρ

A8���B

=� 9(���� ��	���
�� �
�����
 �����
����� �	 ����
 ������� �
�����
 ∂
∂q

�(
��

�	 ��/�
 �� ����/��	� � ����/����
 ��� ����� �( uH �� 9(���
 �
�
 
�������


1

2π�

∫
−i�
m
e

ipu
�

∂2ρ

∂q∂u
du =

i�

m

∂

∂q

1

2π�

∫
ρ
∂

∂u
e

ipu
� du =

i�

m

ip

�

∂W

∂q
A8��#B

=	 �� 
��
 �������< ��'� �< �(D ������ �����
����
 �����'���
 	� ��	���
��

une
ipu
� =

(
�

i

∂

∂p

)n

e
ipu
� A8��"B

��  (� ��/(�  ��< ��� �(���
�� V ���	��� �� ��	 �(��
 q

V
(
q ± u

2

)
e

ipu
� = V

(
q ± �

2i

∂

∂p

)
e

ipu
� A8��$B

�(�9(� �++���


1

i�

1

2π�

∫
duρ

[
V (q − u

2
) − V (q +

u

2
)
]
e

ipu
� =

=
1

i�

1

2π�

∫
duρ

[
V (q − �

2i

∂

∂p
) − V (q +

�

2i

∂

∂p
)

]
e

ipu
� =

=
1

i�

[
V (q − �

2i

∂

∂p
) − V (q +

�

2i

∂

∂p
)

]
W (q, p, t)

A8���B

=� ��?����'� 	;�9(���
�� �� �'
	(��
�� ��� �	 ���+
	
 �� 1�/��� :

∂W

∂t
= − p

m

∂W

∂q
+

1

i�

[
V (q − �

2i

∂

∂p
) − V (q +

�

2i

∂

∂p
)

]
W A8��&B

 ��  ��������
 �9(���
�� �� ��
('�		� 9(������� ��

�� �'�	(�����
 �	 �
������	� �� ����� ��	 �(��
 q< 9(���� �9(���
�� �� �(D

� ��'��� �� �
��� ��	 ��/(���� �'�	(��
�

∂W

∂t
+
p

m

∂W

∂q
− V ′(q)

∂W

∂p
=

�

24
V ′′′(q)

∂3W

∂p3
+ ... A8��)B

��#



"% �
���#�	� �	 �����	 ������	

9(���
 ���� (����
 	� 9(�����, ��		;
����� �� �2 	;�9(���
�� �� ��
('�		�

9(������� � ��'���� 	�  	���� ��

��������
 ��C �� �����/	�
� �������������
 	;�9(���
�� A8��&B ��		�

�
����

∂W

∂t
+
p

m

∂W

∂q
−V ′(q)

∂W

∂p
=

1

i�

[
V (q − �

2i

∂

∂p
) − V (q +

�

2i

∂

∂p
) − V ′(q)

∂

∂p

]
W

A8���B

� ����
�( ���
 	� �
����
��

Φ(q, p, t) =
1

i�

[
V (q − �

2i

∂

∂p
) − V (q +

�

2i

∂

∂p
) − V ′(q)

∂

∂p

]
W A8���B

=� 9(���
 �
�
 �
�����
 � ��'��� 	;�9(���
�� A8���B �� �
��� �� �9(���
��

�� ��
('�		�  	���� � �
� 
�
/����<

∂W

∂t
+
p

m

∂W

∂q
− V ′(q)

∂W

∂p
= Φ(q, p, t) A8���B

�� �
	(��
�� ��		;�9(���
�� A8���B<  
� 	�  
�����
�� ������	� W (q, p, 0) =

W0(q, p)< �(D ������ � ����� ��		� �
���

W (q, p, t) =

∫∫
G(p, q, t; p0, q0, 0)W0(p0, q0)dp0dq0+

+

∫ t

0

dt0

∫∫
G(p, q, t; p0, q0, t0)Φ(p0, q0, t0)dp0dq0

A8���B

��G(p, q, t; p0, q0, 0) : 	� �(���
�� �� @���� ��		;�9(���
�� �� ��
('�		�  	���� �

�� �� 	� �
���

G(p, q, t; p0, q0, t0) = δ(p− p̄(t; t0, p0, q0))δ(q − q̄(t; t0, p0, q0)) A8��#B

�
'� q � p �
�
 	� �
	(��
�� ��		� �9(���
�� ��	 �
�
  	���� ��

d

q̄
=

p̄

m
,

d

p̄
= −V ′(q̄) A8��"B

 
� 	�  
�����
�� ������	�

p̄(t0; t0, p0, q0) = p0 q̄(t0; t0, p0, q0) = q0 A8��$B

��"
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 	� Φ ��		;�9(���
�� A8���B � 
�������


W (p, q, t) = W (0)(p, q, t) +

∫ 0

t

dt0

∫∫
G(p, q, t; p0, q0, t0)

1

i�
×

×
[
V (q − �

2i

∂

∂p
) − V (q +

�

2i

∂

∂p
) − V ′(q)

∂

∂p

]
W (p0, q0, t0)dp0dq0

A8���B

=� 9(���� ��	���
�� �++���
 ����
�
��
 	� �
����
��

W (0)(p, q, t) =

∫∫
G(p, q, t; p0, q0, 0)W0(p0, q0)dp0dq0 A8��&B

�� (����
 	� �����
����� �� �
(���� ��		� �(���
�� W (p0, q0, t0) �������
 � p0

��	 ������� �����
 ��		;�9(���
�� � ��  ���
 �/��� 	;
�����
�� ∂
∂p0

	;�9(���
��

������ 	� �
��� �� (�;�9(���
�� ����/��	� �(���

W (p, q, t) = W (0)(p, q, t)+

+
1

2π

1∫ t

0

dt′
∫∫

dp′dq′
∫∫

dλdp0λG(p, q, t; p0, q
′, t′)×

× sin[λ(p0 − p′)]
[
V ′(q′) − 1

λ�

(
V (q′ +

λ�

2
) − V (q′ − λ�

2
)

)]
W (p′, q′, t′)

A8��)B

�� �(���
�� W (0)(p, q, t) : �
���	����� 	� �
	(��
�� ��		;�9(���
��  	���� � ��

��
('�		�  
�����
������ �		� ������+(��
�� ������	� W0(q, p)

1�! �������	
 
�������

G�		� ����
�� ��� ������ �++���
 � ����
 	� �
	(��
�� ��		;�9(���
�� �� ��3


('�		� 9(������� � �� ������� �� �9(���
�� ����/��	� �(�� A8��)B� -(��3

�� �9(���
�� �� ���
	'� �������'������< 9(���� �	 ����
 
����� A�� '����+�	�

��$
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W (p, q, t) = W (0)(p, q, t)+

+
1

2π

∫ t

0

dt′
∫∫

dp′dq′
∫∫

dλdp0λG(p, q, t; p0, q
′, t′)×

× sin[λ(p0 − p′)]
[
V ′(q′) − 1

λ

(
V (q′ +

λ

2
) − V (q′ − λ

2
)

)]
W0(p

′, q′)

A8���B

�
����(���
 �� 9(���� ��������
�� �	 �
������	� V (q) = q4

W 1(p, q, t) = W (0)(p, q, t)+

+
1

2π

∫ t

0

dt′
∫∫

dp′dq′
∫∫

dλdp0λG(p, q, t; p0, q
′, t′)×

× sin[λ(p0 − p′)]
[−λ2q′

]
W0(p

′, q′)

A8�#�B

�� �(���
�� �� @���� �� 	� �
��� A8��#B 9(���� �	 ������� ����(�+���'


��'����

W 1
pert(p, q, t) = − 1

2π

∫ t

0

dt′
∫∫

dp′dλλ3q′(t′)×

× sin[λ(p(t′) − p′)]W0(p
′, q′(t′))

A8�#�B

���
	'���
 	;����/��	� �� dp′�
∫
dp′ sin[λ(p(t′) − p′)]e−(p′−pz)2 = −√

π sin[λ(p(t′) − pz)]e
−λ2

4 A8�#�B

� �
����(���
	
 ��	 ������� ����(�+���'
 A8�#�B

W 1
pert(p, q, t) =

= − 1

2π

∫ t

0

dt′
∫∫

dp′dλλ3q(t′) sin[λ(p(t′) − p′)]W0(p
′, q′(t′)) =

=

√
π

2π

∫ t

0

dt′q(t′)
∫
dλλ3 sin[λ(p(t′) − pz)]e

−λ2

4 W0(p
′, q′(t′))

A8�##B

���
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 �
��
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����� 	;����/��	� �� dλ∫
dλλ3 sin[λ(p(t′) − pz)]e

−λ2

4 =

= −16
√
π(p(t′) − pz)

[−3/2 + (p(t′) − pz)
2
]
e−(p(t′)−pz)2

A8�#"B

 ��< �
����(��
 ��	 ������� ����(�+���'
 �,�

W 1
pert(p, q, t) = 8

∫ t

0

dt′q′(t′)(p(t′) − pz)
[−3/2 + (p(t′) − pz)

2
]
W0(q(t

′), p(t′))

A8�#$B

=� ��?����'� 	� �
	(��
�� ��		;�9(���
�� �� ��
('�		� 9(������� � �	 ����
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W 1(p, q, t) = W (0)(p, q, t)+

+ 8

∫ t

0

dt′q′(t′)(p(t′) − pz)
[−3/2 + (p(t′) − pz)

2
]
W0(q(t

′), p(t′))

A8�#�B

1�# .���
	��	���������	
 �
��
 �����*���

�;!���	�
����� � �	�� ��� �	  
���
��
 ��� 	� �'
	(��
��  	���� � � 9(������� �

:

H =
p2

2m
+ kq4 A8�#&B

��� ����	� ��, ����?�����
 	� '����+�	� �� �
�
 �� �
��� ��� ��'��� �(��
 ��

'����+�	� ��������
��	��

αq → q A8�#)B

βp→ p A8�#�B

τt → t A8�"�B

γH → H A8�"�B

=�������(��
 �
++���
  �	 
	��� �������
�� ��		�  
�������

[k] =
E

l4
=

m

l2t2
A8�"�B

��&
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[�] =
ml2

t
A8�"#B

[m] = m A8�""B

�
��� ���
  
� α�

α = kα1�
α2mα3 = mα1+α2+α3l−2α1+2α2t−2α1−α2 = l−1 A8�"$B

9(���� �
++���
 ���
	'��� �	 ������� �� �9(���
���

α1 + α2 + α3 = 0 A8�"�B

−2α1 + 2α2 = −1 A8�"&B

−2α1 − α2 = 0 A8�")B

��  (�

α1 =
1

6
A8�"�B

α2 = −1

3
A8�$�B

α3 =
1

6
A8�$�B

9(����

α = k
1
6 �

− 1
3m

1
6 A8�$�B

β = kβ1�
β2mβ3 = m−1l−1t A8�$#B

9(���� �
++���
 ���
	'��� �	 ������� �� �9(���
���

β1 + β2 + β3 = −1 A8�$"B

−2β1 + 2β2 = −1 A8�$$B

−2β1 − β2 = 1 A8�$�B

��)
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��  (�

β1 = −1

6
A8�$&B

β2 = −2

3
A8�$)B

β3 = −1

6
A8�$�B

β = k−
1
6 �

− 2
3m− 1

6 A8���B

=�?��

γ = kγ1�
γ2mγ3 = m−1l−2t2 A8���B

9(���� �
++���
 ���
	'��� �	 ������� �� �9(���
���

γ1 + γ2 + γ3 = −1 A8���B

−2γ1 + 2γ2 = −2 A8��#B

−2γ1 − γ2 = 2 A8��"B

��  (�

γ1 = −1

3
A8��$B

γ2 = −4

3
A8���B

γ3 =
2

3
A8��&B

γ = �
− 4

3m
2
3k−

1
3 A8��)B
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=� 9(���� ������� � ��������
 �	 ��
/����� (���
 ��� /������� 	� ?/3

(��� ��		� �9(���
�� �� !���	�
� "��" �� 
������ 	;�9(���
�� ��6�������	�

�
� 	�������

������������	
����	���	�� � �	���� �� �� �� ���

	�  (� �
	(��
�� :

q(t) =
4
√

2aSN


−

√√
2at2 + 2

√
2t
√
ab+

√
2ab2

√
2

,−1


 A���B

-(���� �
����(��� �� q̇ = p �,�

p(t) = −
4
√
a
(
2
√

2ab+ 2
√

2at
)
CN

[
−
√√

2at2+2
√

2t
√

ab+
√

2ab2√
2

,−1

]
DN

[
−
√√

2at2+2
√

2t
√

ab+
√

2ab2√
2

,−1

]

2
5
4

√√
2at2 + 2

√
2t
√
ab+

√
2ab2

A���B

=  
�L ����� � � � �
�
 �(���
�� ��� '�	
�� ������	�� 5++���
  
���(��
 (��

����� � �� ���� 32 × 32

����� � ��

����� � ����	��� ��� ��� �� ������� � � �� �������

�
� �++���
  
���(��
 �(� ��+�		� �� '�	
�� ������	�
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'(��	
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1�.2��34.5�/��� "0 6��� ��� �� ��������

'(��	
�	�����		�� ��� � ���)*���	��	�� �� ��		�� ����

�	�� �� ��		�� ��������� &+ �����		� " �� �����
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1�.2��34.5�/��� "0 6��� ��� �� ��������

'(��	
�	
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��	�� �� ��		��  �������� &+ �����		��  " �����

��� � &+ �����		��  " ����� ,��-�.�����/ "0 �����

1�.2��34.5�/��� "0 6��� ��� �� �������� � � �� ��������
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�
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