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Capitolo 1

Fondamenti

1.1 I Gruppi

Definizione 1 Un insieme G possiede una struttura di gruppo se é assegnata una
legge di composizione, cioé un’operazione binaria interna - : (g1,92) € G X G —
g1 - g2 € G per cui valgano le sequenti proprieta:

1. g1-(92-93) = (g1 - 92) - g3 Proprietd associativa'
2.deeG:e-g=g-e=g Vg € G Elemento neutro
3. Vge @G dg'eG:g-g'=g' g=e Inverso

Le richieste per definire un gruppo possono essere ulteriormente generalizzate
modificando i punti 2 e 3, cioé richiedendo solo 'esistenza di un elemento neutro ed
un inverso destro (o sinistro); questo modo di assiomatizzare il gruppo & comunque
equivalente a quello dato.

Proposizione 1 L’elemento neutro é unico.

Dimostrazione. Indicano con e ed e’ due distinti elementi neutri abbiamo che
e = e’ =€/, contro l'ipotesi. m

Proposizione 2 L’inverso ¢ unico.

Dimostrazione. Indicando con h e b’ due inversi di g abbiamo che b’/ = h/(gh) =
(W'g)h = h, contro I'ipotesi ( si noti che nella dimostrazione ¢ stata essenziale
I'associativita della moltiplicazione). ®

Il gruppo & detto commutativo o abeliano se g1 - g2 = g2 - g1 Vg1, 92 € G;
nel caso di un gruppo abeliano si suole usare la notazione additiva, dove 'opera-
zione interna + & denominata addizione e ’elemento neutro € indicato col simbolo
0, mentre nel caso generale si usa la notazione moltiplicativa, dove I'operazione
interna - e detta moltiplicazione e I’elemento neutro ¢ indicato col simbolo 1.

In seguito ometteremo il simbolo - usando la notazione g;go.

Il numero di elementi (cioé la cardinalita? di G) che formano il gruppo & det-
to ordine del gruppo; quindi e possibile distinguere fra gruppi di ordine finito

!Se ¢ valida solo la proprieta associativa la coppia (G,-) & detta semigruppo.
2La cardinalita di un insieme X sard indicata con |X]|.

)



1.1 I Gruppi Fondamenti

(gruppi finiti) e di ordine infinito (gruppi infiniti); inoltre se ¢ possibile iden-
tificare un elemento del gruppo con un insieme di parametri continui il gruppo
¢ detto gruppo continuo. I gruppi finiti possono essere rappresentati tramite
le Tabelle di Cayley che riportano il valore di tutti i possibili prodotti fra gli
elementi del gruppo.

Esempio 1 1. Z,Q,R e C formano un gruppo abeliano rispetto all’usuale ad-
dizione;

2. Q* 3, R* e C* formano un gruppo abeliano rispetto all’usuale moltiplicazione;

3. L’insieme delle matrici quadrate nxn su un campo F(+,-) con determinante
diverso da 0 é un gruppo rispetto all’usuale moltiplicazione fra matrici, de-
nominato gruppo generale lineare (GL(n, F)); il gruppo é abeliano pern =1,
in quanto si riduce al gruppo moltiplicativo del campo (F*), e non abeliano
pern > 1;

4. L’insieme (di ordine 4) G = {1,i,—1,—i} C C* & un gruppo rispetto all’u-
suale moltiplicazione fra numeri complessi con la sequente tabella di Cayley:

1 i -1 =i
1)1 i -1 —i
i i -1 =i 1 (1.1)

—1/-1 — 1 1
—i | =t 1 1 —1

Questo gruppo e, come vedremo, un gruppo ciclico generato dall’elemento i o
dall’elemento —i.

Proposizione 3 Presi x,a,b appartenenti al gruppo G si ha che ax = b se e solo
-1
sex=a "b.

Dimostrazione.
r=a Y(az) =a"'b
]
Proposizione 4 Presi x,y appartenenti al gruppo G si ha che (vy)~! =y to~!
—1y-1 _
e(z™) ==
Dimostrazione.
(zy) ™" = (2y) Halyy D™l = (2y) Hayy Tz =y e

|
Si definisce induttivamente la potenza n—esima z", con n € Z, dell’elemento
x appartenente al gruppo G come segue:

o 20 =1, T =z

ezl lp=1

3Con P’apice * indichiamo il campo privato dell’elemento neutro 0 dell’adizione.
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Fondamenti 1.2 Sottogruppi

e " =x""lzsen>0ez"=(z7!)"sen<0.

Proposizione 5 """ = g™
Dimostrazione.
n+m n n+m
oo o= TTe T 2=
i=1 i=1 j=n+1
]
nm

Proposizione 6 (2")™ =z

Dimostrazione.

1.2 Sottogruppi

Definizione 2 Un sottogruppo di un gruppo G(-)é un sottoinsieme H C G che é
chiuso per - (Vx,y € H = z -y € H) e tale che la struttura indotta H(-) sia un

gruppo.

Per indicare che H & un sottogruppo del gruppo G si usa la notazione H < G.
E facile verificare che ’elemento neutro del sottogruppo H di G coincide con
I’elemento neutro di G.

Esempio 2 1. Z é un sottogruppo del gruppo additivo Q che a sua volta ¢ un
sottogruppo additivo di R ed R é un sottogruppo di C;

2. linsieme singleton costituito dall’elemento neutro 1 ed il gruppo G stes-
so sono sottogruppi del gruppo G e sono detti sottogruppi banali, men-
tre gli altri eventuali sottogruppi sono detti sottogruppi mon banali; un
sottogruppo proprio di G (# {1}) ¢ un sottogruppo distinto da G;

3. Uinsieme U(1) = {x € C : © = €?,¢ € R} ¢é un sottogruppo di C*(-)
rispetto all’usuale moltiplicazione; un suo sottogruppo proprio € l’insieme
Coo = {x € C: 2z =e*}, dove si & posto = 21/n e doven € N ek € Z.

La proprieta di essere un sottogruppo e transitiva, cioe dato un sottogruppo
H del gruppo G ed un sottogruppo K di H allora K & un sottogruppo di G.

Proposizione 7 Dato H sottoinsieme del gruppo G, allora H é un sottogruppo
di G se e solo se H non é vuoto e Va,y € H si ha che zy~' € H.

4U(l) indica il gruppo unitario di dimensione 1, vedi il paragrafo 6.3.

7



1.2 Sottogruppi Fondamenti

Dimostrazione. L’elemento neutro appartiene ad H (zz~! = 1) come Iinverso
(basta porre z = 1). m

L’intersezione di una famiglia di sottogruppi H; < G € ancora un sottogruppo
in quanto, come conseguenza della struttura di gruppo degli H;, all’intersezio-
ne appartiene ’elemento neutro 1 e dati g1,g92 € N;H; allora avremo anche che
gi192 = g3 € N;H;. L’intersezione di tutti i sottogruppi di G contenenti un dato
insieme S C G ¢ il piu piccolo sottogruppo contenente S ed € indicato con < S >
Sed ¢ detto sottogruppo generato dall’insieme S. Nel caso di un insieme S
formato dal solo elemento go, il sottogruppo < go > & formato da tutti gli elemen-
ti esprimibili come potenze di gy ed e detto gruppo ciclico; piu in generale un
gruppo si dice finitamente generato se esiste un insieme finito di elementi X
del gruppo che lo genera, cioé G =< X >.

Un gruppo ciclico < x > € finito se esiste un intero positivo n € N tale che
x" = 1; e facile verificare che il pit piccolo n che verifica la precedente relazione
¢ l'ordine del gruppo ed ¢ detto ordine o periodo dell’elemento = in quanto
coincide proprio con il numero di elementi del gruppo (< z >= {1,2!,...,2"1})¢;
se non esiste un n che verifica la precedente condizioni allora il gruppo ciclico e
infinito.

Proposizione 8 Tutti i gruppi ciclici di ordine infinito sono isomorfi; tutti i
gruppi ciclici di ordine n sono isomorfi.

Dimostrazione. I gruppi ciclici di ordine infinito sono isomorfi al gruppo additivo
7 tramite I'isomorfismo che associa ad ogni elemento k € Z I’elemento a* €< a >;
i gruppi ciclici di ordine n sono isomorfi al gruppo delle radici n-esime dell’'unita
nel campo complesso od anche al gruppo additivo degli interi modulo n. =

Proposizione 9 Ogni sottogruppo di un gruppo ciclico é ciclico.

Dimostrazione. Consideriamo un gruppo ciclico < a > di ordine n ed un suo
sottogruppo H non identico; sia k il minimo intero positivo tale che a* € H — {1}
esial € Z tale che a! € H. Applicando alla coppia (I, k) ’algoritmo della divisione
euclidea in Z si hal = kq+r, con q,7 € Z e 0 < r < k. Si ha allora

e quindi
a"=d@hlecH

Ne segue che r = 0 per definizione di k. Abbiamo dimostrato che | deve essere un
multiplo di k e quindi che H =< a* >. m

Tutti gli elementi di un gruppo finito hanno ordine finito; esistono anche gruppi
di ordine infinito i cui elementi hanno ordine finito. I gruppi i cui elementi hanno
tutti ordine finito sono detti periodici o di torsione; i gruppi i cui elementi,
esclusa 'unita, hanno tutti ordine infinito sono detti liberi da torsione, mentre
i restanti sono detti misti.

5< S > contiene tutti prodotti di potenze di elementi di S ed & pertanto costituito da essi.

n/m

5Sia m un divisore di n allora Pelemento x del gruppo € una radice m—esima dell’unita

ed ha periodo m.



Fondamenti 1.3 Omomorfismi

Possiamo introdurre un prodotto fra sottoinsiemi nel seguente modo: dati
due sottoinsiemi X e Y del gruppo G, costruiamo i seguenti insiemi:

XY ={zyeG:zeX,yeY}

X'={z'eG:zc X}
Due sottogruppi H e K del gruppo G sono detti sottogruppi permutabili

se HK = KH, cioé se per ogni hy € H e per ogni k1 € K esistono ho € H e
ko € K tali che hiki = kohs.

Proposizione 10 Dati due sottogruppi H e K permutabili allora l'insieme HK
€ un sottogruppo.

Dimostrazione. Per la proposizione 7 dobbiamo dimostrare che presi gli elementi
hik1, hoks € HK allora hﬂﬁ(thQ)fl c HK

hiki(hoks) ™' = hy(kiky Dyt = hikshy ' = hihsks € HK

dove

ks = kiky !
e hg e k4 sono elementi di H e K rispettivamente tali che
kshy' = haky

In generale, dati due sottogruppi A e B di G, il sottogruppo generato dai due
sottogruppi contiene 'insieme prodotto, cioé:

ABC< A, B >

e vale I'uguaglianza se e solo se A e B sono permutabili.

1.3 Omomorfismi

Un’applicazione f dal gruppo G al gruppo H & detta omomorfismo se conserva
le leggi di composizione, cioé se:

flg1g2) = f(91)f(92)  Vog1,92 € G,

inoltre se f & iniettiva, suriettiva o biettiva e detta, rispettivamente monomorfismo,
epimorfismo od isomorfismo. L’insieme degli omomorfismi fra G eH si indica con
Hom(G, H).

Due gruppi G e H si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo ¢ : G — H,
indicheremo cio con la scrittura G ~ H. Nella classe di tutti i gruppi I'isomorfismo

9



1.3 Omomorfismi Fondamenti

& una relazione di equivalenza’sicché si possono considerare le classi di isomorfismo
dei gruppi invece di considerare tutti i possibili gruppi®.
Un omomorfismo possiede le seguenti proprieta:

1.

f(1) =1 dove 1 al primo membro e 1 al secondo membro sono gli elementi
neutri, rispettivamente, di G e H;

S flgTh) = (flo)h
. f trasforma sottogruppi in sottogruppi;

.Im(f)={he€ H:h= f(g9),9 € G} & un sottogruppo di H.

5. Ker(f)={9 € G: f(g) =1} & un sottogruppo di G.
Dimostrazione.
L h=f(g) = f(g1) = f(9)f(1) = hf(1);

2.

F@)fg) 7t =1=f1)=flgg™") = f9)f(g™");

. detto K il sottoinsieme di H immagine del sottogruppo F di G, per di-

mostrare che K e un sottogruppo adoperiamo la proposizione 7, cioé, dati
hi,he € K e g1,92 € F tali che e hy = f(g1) e ha = f(g2), si ha:

ha(h2) ™ = fg1)f(92) ™" = f(g91)f(g2) "] = flor(g2) "]
ma g1(ge) "t € F, quindi hy(he) ! € K;

. segue dalla 3., perché G ¢ un sottogruppo di G;

. dati g1,92 € Ker(f) allora 1 = 1(1)™* = f(g1)f(g2) " = f(q1)fl(g2)""] =

flg1(g2)Y, cioé g1(g2)~! € Ker(f); I'asserto segue dalla proposizione 7.

Esempio 3 1. L’omomorfismo f : x € R — €@ € U(1) & un epimorfismo

dal gruppo additivo R sul gruppo moltiplicativo U (1) dei numeri complessi
con modulo uguale ad uno; il nucleo di questo omomorfismo € il sottogruppo
additivo 2nZ. generato da 27;

Uomomorfismo f :x € R — e € R* é un monomorfismo dal gruppo additivo
R al gruppo moltiplicativo R* e Im(f) = RY(-) (gruppo moltiplicativo dei
numeri reali positivi).

"Una relazione di equivalenza R in una classe (in un insieme) & una relazione binaria che

soddisfa le seguenti proprieta:

1.

transitiva: se aRb e bRc allora aRec

2. simmetrica: se aRb allora bRa

3. riflessiva: aRa

8Dato un gruppo con una legge di composizione che presenti difficolta di calcolo ed un gruppo

ad esso isomorfo con una legge di composizione pit maneggevole, allora & possibile effettuare il
calcolo nel gruppo piu semplice da trattare e, successivamente, usare 'isomorfismo per ottenere
il risultato relativo al gruppo di partenza.
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Fondamenti 1.4 Sistemi di Generatori

Ci sono gruppi che possono essere isomorfi ad un loro sottogruppo proprio,
naturalmente la condizione necessaria perché questo sia possibile e che il gruppo
sia infinito; un esempio e l'isomorfismo che associa ad ogni elemento di k € Z
I’elemento 2k appartenente al gruppo additivo degli interi pari.

Un omomorfismo nel gruppo G induce un omomorfismo anche sui suoi sotto-
gruppi.

Dato un gruppo K isomorfo ad un sottogruppo H del gruppo G questo puo es-
sere embedded nel gruppo G, cioe puo essere immerso nel gruppo G. Precisamente,
se 0 : K — H & un isomorfismo e

1:he H—-hedG
& 'omomorfismo di immersione di H in G, allora
100: K -G

¢ un monomorfismo che immerge K in G.

Esempio 4 Il gruppo simmetrico di grado n — 1 puo essere immerso nel gruppo
simmetrico di grado n.

1.4 Sistemi di Generatori

Definizione 3 Un sistema di generatori del gruppo G ¢ un insieme M C G
tale che

G=<M >.

Esiste sempre un sistema di generatori in quanto basta considerare come insieme
M tutto il gruppo G.

Un sistema di generatori M & detto irriducibile o minimale se non esiste
nessun sottoinsieme proprio di M che generi tutto il gruppo, mentre il gruppo
¢ detto finitamente od infinitamente generato a seconda che possieda un
sistema di generatori rispettivamente finito od infinito. La finitezza di un sistema
di generatori non implica la finitezza dell’ordine del gruppo; il gruppo additivo Z
e generato dal solo elemento 1.

Proposizione 11 Ogni sistema finito di generatori di un gruppo finitamente ge-
nerato contiene un sistema irriducibile di generatori.

Dimostrazione. Dato un sistema di generatori basta escludere da esso gli ele-
menti superflui. m

Distinti sistemi di generatori irriducibili di gruppi finitamente generati possono
contenere un diverso numero di elementi.

Proposizione 12 Ogni imagine tramite un omomorfismo di un gruppo finita-
mente generato € un gruppo finitamente generato.
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1.5 Classi Laterali (Cosets) Fondamenti

Dimostrazione. Consideriamo il gruppo finitamente generato
G=<ay,a2,...,0, >

ed un omomorfismo ¢ : G — H, allora un elemento a’ del gruppo H immagine
dell’elemento a € G tramite 'omomorfismo ¢ & esprimibile nel seguente modo

ki1 k ks s
a' = ¢(a) = p(aj*a;?...al*) = ¢(ai,)" d(ai,)™...0(a;,)*
dove a = afll af;...afss. Quindi ¢(a1), ¢(az), ..., ¢(ay,) € un sistema di generatori per
H =

1.5 Classi Laterali (Cosets)

Dato un sottogruppo H < G, definiamo in G la seguente relazione di equivalenza
RE: dati due elementi g1, g2 € G, essi sono equivalenti (g1 R g2) se esiste h € H
tale che g1 = hgs. L’insieme Hg, formato dagli elementi hg con h € H e g € G, &
detto classe laterale destra di H in G; in modo analogo € possibile definire le
classi laterali sinistre tramite la relazione di equivalenza RJLLI (glR%gg se esiste
h € H tale che g1 = goh)?. Ogni classe laterale pué essere indicata fornendo un
unico elemento ad essa appartenente, detto rappresentante, in quanto, preso gg
come rappresentante, l’elemento g1 € Hgg si otterra come g1 = hijgg con h; €
H, essendo Hgy = Hhigo = Hgo; da cio si ottiene che classi laterali (destre o
sinistre) distinte non possiedono elementi in comune. Le classi laterali hanno la
stessa cardinalita di H, in quanto 'applicazione h € H — hg € Hg ¢ biettiva.
Consideriamo un insieme 1" costituito dai rappresentanti delle classi laterali destre
di H in G; G ¢ uguale all’'unione disgiunta delle classi laterali, cioé

G=|]JHt (1.2)

teT

I'insieme T € un trasversale destro; equivalentemente si puo definire un trasver-
sale sinistro.

Possiamo esprimere il concetto di laterale e trasversale utilizzando il prodotto
fra insiemi definito nel paragrafo 1.2, cioé la (1.2) puo essere riscritta nella seguente
forma: G=HT e |[HNT| =1.

Proposizione 13 Dato un sottogruppo H del gruppo G e indicando con T un
trasversale destro, allora T~' é un trasversale sinistro.

Dimostrazione.

G=G'=HT)'=T'H'=T7"H
dove si & utilizzato il fatto che H & un sottogruppo. Inoltre si ha che |H NT~!| =
I H'NT =1 =
La cardinalita di 7', detta indice di H in G e indicata con il simbolo |G : H|, &
uguale alla cardinalita dell’insieme costituito da tutte le classi laterali di G rispetto

9D’ora in avanti saranno usati i laterali destri, a meno che non sia esplicitamente dichiarato,
in quanto in modo simile si puo fare riferimento a quelli sinistri.
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Fondamenti 1.5 Classi Laterali (Cosets)

ad H. Indichiamo la cardinalita di 7" con lo stesso simbolo indipendentemente
dal fatto che T sia un trasversale destro o sinistro in quanto, per la precedente
proposizione, esiste una biezione fra i trasversali destri e quelli sinistri, quindi si
ha che |G/RE| = |G/RL|.
Da quanto detto finora risulta naturale usare come scrittura per indicare i
trasversali'? la seguente
T=G/RE

questa scrittura rappresenta in forma grafica anche il seguente teorema:

Teorema 14 (di Lagrange) Se H ¢ un sottogruppo del gruppo G allora |G| =
|G : H||H|, e quindi se |G| é finito si ha che |G : H| = |G|/|H]|.

Dimostrazione. L’indice di H in G, cioe la cardinalita di G/ Rﬁ, e il numero di
classi laterali di H in G} ogni classe laterale contiene |H| elementi, quindi, essendo
G = H(G/RE), si ha che la cardinalita di G & il prodotto delle cardinalita di H
e di G/RE. Inoltre se |G| ¢ finita allora ¢ finita anche |H| e quindi ¢ possibile
effettuare la divisione. m

L’insieme G/ RE . dove H & un sottogruppo del gruppo G, assume la struttura
di gruppo (gruppo quoziente) se e solo se Hg1Hgy = Hgigs cioe se Hg1 Hgs =
H(g1H)go = H(Hg1)g92 = Hgige, dove g1,92 € G; un tale sottogruppo & detto
normale od invariante (¢ = Hg '!) ed ¢ indicato con H < G; dalla definizione
segue che se G ¢ abeliano ogni sottogruppo € normale. L’intersezione di sottogruppi
normali € ancora un sottogruppo normale. La definizione di sottogruppo normale
significa che Hg € sia un laterale destro sia un laterale sinistro, cioé si ha che
RE = Rf{, quindi il gruppo quoziente si puo denotare, senza ambiguita, con

G/H
Se H < G allora la proiezione canonica
¢p:9€G— Hge G/H

e un epimorfismo detto epimorfismo canonico. Dalla definizione di sottogruppo
normale abbiamo che
g 'Hg=H Vge G

I sottogruppi normali sono un caso particolare di sottogruppi permutabili con ogni
sottogruppo, come provato nella seguente proposizione.

Proposizione 15 Il sottogruppo < H, K > generato da un sottogruppo normale
H e da un sottogruppo K coincide con HK.

Dimostrazione. Poiché H ¢ un gruppo normale allora si ha
hik =khy € KH

dove hi,ho € He k€ K. Quindi HK = KH cioé HK =< H/K >. =
La proprieta di essere un sottogruppo normale non e transitiva, cioé dato un
sottogruppo normale F' del sottogruppo normale H di G, allora non & detto che

OUn’altra dicitura che useremo & quella di insieme quoziente.
Y ghy = hag dove hi,hs € H.
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1.6 Teoremi sugli Omomorfismi ed altre Proprieta Fondamenti

F sia un sottogruppo normale di G (F' << H < G non implica che F' < G); invece
se F' & un sottogruppo normale di G ed & contenuto nel sottogruppo H (F C H),
allora F' <1 H.

Il gruppo G & detto semplice se non possiede sottogruppi normali, escludendo
i sottogruppi banali G e {1}; G ¢ detto semisemplice se non possiede sottogruppi
normali abeliani, escludendo il sottogruppo banale {1}.

L’insieme C' di tutti gli elementi del gruppo G che commutano con tutti gli
elementi di G (C = {c: cg = gc Vg € G}) ¢ detto centro di G; gli elementi di C
formano un sottogruppo abeliano di GG che, per la definizione, & anche invariante.

Esistono gruppi non commutativi in cui ogni sottogruppo € normale e sono
detti Hamiltonians.

1.6 Teoremi sugli Omomorfismi ed altre Proprieta
Sia
f:G—-H
un omomorfismo, allora sono valide le seguenti proprieta:
1. f trasforma sottogruppi normali di G in sottogruppi normali di Im(f);
2. Ker(f)={g € G: f(g) =1} & un sottogruppo normale del gruppo G.
Dimostrazione.

1. Dato un sottogruppo normale K del gruppo G allora si ha che gKg~ ' = K
cioé che f(gKg~!) = f(K), allora sviluppando il termine sinistro si ottie-
ne che f(g)f(K)f(g~!) = f(K), cioé il sottogruppo f(K) immagine del
sottogruppo K & normale in I'm(f);

2. poniamo N = Ker(f), allora f(gNg~') = f(9)f(N)f(g~") = f(9)1f(g7"!) =
1 = f(V). Poiché ogni sottogruppo normale N di un gruppo G ¢ il nucleo
dell’lomomorfismo canonico ¢ : G — G/N, possiamo affermare che tutti i sot-
togruppi normali di G sono i nuclei (Ker(f)) di tutti i possibili omomorfismi
di G.

Teorema 16 (primo teorema degli omomorfismi) Sia f : G — H un omo-
morfismo. Denotato con ¢ : G — G/Ker(f) Uepimorfismo canonico, l'unica
applicazione iniettiva ¢ : G/Ker(f) — H tale che f =1 o ¢ é un monomorfismo
e quindi G/Ker(f) é isomorfo a Im(f).

Dimostrazione. L’applicazione ¢ ¢ definita come segue

YlgKer(f)] = flg) (9 €Q)

ed & un omomorfismo in quanto lo & f. Poiché I'm(¢) = I'm(f) si ha ovviamente
che la corestrizione di ¢ a Im(f) € un isomorfismo G/Ker(f) — Im(y) = Im(f).
n
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Fondamenti 1.7 Endomorfismi ed Automorfismi

Teorema 17 (secondo teorema degli omomorfismi) Dati un sottogruppo H
ed un sottogruppo normale N in G, allora NNH <H e i gruppi quoziente H/(N N
H) e (NH)/N sono isomorfismi.

Dimostrazione. Sia f: H — G/N Dapplicazione definita come segue
f(h) = Nh (h € H).

f & la restrizione a H dell’epimorfismo canonico G — G/N e quindi f ¢ un
omomorfismo. D’altronde si ha, con h € H:

heKer(f)e Nh=h<he HOAN

cioé Ker(f) = HN N. Allora il teorema 16 assicura che H/(H N N) & isomorfo a
Im(f)={Nh:he H} = NH/N, da cui si ha l'asserto. m

Teorema 18 (terzo teorema degli omomorfismi) Dati due sottogruppi nor-
mali M, N di G con N < M, allora M/N <G/N e (G/N)/(M/N) é isomorfo a
G/M.

Dimostrazione. Per dimostrare il teorema basta mostrare che M/N ¢ il nucleo
di un epimorfismo f dal gruppo G/N nel gruppo G/M; sia f : G/N — G/M
I’applicazione definita come segue

f(Ng)=Mg  (g9€G).
f € ben definita poiché N < M e quindi
Ng1 = Ngs = Mg = Mgy,

inoltre, da quanto appena detto, & ovvio che f sia un epimorfismo. Infine si ha
che
Ker(f)={Nge G/N:Mg=M} = M/N.

1.7 Endomorfismi ed Automorfismi

Definizione 4 Un applicazione di un gruppo G in sé é detta endomorfismo se
e un omomorfismo del gruppo G in se stesso; in particolare se l'applicazione é
biettiva allora si dice automorfismo.

Esistono gruppi isomorfi ad un loro sottogruppo proprio (cio & possibile solo nel
caso di gruppi infiniti), in questo caso un isomorfismo ¢ un endomorfismo iniettivo
in quanto, dato un elemento del gruppo, non & detto che la controimmagine sia
non vuota.

Fra gli endomorfismi ¢ definita I'operazione di composizione (non commutativa)
che corrisponde ad applicare in successione gli endomorfismi; cio € possibile in
quanto il dominio di ogni endomorfismo & l'intero gruppo e quindi contiene il
codominio di un qualsiasi endomorfismo.
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1.7 Endomorfismi ed Automorfismi Fondamenti

Proposizione 19 Un endomorfismo ¢ di un gruppo G =< ay,as,... > & comple-
tamente determinato una volta che siano note le immagini, tramite ¢, del sistema
di generatori.

Dimostrazione.
k1 k k k
P(a) = ¢(a;} a;;...) = ¢(ai)™ plai,)™ ...
dove a = afllaf;.... ]

Proposizione 20 La composizioni di due endomorfismi ¢ un endomorfismo.

Dimostrazione.

[¢p 0 ¢](ab) = Pgp(ab)] = P[p(a)d(b)] = P[p(a)]P[p(b)] = [¢ o ¢](a)[sh o $](b)

]

In particolare la composizione di due automorfismi ¢ un automorfismo.

Da quanto detto si deduce che I'insieme degli endomorfismi di un gruppo ri-
spetto all’operazione di composizione non € un gruppo, dato che non esistono le
applicazioni inverse!'?, a differenza degli automorfismi che formano un gruppo che
si denota di solito con Aut(G).

Proposizione 21 L’applicazione ¢ : © € G — azxa™' € G, dove a € G, ¢ un
automorfismo del gruppo G detto coniugio mediante [’elemento a.

Dimostrazione. L’applicazione ¢, definisce un omomorfismo in quanto

ba(zy) = azya~! = axa tayat = Ga(T)ba(y).

L’applicazione e, inoltre, un isomorfismo in quanto esiste la sua applicazione
inversa
¢t reG—alracG
(o © 051 ](2) = pa(a 2a) = aa 'zaa™ ==
|
Gli automorfismi che si possono identificare con I'operazione di coniugio ri-
spetto ad un elemento del gruppo formano un sottoinsieme del gruppo degli auto-

morfismi e tali automorfismi sono detti inner, mentre tutti gli altri automorfismi
sono detti outer.

Proposizione 22 Gli automorfismi inner di un gruppo G sono un sottogruppo
del gruppo degli automorfismi, denotato di solito con Inn(QG).

Dimostrazione. Consideriamo gli automorfismi ¢, e ¢ corrispondenti rispetti-
vamente agli elementi a,b € G, allora, utilizzando la (7) si ha

[ba0, () = ¢aldy (2)] = @a(b™ ab) = ab™ aba ™! = (ab™H)a(ab™) " = Gup1(2)

cioé ¢up-1 © l'automorfismo generato dall’elemento ab™! € G, cioé il coniugio
mediante ab™!. =

Nel caso di un gruppo abeliano il sottogruppo degli automorfismi di tipo inner
si riduce all’automorfismo identico; piu in generale & vera la seguente affermazione:

12Tra gli endomorfismi esiste I’endomorfismo nullo che associa ad ogni elemento del gruppo
I’elemento neutro, che ovviamente non & invertibile, salvo il caso banale che G sia identico.
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Fondamenti 1.8 Sottogruppi Caratteristici e Pienamente invarianti

Proposizione 23 Dato un gruppo G ed il suo centro C, allora si ha che il sotto-
gruppo Inn(G) degli automorfismi di tipo inner é isomorfo al gruppo quoziente

G/C.
Dimostrazione. Basta notare che C ¢ il nucleo dell’omomorfismo
p:a€G— ¢, € Inn(G)

ed utilizzare il teorema 16 degli omomorfismi. m

Proposizione 24 [ sottogruppo Inn(G) degli automorfismi di tipo inner é nor-
male in Aut(QG).

Dimostrazione. Consideriamo ’automorfismo v e I’automorfismo di tipo inner
$a, cid che dobbiamo dimostrare & che I’automorfismo 1 o ¢, 01~ & di tipo inner.

[0 da 0™ (z) = ¥{dalt ™ (2)]} =

= Play ™ (z)a™] = (a)ap(a™t) = Y(a) 2y~ (a) = dy(a)(2)

|
La definizione di sottogruppo normale data nel paragrafo 1.5 puo essere riscrit-
ta nella seguente forma:

Definizione 5 Un sottogruppo normale N del gruppo G é un sottogruppo tale
che ogni elemento coniugato di x € N mediante qualsiasi elemento a € G ¢ un
elemento di N, cioé axa™ € N.

1.8 Sottogruppi Caratteristici e Pienamente invarianti

I sottogruppi normali vengono trasformati in se stessi sotto ’azione degli automor-
fismi di tipo inner; questa condizione si puo generalizzare considerando il caso di
sottogruppi invarianti sotto ’applicazione di tutti gli automorfismi, detti sotto-
gruppi caratteristici, o sottogruppi invarianti rispetto a tutti gli endomorfismi,
detti sottogruppi pienamente invarianti.

Esempio 5 1. 1l centro C' di un gruppo G € un sottogruppo caratteristico in
quanto, preso a € C' ed un automorfismo ¢, si ha

p(a)o(z) = ¢(ax) = ¢(xa) = ¢(z)¢(a) VG,
cioé ¢(a) € C;
2. tutti i sottogruppi di un gruppo ciclico sono pienamente invarianti in quanto,

detto a un generatore del sottogruppo e ¢ un qualsiasi endomorfismo (p(a) =
a® per un certo k € N), si ha che ¢(a®) = (a®)* = a** €< a >.
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1.8 Sottogruppi Caratteristici e Pienamente invarianti Fondamenti

1.8.1 I Commutatori ed il Gruppo Derivato

Definizione 6 Dati due elementi a e b del gruppo G si definisce commutatore
della coppia (a,b) il sequente elemento del gruppo G

[a,b] = (ba) ab
Il nome commutatore deriva dal fatto che
ab = bala, b]

e quindi [a, b] & uguale all’unita del gruppo solo se a e b sono permutabili, cioé se
commutano fra di loro.
Sono verificate le seguenti proprieta:

1.
[a, b][b, a] = [(ba)~" (ab)][(ab) ! (ba)] = 1
da cui
[a7 b]il = [bv a]
2.
[a, b7 = (b7ta)tab™ = a7 tbab™! = a7 (ab)(ab) " tbab™t = blb, a)b?
3.

lab,c] = b~ ta e tabe = b~ ra e a(eb) (eb) "tbe = b [a, ¢]b]b, ]
Il commutatore in generale non & associativo

[a, [b, c]] # [[a, b], ]

Definizione 7 Il sottogruppo G’ del gruppo G generato dall’insieme dei commu-
tatori di ogni coppia di elementi di G ¢ detto derivato di G.

G'=<{geG:g=la,b],VYa,be G} >

Il gruppo derivato ¢ pienamente invariante in quanto, detto ¢ un endomorfismo
del gruppo G, si ha

¢([a,b]) = ¢(a b 'ab) = ¢~ (a)o~ ' (b)d(a)p(b) = [$(a), p(D)]

1.8.2 Gruppi con Operatori

Possiamo generalizzare quanto affermato nel paragrafo precedente assegnando un
insieme X di operatori, cioé un ¥ C End(G), al gruppo G; un sottogruppo che
e trasformato in se stesso da tutti gli endomorfismi di 3 & detto sottogruppo
ammissibile di G rispetto a ¥ o Y-sottogruppo di G.

Per l'insieme Y contenete tutti gli automorfismi di tipo inner otterremo che i
sottogruppi ammissibili corrispondono ad i sottogruppi normali, per ¥ = Aut(G)
avremo che i sottogruppi ammissibili corrispondono ad i sottogruppi caratteristi-
ci ed, infine, per ¥ = End(G) i sottogruppi ammissibili saranno i sottogruppi
pienamente invarianti.
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Fondamenti 1.9 Prodotti fra Gruppi

1.9 Prodotti fra Gruppi

Presi n gruppi G; definiamo un nuovo gruppo G = G1 x Ga X ... X G, dove
g = (91,92,--,9n) € G con g; € G;; la moltiplicazione fra due elementi g =
(91,92, -+, gn)s h = (h1, ho, ..., hy,) € G & definita come gh = (g1h1, g2h2, ..., gnhn) €
G; un prodotto fra gruppi cosi definito ¢ detto prodotto diretto!® (o somma
diretta se il prodotto definito su tutti i G,, ¢ commutativo).

Definiamo 'applicazione proiezione p; che agisce nel seguente modo

Pi (915 Gir - 9n) € G — g; € Gy
e ’applicazione di immersione 1; tale che
109 € Gi — (1gys -y iy -y 1g,) € Gi
Proposizione 25 Dato G = G x ... x G; X ... x Gy, si ha che gli elementi di G;

formano un sottogruppo normale di G isomorfo a Gj.

Dimostrazione. G; ¢ isomorfo a G; facendo corrispondere a {1g,, ..., hi, ..., 1g, }
I’elemento h; € G;; inoltre GG; € normale in quanto

G@ =) (91, ey Giy ...,gn) . (101, ceny hi, ceny 1Gn) = (gllgl, ...,gihi, ...,gnlgn) =
= (911G, s KiGis s Inla,) = (Lays o Kis s 1G,) - (G150 Gis ooy Gn) € GG
dove k;g; = g;h; cioé k; = g;hi(g;)™'. =
Proposizione 26 Siano G,G1,Gs dei gruppi, un omomorfismo ¢ : G — G1 X Go
¢ in corrispondenza biettiva con le coppie ordinate di omomorfismi (¢1,p2) dove:
¢1:G— Gy ¢2: G — Gy
Il nucleo di ¢ ¢ Ker(¢) = Ker(¢1) N Ker(¢sz).

Dimostrazione. La coppia (¢1, ¢2) corrispondente a ¢ &

¢1 = p1(9) $2 = p2(9)

Essendo (1¢,, 1g,) elemento neutro del gruppo G ® Ga, si ha che un elemento
h € G appartiene al nucleo di ¢ se e solo se sono verificate entrambe le relazioni
¢1(h) = 1g, e ¢2(h) = 1g,, ne segue Ker(¢p) = Ker(¢1) N Ker(¢z). m

Preso un gruppo G ed un sottogruppo A < Aut(G) si definisce prodotto
semidiretto di G per A, indicato con G>A, il gruppo avente come insieme
sostegno il prodotto cartesiano G x A e munito della seguente moltiplicazione:

(9,M)(g", A) = (gA(g"), AN) (1.3)

dove (g,A) € G>=1A e A(¢’') & 'immagine di ¢’ mediante ’automorfismo A.
L’elemento neutro del gruppo ¢ la coppia (1,idg), dove idg € I'automorfismo
identico, e I'inverso di un elemento ¢ dato da (g,A)~' = (A=(g~1),A™1). L’ap-
plicazione g € G — (g,idg) € G>JA & un monomorfismo (G & canonicamente
embedded in G>1A); & pertanto lecito adottare I'identificazione G><A):

g=(g9,idg) g€G

13Nel caso in cui tutti i gruppi G; siano commutativi si ha che il gruppo G & commutativo; in
questo caso si adotta la notazione additiva e quindi si parla di somma direttae G = G1+ G2+
o + Gh.
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1.10 II Gruppo delle Permutazioni su un Insieme Fondamenti

Proposizione 27 G ¢é un sottogruppo invariante di G>JA.

Dimostrazione.

(9, Mg’ ida) (g, )" = (gA(g), M) (A (g™ "), A™Y) = (gA(g)g ™ ide)

[
Proposizione 28 G>1A/G ¢é isomorfo a A.

Dimostrazione. Basta notare che I'applicazione ¢ : (G,A) € G><A - A€ A ¢
un epimorfismo da G>JA in A il cui nucleo ¢ G. m

1.10 Il Gruppo delle Permutazioni su un Insieme

Definizione 8 Una permutazione di un insieme X e un’applicazione biettiva di
X in X.

Per un’applicazione g (in particolare per una permutazione) possiamo utilizzare
sia la notazione sinistra
gxeX —-greX

sia la notazione destra
reX —-xge X

Le permutazioni formano gruppo rispetto al prodotto fra applicazioni, in quan-
to il prodotto di due permutazioni ¢ ancora una permutazione e I’elemento neutro
¢ la permutazione identica (x — x).

Il gruppo delle permutazioni ¢ detto gruppo simmetrico ed ¢ indicato con
Sym(X); se | X| = n lordine di Sym(X) ¢ nl.

Dato un insieme X costituito da n elementi un elemento del gruppo delle
permutazioni e indicato schematicamente con una matrice 2 X n; prendiamo per
esempio il gruppo delle permutazioni sull’insieme X = {1,2,3}. Presi a,b €

Sym(X)
o= 1 2 3 b— 1 2 3
21 3 31 2

allora il prodotto ab si costruisce riscrivendo la prima riga di a e scrivendo nella
seconda riga la sequenza ottenuta sostituendo ogni elemento z; della seconda riga
di a con I’elemento che si trova nella seconda riga di b corrispondente alla’elemento
x; nella prima riga di b.

y_ (12 3)(123)_ (123
@W=1213/\312/7\1 3 2

Il gruppo delle permutazioni su di un insieme X non € commutativo per n =
|.X| > 3, come si puo verificare facilmente.

Una trasposizione ¢ una permutazione che scambia solo due elementi (e fissa
i rimanenti); ad esempio I’elemento del gruppo delle permutazioni che trasforma la
sequenza (3,1, 2) nella sequenza (3,2,1) ¢ una trasposizione. Ogni permutazione
di un insieme finito si puo ottenere come prodotto di trasposizioni: se il numero di
trasposizioni ¢ pari la permutazione ¢ detta pari, altrimenti ¢ detta dispari. Non
e difficile provare che la parita del numero di trasposizioni in cui si decompone
una permutazione non varia.
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Fondamenti 1.11 Azioni di un Gruppo

Esempio 6
1 2 3
2 3 4
Il prodotto di due permutazioni pari & ovviamente una permutazione pari,
mentre il prodotto di due permutazioni dispari € una permutazione pari; I'identita
¢ una permutazione pari in quanto ¢ il quadrato di una qualsiasi trasposizione,
essendo le trasposizioni involutorie (I'inversa di una trasposizione ¢ la trasposizione
stessa); quindi le permutazioni pari formano un sottogruppo del gruppo delle

permutazioni chiamato gruppo alterante, indicato con A,,, dove n = |X|. A, € un
gruppo di ordine n!/2, non commutativo per n > 4.

Ot &~

° ) — (12)(13)(14)(15) = (34)(35)(13)(23)

1.11 Azioni di un Gruppo

Un’azione sinistra di un gruppo G su di un insieme S & un’applicazione che
associa ad un elemento del gruppo e ad uno dell’insieme S un elemento di S, cioé
¢ un’applicazione (g,s) € G x S — (gs) € S, che soddisfa le seguenti proprieta

1. 1s=s Vse S

2. g(¢'s) =(99")s Vg, €eGeVseS

E facile osservare che I’applicazione
w:g € G — (s— gs) e Sym(S)
€ un omomorfismo. Viceversa ogni omomorfismo
w: G — Sym(S)
da luogo ad un’azione sinistra di G su S:
(9,8) € G xS —gs:=w(g)(s) €8S.

Un insieme con un’azione del gruppo G & detto G-insieme; allo stesso modo
si pud definire un’azione destra. Si osservi che, se (g,5) € G xS — sg € S
¢ un’azione destra di G su S, allora 'omomorfismo w : G — Sym(S) ad essa
associato e definito come segue:

w:g€eG— (s—sgt) e Sym(S).

Definizione 9 Si definisce orbita di s, con s € S, sotto l'azione del gruppo G il
sottoinsieme
Os={se€S:5=gs geGrcCS

L’orbita di un elemento dell’insieme sotto l'azione del gruppo ci dice come
viene trasformato I’elemento sotto ’azione del gruppo.

Le orbite di un insieme S sotto ’azione di un gruppo G sono classi di equivalen-
zadi S: s’ ~ sses’ = gsperuncerto g € G. Il gruppo G opera indipendentemente
su ciascuna orbita, non trasportando elementi di un orbita in una distinta, quindi
le orbite di S formano una partizione di S, cioé S € 'unione disgiunta di tutte le
sue orbite.

Se S contiene una sola orbita allora si dice che G agisce transitivamente su S.
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1.11 Azioni di un Gruppo Fondamenti

Definizione 10 Si definisce stabilizzatore di s € S il sottogruppo G5 di G che
lascia invariato s, cioé
Gs={9e€G:gs=s}

Per verificare che lo stabilizzatore & un sottogruppo basta utilizzare la proposizione
7, cioé dati x,y € G bisogna verificare che xy~1's = s, si ha infatti

zyls =z(y~ls) = zs = s.
Consideriamo ora ’azione destra del gruppo G sui propri laterali destri rispetto
al sottogruppo H, cioé sull'insieme G/ Rg. Preso un laterale Ha, dove a € G,
I’azione del gruppo G & definita come segue:

(Ha)g = H(ag) g€G

Il gruppo agisce transitivamente su G/RE, cioé G/RE & formato da una sola
orbita.

Proposizione 29 Dato un G-insieme S ed un elemento s € S, sia Gs lo sta-
bilizzatore e Oy lorbita di s; allora esiste un’applicazione biettiva ¢ : Gga €
G/Rg — sa € Og. Questa applicazione é compatibile con l'azione di G, cioé

$((Gsa)g) = ¢(Gsa)g.

Dimostrazione. Verifichiamo innanzitutto se I’applicazione & ben definita cioé se
¢ indipendente dall’elemento che rappresenta il laterale di G := H in GG. Dati due
elementi a,b appartenenti alla stessa classe laterale (b = ha dove h € H) allora
deve verificarsi sa = sb, infatti

sb = s(ha) = (sh)a = sa

dove nell’'ultimo passaggio si e usato il fatto che h appartiene allo stabilizzatore di
s.

L’applicazione & suriettiva in quanto Vg € G abbiamo che sg € O; per de-
finizione di orbita. L’applicazione ¢ anche iniettiva in quanto, supponendo per
assurdo che presi due elementi a, b appartenenti a due classi differenti (Ha # Hb),
si ha che sa = sb, si ottiene che sab™! = s cioé che ab~! € H il che comporta
Ha = Hb, contro 'ipotesi. =

Da questa proposizione si ottiene che l'indice [G : G;] coincide con la cardi-
nalitd |O;| dell’orbita di s. Cosi, se G & finito, l'ordine del gruppo G & uguale al
prodotto fra l'ordine dello stabilizzatore e ’ordine dell’orbita

|G| = 1G5[|Os]

Proposizione 30 Dato un G-insieme S, s € S e s € Os, cioé tale che s’ = as
con a € G, allora si ha la sequente relazioni tra gli stabilizzatori di s e di s’

Gy = aGsa™!

Dimostrazione. Se a € G allora aGsa™' = G; infatti, essendo s’ = Ggs' =
Ggas, si ha as = Gyas da cui la tesi. m
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Fondamenti 1.12 Azioni di un Gruppo su se stesso

1.12 Azioni di un Gruppo su se stesso
Tra le azioni di un gruppo G sono di particolare interesse le seguenti azioni di G
sul proprio insieme sostegno (su se stesso).

Definizione 11 §i definisce traslazione sinistra associata all’elemento g € G
la sequente applicazione:
Ly:xeG—gred

Analogamente si definisce ’azione destra.

Teorema 31 (di Cayley) Ogni gruppo é isomorfo ad un sottogruppo del gruppo
simmetrico Sym(Q).

Dimostrazione. L’omomorfismo
L:G— Sym(G)
e iniettivo e quindi
G~ Im(L)

]
Un’altra azione del gruppo su se stesso ¢ il coniugio

(9,2) EGxG—grg ted

Lo stabilizzatore in G rispetto all’azione per coniugio sull’elemento z € G &
detto centralizzante di = in G e si denota con Cg(z); esso ¢ formato da tutti gli
elementi di G che commutano con z

Ca(z) ={g € Glgzg ' =2} = {9 € G : gz = zg}

Proposizione 32 L’intersezione di tutti i centralizzanti ¢ il centro del gruppo.

1.13 1 Teoremi di Sylow

I teoremi di Sylow riguardano i sottogruppi di un gruppo finito aventi come ordine
una potenza di un numero primo. Indichiamo con n 'ordine del gruppo finito G
(n = |G|), con p un primo divisore di n e con 7 il massimo esponente tale che p”
sia un divisore di n (n = p"m e p non & un divisore di m).

Teorema 33 (Primo Teorema di Sylow) Esiste un sottogruppo di G di ordine
T

p".
I sottogruppi di G di ordine p” sono detti p-sottogruppi (o sottogruppi) di
Sylow di G.

Teorema 34 (Secondo Teorema di Sylow) Sia P un sottogruppo di Sylow di
G e sia H un p-sottogruppo di G, allora esiste g € G tale che H ¢ un sottogruppo
di gPg~' (o0 anche: esiste g € G tale che gHg™" ¢ un sottogruppo di P).

Teorema 35 (Terzo Teorema di Sylow) Sia s il numero dei p-sottogruppi di
Sylow di G, allora s divide m = n/p" ed é tale che s = ap + 1, dove a € Z, cioé
s =1 (modulo p).
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Capitolo 2

Gruppi

2.1 I Gruppi Liberi

Consideriamo un insieme non vuoto M, finito o infinito, ed indichiamo con z1, x2,

.y T, ... 1 suOi elementi; costruiamo gli elementi :Ul_l,xgl, et che siano in

PRl
corrispondenza biunivoca con gli elementi di M e che non appartengano ad M.
Denotato con M~! I'insieme degli elementi xl_l,xgl, ...,x;l,..., gli elementi di
M potranno anche essere indicati con la notazione a:,LTH. Possiamo costruire la
potenza positiva di un elemento di M come un nuovo elemento z; che corrisponde
a considerare la sequenza x;x;...x; costituita da s volte I’elemento z;; ovviamente
le potenze negative si definiscono nel medesimo modo utilizzando pero gli elementi

ot ! —1 ... Definiamo parola w su M una sequenza ordinata (cioé tale

Ty 3Ty ey T
che non sia possibile scambiare il posto di due elementi) di elementi

51,,52 :L‘Sl

W= T; Ty, --Ly,

dove s, € Z — {0} e iy indica uno degli indici degli elementi di M il quale puo
apparire nell’espressione della parola anche piu volte; 'insieme delle parole su M
sara denotato con W(M). Definiamo anche una nozione di prodotto (giustappo-
sizione) fra due parole wy,ws che corrisponde a costruire una nuova parola come
la sequenza degli elementi della prima seguita dalla sequenza di elementi della
seconda, cioé posto

S1,.82 S

X

w1:$i1 ig oLy,

— P1,.P2 DI
Wy = Lo Tgs ... Ty

si definisce wiwy come segue:

wiwy = wflle;...xfl’xfl’llxé’;..xé’ll.
Il prodotto cosi definito nell’insieme delle parole su M non ¢ commutativo pero e
associativo.

Le parole possono avere lunghezze arbitrarie e le parole di lunghezza 1 sono gli
elementi di M e gli elementi xl_l, x;l, e ml._l, ... di M~!. Costruiamo un ulteriore
elemento che corrisponde alla parola vuota, wy, il quale risulta essere 1'unico
elemento ad avere lunghezza 0; la parola vuota ¢ tale che data una parola w si ha
Wwy = WowW = W.

25



2.1 I Gruppi Liberi Gruppi

Infine una parola ¢ detta ridotta se non compaiono al suo interno termini
del tipo z; *z;" o del tipo z; 'z; !, Si definisce in W (M) la seguente relazione di
equivalenza ~: w ~ v se w si ottiene da v mediante un numero finito di inserimenti
o cancellazioni di parole del tipo lexi_l o xi_lle. E facile provare che in ciascuna
classe di equivalenza [w]. c¢’¢ un’unica parola ridotta e che la relazione ~ ¢ una
congruenza del semigruppo W (M)(-). Allora W(M)/ ~ (-) & un gruppo con

l'operazione quoziente. L’elemento neutro di W(M)/ ~ (-) & la classe [wp]~; se

s8I
w = xjl . x)
e
w =g 5y 52 %

i1 i i

sono una parola e la sua inversa su M, si ha

) [0 = [wo)-
cioé [w™ 1. = [w]Zl.

Si puo quindi scegliere come modello del gruppo W (M)/ ~ (-) I'insieme delle
parole ridotte con la moltiplicazione che consiste nella cancellazione delle paro-
le z; 'zt e o'z (€ [wo]~) dopo la giustapposizione delle parole ridotte da
moltiplicare.

In questo modo I'insieme costituito da tutte le parole ridotte su un qualsiasi
insieme M soddisfa gli assiomi di gruppo. Tale gruppo prende il nome di gruppo
libero sull’insieme M e solitamente si denota con Fj;. Questa procedura e la
maniera piul generale per costruire un gruppo astratto, cioé senza precisare la
natura dei suoi elementi, e che non abbia altre proprieta se non quella di essere
generato da un insieme di assegnata (ma arbitraria) cardinalita. Ogni gruppo si
puo costruire a partire da un gruppo libero, nel senso precisato nella proposizione
36.

Il rango di un gruppo libero ¢ la cardinalita di M, quindi un gruppo libero di
rango finito € numerabile. Per la non commutativita del prodotto fra parole si ha
che solo i gruppi liberi di rango 1 sono commutativi. Escludendo l’identita, cioé
la parola vuota, ogni elemento del gruppo ha ordine infinito.

Definizione 12 L’insieme M ¢é detto sistema di generatori liberi “standard” del
gruppo libero Fy;.

Proposizione 36 Ogni gruppo ¢ isomorfo ad un gruppo quoziente di un gruppo
libero.

Dimostrazione. Dato un sistema di generatori (irriducibile) M = {1, z2, ...} del
gruppo G possiamo costruire il gruppo libero Fi; ad esso associato. L’applicazione
che associa ad ogni elemento
81,82 .51
T X € Fyy
I’elemento
a2l € G

i1 Vi T
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Gruppi 2.2 I gruppi Abeliani

¢ un omomorfismo il cui Kernel K e costituito dagli elementi di F); che rappre-
sentano l'unita 1 di G. Quindi, utilizzando il primo teorema degli omomorfismi
16, si ha che

[

Dalla precedente proposizione segue che ogni gruppo con n generatori e iso-
morfo ad un gruppo quoziente di un gruppo libero di rango n. I prodotti degli
elementi del gruppo che sono uguali all’'unita, cioé
51 ,.82 St

i l’iQ ...:L‘il

x
definiscono il Kernel dell’omomorfismo della precedente proposizione e quindi in-
dividuano il gruppo stesso e sono dette relazioni di definizione o anche rela-
zioni generatrici; un gruppo e completamente determinato una volta note le sue
relazioni di definizione.

Esempio 7 1. Un gruppo abeliano si puo costruire utilizzando la sequente re-
lazione di definizione:

2.2 I gruppi Abeliani

In questo paragrafo useremo la notazione additiva per indicare I’operazione interna
del gruppo, 0 per indicare 1’elemento neutro ed il segno — preposto all’elemento
del gruppo indichera l'inverso dell’elemento, in modo da sottolineare la proprieta
di commutativita del gruppo. Inoltre la notazione esponenziale ™, nella notazione
additiva, sara scritto in modo moltiplicativo come nx (n € Z).

Un gruppo abeliano e detto periodico o di torsione se i suoi elementi sono
periodici, cioé di ordine finito, libero da torsione se tutti gli elementi, escluso
I’elemento nullo, hanno ordine infinito, e misto se alcuni elementi hanno ordine
finito ed altri ordine infinito.

Se G & un gruppo abeliano il sottoinsieme 7" di G costituito da tutti gli elementi
di ordine finito di G forma un sottogruppo detto sottogruppo di torsione. Il
gruppo G//T ! & libero da torsione.

Teorema 37 In un gruppo abeliano G il sottogruppo di torsione T & la somma
diretta delle componenti primarie G, 2 di G.

Un elemento g € G e detto divisibile da un intero positivo m se esiste un
elemento ¢’ € G tale che g = mg’; un gruppo abeliano G ¢ detto divisibile se
ciascun elemento di G ¢ divisibile da ogni intero positivo. E facile vedere che
somme di sottogruppi divisibili sono ancora sottogruppi divisibili®.

'Ha senso considerare il gruppo quoziente G/T perché G ¢ abeliano e quindi T'< G.

211 sottogruppo G)p ¢ formato da tutti gli elementi di G aventi ordine una potenza del numero
primo p.

3Da cid discende che esiste il massimo sottogruppo divisibile di un gruppo abeliano G, dato
dalla somma di tutti i sottogruppi divisibili di G.
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2.2 I gruppi Abeliani Gruppi

Teorema 38 Se D ¢ un sottogruppo divisibile di G allora G = D & E, dove E ¢
un certo sottogruppo di G.

Un gruppo abeliano R € detto ridotto se non possiede sottogruppi divisibili
escluso il sottogruppo nullo. Un gruppo abeliano G ¢ decomponibile (decomposi-
zione di Baer) nella somma diretta del massimo sottogruppo divisibile D di G e
di un sottogruppo ridotto R di G (G =D @ R).

Consideriamo un sottoinsieme S del gruppo abeliano G, allora si dice che S
¢ linearmente indipendente o indipendente se, dati r elementi distinti di 5,
81,82, ..., Sr, € gli interi my, ma, ..., m,, la relazione

mi181 +masa2 + ... + mys, =0

implica che m;s; = 0 per ogni i; da cio si deduce che un gruppo abeliano G ¢ somma
diretta di gruppi ciclici se e solo se & generato da un sottoinsieme indipendente
(detto base). Il lemma di Zorn mostra che ogni sottoinsieme indipendente di G &
contenuto in un sottoinsieme indipendente massimale di G.

Dato un numero primo p definiamo p-rango del gruppo abeliano G, che in-
dichiamo con 7,(G), la cardinalita di un sottoinsieme indipendente massimale di
elementi di G aventi ordine una potenza del primo p; similmente si definisce lo
0-rango o rango libero da torsione 7¢(G) la cardinalita di un sottoinsieme
indipendente massimale di GG costituito da elementi di ordine infinito. Si puo di-
mostrare che i numeri cardinali 79(G) e r,(G) non dipendono dai sistemi massimali
scelti ma solo dal gruppo G.

Un gruppo abeliano GG ¢ detto abeliano libero se ¢ generato da una parte
indipendente massimale S costituita da elementi di ordine infinito, cioé se &€ somma
diretta di gruppi ciclici di ordine infinito.

Proposizione 39 Dato un gruppo abeliano libero G ed assegnata una base S,
allora ogni elemento del gruppo & rappresentato da un unica famiglia di elementi
di S a supporto finito*.

Dimostrazione. Consideriamo che ’elemento y € G sia esprimibile tramite le

seguenti combinazioni®
§ § !/
y = nsxs = ’]’Lsxs

seS seS
allora
Z:(nS —nl)zs =0
SES

da cui, per l'indipendenza, si ottiene ny =n,. m

Proposizione 40 Ogni gruppo abeliano G ¢ isomorfo ad un gruppo quoziente di
un gruppo abeliano libero.

Ysupp(ms)ses = {s € S : ms # 0}.
5Le somme sono intese su tutti gli elementi a supporto finito.
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Gruppi 2.3 Gruppi Risolubili

Dimostrazione. Dato un sistema di generatori S = {s1, s9,...} del gruppo G
possiamo costruire il gruppo abeliano libero Fg ad esso associato. L’applicazione
che associa ad ogni elemento
J J J
s+ s+t sill € Fg
I’elemento ‘ ‘ ‘
J J J
sitsi .+ €G
e un omomorfismo il cui Kernel K ¢ costituito dagli elementi di Fs che rappre-
sentano lo 0 di G. Quindi, utilizzando il primo teorema degli omomorfismi 16, si
ha che
G~Fs/K

2.3 Gruppi Risolubili

Definizione 13 Un gruppo G ¢ detto risolubile se possiede una serie finita di
sottogruppi ciascuno normale nel successivo

1=Gy<G1«1...<G, =G,
detta serie risolubile, tale che tutli i gruppi quoziente G;1/G; siano abeliani.

Questa classe di gruppi contiene i gruppi abeliani in quanto ogni sottogruppo
di un gruppo abeliano ¢ normale ed ogni gruppo quoziente ¢ ovviamente abeliano.

Proposizione 41 Se G ¢ un gruppo risolubile allora ogni sottogruppo H é riso-
lubile.

Dimostrazione. Essendo il gruppo G risolubile allora esiste una serie risolubile
Gy, Gy, ..., Gy; poniamo
H;,=HNG,

dove ¢ = 0,1, ...,n. Dimostriamo che la serie Hy, Hy, ..., H, € una serie risolubile
di sottogruppi di H.
Hy=HnNnGy=HnNnlg=1¢

H,=HNG,=HNG=H

Preso u € H; e v € H;_; allora si ha che wou™! € H;_; in quanto, dato che

H; C Gj e Hi_; C Gi_1, si ha che uvu™! € G;_1, essendo G,;_; normale in G;,

e,essendo H un sottogruppo, I'elemento uvu~! deve appartenere anche ad H.
Infine utilizzando il secondo teorema degli omomorfismi (17) si ha che il gruppo

quoziente

H;, 4 - Gi.1NH N Gi—1 N (GlﬂH)

¢ isomorfo a

Gi—1(Gi N H)
Gi—1
che & un sottogruppo del gruppo abeliano G;/G;—1. =
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Proposizione 42 Se G ¢ un gruppo risolubile allora, dato H un suo sottogruppo
normale, il gruppo G/H ¢é risolubile.

Proposizione 43 Dato un sottogruppo normale e risolubile H di G allora, se il
gruppo G/H ¢é risolubile, lo é anche G.

Proposizione 44 [ gruppi ciclici che abbiano come ordine un numero primo p
sono tutti e soli © gruppi risolubili semplici.

2.4 Gruppi Nilpotenti
Definizione 14 Una serie finita di sottogruppi di G
lge=AsCc Ay C...CA, =G
¢ detta serie centrale se il gruppo quoziente A;11/A; é contenuto nel centro di
G/A;, cioé se
[Ai"rla G] g Al

Un gruppo G che possiede una serie centrale ¢ detto gruppo nilpotente.
Naturalmente i gruppi abeliani sono gruppi nilpotenti ed i gruppi nilpotenti sono
gruppi risolubili in quanto

[Ait1,G] C A= [A;,G] C 4

essendo A; C A;y1, cioé A; <G, e A;1/A; & abeliano perché e contenuto nel centro

di G/A;.
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Capitolo 3

I Gruppi di Lie

3.1 Le Algebre di Lie

Definizione 15 Uno spazio vettoriale V sul campo K possiede una struttura di
algebra di Lie se ¢ assegnata un’operazione (moltiplicazione di Lie o commu-
tatore o crochet) interna allo spazio V con le sequenti proprieta:

[ax + By, z] = a[x,z] + By, z]
[z, ax + By = o[z, x] + [z, y]

2. [x,x] =0 (Nilpotenza)

con o, 3 € K (Bilinearita)

3. [x,[y,z]] + [y, [z, %x]] + [z, [x,y]] = 0 (Identita di Jacobi o Associativita di
Jacobi)

Sfruttando la prorieta di nilpotenza e la proprieta di bilinerita di un’algebra
di Lie possiamo sviluppare il seguente commutatore

0=[x+y,x+y]l=[xx+[xy]+[y,x]+[y,y] =[xy + [y x]

da cul ricaviamo la sua antisimmetria

[X7 Y] = _[y7 X]

E facile osservare che, se il campo K ha caratteristica 2, allora ogni K-algebra
di Lie e commutativa; mentre, se la caratteristica del campo & diversa da 2, una K-
algebra di Lie V' ¢ commutativa se e solo se il commutatore ¢ nullo, cioé [x,y] = 0
Vx,y € V.

Data un’algebra associativa A, possiamo costruire un’algebra di Lie tramite la
seguente posizione:

x,y] =xy —yx

dove x,y € A. E facile verificare che il precedente commutatore soddisfa tutte le
proprieta di un prodotto di Lie.

Un sottospazio H di V che sia stabile per la moltiplicazione di Lie indotta da 'V
¢ una sottoalgebra di Lie di V; un ideale ¢ una sottoalgebra tale che [V, H| C H;
si definisce centro di V la massima sottoalgebra C tale che [V, C] = 0, la quale
e evidentemente una sottoalgebra commutativa.
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3.1 Le Algebre di Lie I Gruppi di Lie

Assegnata una base ey, es, ..., e, nello spazio V, sfruttando la bilinearita del
commutatore otteniamo:

z=2'e; = x,y] = [xjejyykek] = xjyk[eja ex]

cioé

2 =[xy]’ =y (3.1)
Resta cosi definito un tensore di rango 3 e di tipo (1,2); le cé-k sono dette costanti
di struttura

c}kei = [ej, ex]. (3.2)
Dalla proprieta di antisimmetria e dall’identita di Jacobi si ha
C?‘k = *Cij
c?scj'k + C?fii + CZscfj =0
Dati due spazi V1, Vg con una struttura di algebra di Lie, un’applicazione
lineare f:v € Vi — f(v) € Vg ¢ detta omomorfismo se

[f(va), F (VD] = f([va, vi])

dove vq,v} € V1. Un omomorfismo biettivo & detto isomorfismo; due algebre
sono isomorfe se esiste un isomorfismo tra loro.

Il kernel di un omomorfismo ¢ un ideale del dominio in quanto, preso y €
Ker(f) e x € L, avremo f([x,y]) = [f(x),0] = 0 cioé [x,y]| € Ker(f).

Sia L un’algebra di Lie ed M un suo ideale, allora definiamo le seguente relazio-
ne di equivalenza: vi ~ vg se vi = vo+m con m € M. La relazione di equivalenza
¢ una congruenza di L, cioé se v1 ~ vz e w1 ~ wy allora [v1, wi] ~ [va, va], sicché
I'operazione di commutazione ¢ indipendente dalla scelta del rappresentante della
classe di equivalenza

[vi,v] = [va + m,Vv] = [va, V] + [m, V] = [va,v] + m’.

Lo spazio quoziente H = L /M & quindi un’algebra di Lie che chiameremo algebra
quoziente di Lie.

Siano L1, Lo, ..., L, n algebre di Lie sullo stesso campo K'; nello spazio vetto-
riale L = €, L;, somma diretta dei singoli spazi, definiamo il commutatore nel
seguente modo:

[(X17X27 ‘”7Xn)7 (YLY% ---7Yn)] = ([X17y1]7 [X27y2]7 AL [Xm)’n]) (33)

dove x;,y; € Lj; & facile verificare che L resta munita di una struttura di algebra
di Lie.

Definizione 16 Una derivazione D di un’algebra é un’applicazione lineare del-
lalgebra in se stessa tale che:

D(xy) = D(x)y +xD(y)
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I Gruppi di Lie 3.1 Le Algebre di Lie

Nel caso di un’algebra di Lie la precedente relazione si puo riscrivere nel modo
seguente:

D(lx,y]) = [D(x),y] + [x, D(y)]

Prese D1, Dy € D(L), dove D(L) e I'insieme delle derivazioni nell’algebra di Lie
L, abbiamo che

(D1 + Do)([x,y]) = Di([x,¥]) + D2([x,¥]) =

= [D1(x), y] + [x, D1(y)] + [Da(x), y] + [x, Da(y)] =
= [(D1+ D2)(x), y] + [x, (D1 + D2)(y)]

e che
(aD)([x,y]) = a[D(x),y] + a[x, D(y)] = aD([x,y])

per la bilinearita del commutatore e la linearita delle derivazioni; inoltre si ha
anche che

[D1, Do] ([, y]) = (D1D2)[x, y] — (D2D1)[x, y] =
= (D1)([Da(x), y] + [x, Da(y)]) — (D2)([D1(x), y] + [x, Di(y)]) =
= [D1D3(x),y] + [D2(x), D1(y)] + [D1(x), D2(y)] + [x, D1Da(y)]+
—[D2D1(x),y] = [D1(x), Da(y)] = [D2(x), D1(y)] = [x, DaD1(y)] =

= [[D1, Da](x),y] + [x, [D1, D2](y)]

Quindi D(L) & un’algebra di Lie.
Siano T e M due K-algebre di Lie e sia D un omomorfismo di M in D(T);
nello spazio vettoriale M @ T definiamo il seguente commutatore:

[(X1,Y1), (Xz,Y2)] = ([XI,X2]7X2D(Y1) - X1D(Y2) + [Y1,Y2])

dove (x1,y1),(x2,y2) € M @& T. Tale operazione definisce ’algebra somma
semidiretta delle algebre M e T, indicata con T><M.

Nel caso particolare in cui consideriamo i vettori x = (x,0) e y = (0,y),
otteniamo

[(07 Y)7 (X, 0)] = (07 XD(Y))

ly,x] =yD(x)

Esempio 8 1. Nell’insieme delle matrici quadrate su un campo K possiamo
introdurre un commutatore nel sequente modo:

[A,B] = AB — BA

dove A, B € M,,. Il centro di questa algebra é la sottoalgebra delle matrici
scalari N\ .
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3.2 Spazi Topologici I Gruppi di Lie

2. Una base, sul campo complesso, dello spazio delle matrici 2 X 2 complesse
M(2,C) ¢ data dalle matrici:

S S P L P S

Utilizzando il commutatore fra matrici sulle le matrici di Pauli o; otteniamo:
[O’i, Uj] = 2i€§»k0k.

Le matrici di Pauli sono una base di una sottoalgebra dell’algebra di Lie
M (2,C) con costanti di struttura cé‘k = 2i5§,k'

3.2 Spazi Topologici

Definizione 17 Un insieme X ¢ detto spazio topologico se esiste una famiglia
di sottoinsiemi U tale che:

1. 0elU, X elU;
2. Vunione di insiemi appartenenti ad U appartiene ancora ad U;

3. lintersezione di un numero finito di insiemi appartenenti ad U appartiene
ancora ad U.

Gli insiemi U; € U sono detti aperti e definiscono la topologia T' sull’insieme
X; differenti famiglie di aperti U definiscono differenti topologie; si puo definire
una struttura topologica su di un insieme arbitrario X considerando come aperti
tutti i suoi sottoinsiemi ottenendo in questo modo una topologia detta discreta.
Una famiglia V di insiemi aperti definisce una base dello spazio topologico se ogni
insieme della famiglia U & esprimibile come unione di insiemi appartenenti alla
base, quindi una base ¢ tale se:

1. D eV;

2. lintersezione di un numero finito di insiemi appartenenti a ¥V & 'unione di
insiemi appartenenti a V;

3. l'unione di tutti gli insiemi di V & X.

Esempio 9 1. Uno spazio topologico X ¢ munito della topologia banale se
U= {@, X};

2. Un sottoinsieme V' di uno spazio topologico X é munito della topologia
indotta da X se si assume come base linsieme delle intersezioni tra gli in-
siemi (aperti) di una base di X e l'insieme V', equivalentemente, assumendo
come aperti di V' le sue intersezioni con gli aperti dv X;

3. Possiamo strutturare lo spazio vettoriale R™ a spazio topologico utilizzando
una topologia detta naturale scegliendo come base la famiglia di parallele-
pipedi aperti a; < x; < b; con x = (x1,%2,....,oy) € R" e linsieme vuo-
to. Utilizzando la topologia naturale di R*™, possiamo strutturare C" con la
topologia naturale, tenendo presente che C" e R?" sono R-spazi vettoriali
isomorfi.
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Negli spazi topologici si possono definire le seguenti nozioni:
1. un intorno U(z) € un aperto contenente z;
2. un insieme chiuso ¢ un complementare! di un insieme aperto;

3. la chiusura di un insieme M (indicata con M) & 'intersezione di tutti gli
insiemi chiusi contenenti 'insieme dato;

4. un punto di X & un punto di aderenza se ogni suo intorno contiene almeno
un punto di X;

5. un insieme M si dice denso in X se M = X;

6. uno spazio X ¢ separabile se esiste un sottoinsieme al pitt numerabile e
denso in X.

Una funzione f da uno spazio topologico X in uno spazio topologico Y si
dice continua nel punto zy se 'immagine inversa di ogni intorno V(yp), dove
yo = f(xp), contiene un intorno di z¢; f, inoltre, ¢ detta continua se ¢ continua in
ogni punto di X. E facile osservare che f € continua se e solo se la controimmagine
di ogni aperto di Y € un aperto di X.

Un’applicazione f dallo spazio X allo spazio Y ¢ detta omeomorfismo se
¢ biettiva e se f e f~! sono continue. Un omeomorfismo conserva le proprieta
topologiche di un insieme, cioé manda aperti in aperti, chiusi in chiusi, chiusure
in chiusure.

Definizione 18 Uno spazio topologico X si dice separato o spazio di Hau-
sdorff se, per ogni coppia (x,y) € X x X, esistono un intorno di x ed un intorno
di y che non st intersecano.

In uno spazio di Hausdorff il limite di una successione di elementi in X, se
esiste & unico.

Dati n spazi topologici X; possiamo definire uno spazio topologico ponendo
X = X1 x X9 x...x Xp; X si puo munire della topologia indotta dagli spazi X;,
considerando come base di X il prodotto cartesiano delle basi delle componenti
X;; X si dice spazio topologico prodotto.

3.3 I Gruppi Topologici
Definizione 19 Un Gruppo Topologico G ¢ uno spazio topologico che possiede
una struttura di gruppo ed in cui la funzione f : (g,h) € G x G — gh™' € G ¢

continua.

Ponendo g = e si ottiene che f(e,h) = h~!, sicché ola funzione i : h €
G — h™!' € G & continua, cid significa che un elemento in un intorno di A ha

'Dato un insieme F si definisce complementare del sottoinsieme A il sottoinsieme B = F — A,
intendendo con questa scrittura ’insieme dei punti che appartengono a F' e che non appartengono
a A.
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I'inverso in un intorno di A~!. Inoltre, sfruttando la continuitd di 4, si ottie-
ne la continuita dell’operazione di moltiplicazione fra gli elementi del gruppo:
f(gvh_l) = f(gvf(ev h)) = f*(ga h) = gh.

Ogni gruppo puo essere banalmente strutturato a gruppo topologico, munen-
dolo della topologia discreta. Poiché I'applicazione i : ¢ € G — ¢~ ! & continua
abbiamo che se U(e) & un intorno dell’unita allora lo sard anche U~! (i(e) = e).

In un gruppo topologico la traslazione destra (sinistra) g — ggo (9 — 9o09)
¢ un omeomorfismo di G su G; cio significa che, se V(g) ¢ una base di intorni
dell’elemento g, allora V(g)go (goV(g)) € una base di intorni dell’elemento ggo
(go0g); in particolare avremo che, fornendo una base di intorni dell’elemento neutro,
avremmo una base di intorni di un qualsiasi elemento del gruppo cioé la topologia
di un gruppo topologico ¢ completamente definita assegnando una base di intorni
dell’identita.

Esempio 10 1. GL(n,R) (GL(n,C)) ¢é il gruppo degli invertibili dell’anello

(R) M,,(C)) delle matricin xn suR (C). Poiché M, (R) (Mn( )) éun

R spazzo vettoriale di dimensione n? (2n2), esso ¢é isomorfo a R™ (R2)

ed ¢ pertanto munito della topologia prodotto indotta dalla topologia natu-

rale di R (C). Pertanto GL(n,R) (GL(n,C)) resta munito della topologia

indotta di M, (R) (M, (C)). Infine si puo facilmente verificare che GL(n,R)
(GL(n,C)) é un gruppo topologico.

Un sottogruppo ¢ detto chiuso se € un sottoinsieme chiuso di G.

Un gruppo topologico ¢ detto lineare se ¢ isomorfo ad un sottogruppo di
GL(n,C) o di GL(n,R).

Dato un gruppo topologico G ed un sottogruppo H, possiamo strutturare
H come sottogruppo topologico attraverso la topologia indotta da G; lo spazio
quoziente G/ Rg puo essere strutturato anch’esso a spazio topologico attraverso
I'epimorfismo canonica ¢ : G — G/RE, imponendo che ¢ sia una funzione con-
tinua; cio significa che gli aperti di G /Rg sono le immagini, mediante ¢, degli
aperti di G.

Proposizione 45 Se H ¢ un sottogruppo chiuso allora lo spazio quoziente G/RE
é separato.

Dimostrazione. Presi due laterali destri {g1} = Hgi e {g2} = Hgo appartenenti
a G/RE con {g1} # {92} si ha che g; *g2 ¢ H. Essendo H chiuso esiste un intorno
Udig, 14 tale che UNH = (; essendo continua la funzione f(g, h) = g~ h esistono
due intorni U; e Us, rispettivamente di g1 e go, tali che U1_1U2 c U; Uy = o(Uy)
e Uy = »(Usz), dove ¢ & I'omomorfismo canonico, sono intorni rispettivamente
delle classi {g1} e {g2}; per dimostrare la separabilita di G/RE basta notare che
U1 ﬂ U2 = @ infatti, se cosi non fosse, presi go, g, € {go} € U1 N Ug, si avrebbe
9o Ygh = 9o Y(goh) = h € H in contraddizione col fatto che UNH = . m

Proposizione 46 Se H ¢ un sottogruppo normale chiuso allora G/H ¢é un sotto-
gruppo topologico di Hausdorff.
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Dimostrazione. Dal fatto che H & normale discende che G/H & un sottogruppo,
mentre dalla chiusura segue che & anche separato; imponendo la continuita del-
I’epimorfismo canonico otteniamo che & possibile strutturare il gruppo quoziente
G/H a gruppo topologico. m

Se G e K sono gruppi topologici, un’applicazione f di G in K e detta omo-
morfismo continuo se:

1. f e continua;
2. f & un omomorfismo di G in K.

Proposizione 47 Sia f un omomorfismo continuo di G in K e N = Ker(f),
allora:

1. N é un sottogruppo normale chiuso;

2. f=1¢ dove ¢ e I'omomorfismo canonico e Y & un isomorfismo continuo di
G/N in K.

Inoltre, se f & aperta (manda aperti in aperti), ¢ € un isomorfismo topolo-
gico (perché conserva le proprieta topologiche), da cui si ha che G/N e f(G) sono
topologicamente isomorfi (omeomorfi).

3.3.1 Gruppi Compatti

Definizione 20 Sia X uno spazio topologico, allora una famiglia F di sottoinsie-
mi di X é detta ricoprimento aperto (chiuso) di un sottoinsieme M di X se
Punione di tutti gli insiems aperti (chiusi) di F contiene M.

Definizione 21 Un sottoinsieme di uno spazio topologico X ,in particolare uno
spazio topologico, € detto compatto se da ogni suo ricoprimento aperto F se ne
puo estrarre uno contenente un numero finito di insiems.

Proposizione 48 Un insieme compatto di uno spazio separato ¢ chiuso.

Proposizione 49 Un insieme M C R™ é compatto se e solo se é chiuso e limitato
in R™.

Proposizione 50 Un sottospazio chiuso M di uno spazio topologico compatto X
e compatto.

Proposizione 51 Un’applicazione continua manda insiemi compatti in insiemi
compatti.

Proposizione 52 Un’applicazione continua da uno spazio compatto in uno sepa-
rato manda chiusi in chiusi.

Proposizione 53 Il prodotto topologico di spazi topologici compatti € uno spazio
topologico compatto.

Definizione 22 Uno spazio X si dice localmente compatto se ogni punto x €
X possiede un intorno, la cui chiusura € compatta.
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Definizione 23 Un gruppo topologico G ¢ compatto se lo ¢ lo spazio topologico

G.
Proposizione 54 Ogni sottogruppo chiuso di un gruppo compatto é compatto.

Un gruppo topologico G ¢ localmente compatto se esiste un intorno U
dell’elemento neutro la cui chiusura e compatta.

Una funzione f da un gruppo topologico G al gruppo topologico C"” munito
della topologia naturale si dice uniformemente continua su G se per ogni € > 0
esiste un intorno U dell’elemento neutro di C" tale che: |f(g1) — f(g2)|c» < € per
92,91 € U.

\

Proposizione 55 Ogni funzione continua su un gruppo localmente compatto é
uniformemente continua.

3.3.2 Gruppi Connessi
Definizione 24 Due sottoinsiemi M, N C X sono una partizione di X se M U

N=X,MNAN=0eMN #.

Definizione 25 Uno spazio topologico X ¢é connesso se non esiste una Sua
partizione fatta da insiemi chiusi.

Un insieme aperto connesso ¢ detto dominio.

Proposizione 56 Funzioni continue mandano insiemsi connessi in insiemi con-
nessi.

Dimostrazione. Data Y = f(X) una funzione continua e X uno spazio connesso
e presa una partizione di Y fatta da F} e F5 chiusi, allora avremo X sarebbe 1'u-
nione delle immagini inverse, tramite f, di F} e F5 che sarebbero due insiemi chiusi
(funzioni continue mandano chiusi in chiusi) in contraddizione con la connessione
diX. m

Proposizione 57 L’unione di una famiglia di insiemi connessi aventi un punto
in comune € un insieme Connesso.

Il piti grande insieme connesso contenente x € X & detto componente con-
nessa di x.

Proposizione 58 Ogni componente connessa é chiusa.

Proposizione 59 Se ogni coppia di punti appartenenti ad X puo essere connessa
da una curva® continua contenuta in X, allora X & connesso;

Proposizione 60 Il prodotto topologico di spazi connessi ¢ uno spazio topologico
connesso.

2Una curva continua su uno spazio topologico X ¢ una funzione continua dallo spazio
topologico R, dotato della topologia naturale, e X.
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Uno spazio topologico e I'unione disgiunta delle sue componenti connesse.
Definizione 26 Un gruppo topologico G ¢ connesso se lo & lo spazio topologico.

Proposizione 61 La componente connessa dell’identita ¢ un sottogruppo normale
chiuso di G.

Proposizione 62 La componente connessa di ogni elemento g € G ¢é il laterale
gK = Kg dove K ¢ la componente connessa di g (K = G se e solo se G ¢
connesso).

3.4 Varieta differenziabili

Ricordiamo che si definisce omeomorfismo dallo spazio topologico X allo spazio
topologico Y un’applicazione f : U — V tra due aperti, dove U C X eV C Y,
invertibile e continua con la sua inversa.

Definizione 27 Un’applicazione f : R™ — R"™ ¢& detta diffeomorfismo di classe
C* se tutte le sue derivate parziali di ordine 1 (0 <1< k) sono omeomorfismi.

Definizione 28 Una wvarieta differenziabile n-dimensionale é uno spazio
topologico di Hausdorff X tale che:

1. esiste una famiglia di aperti U che costituiscono un ricoprimento di X ;
2. esiste un omeomorfismo ¢; : U; — R™ per ogni U; € U;

3. per ogni coppia di carte (Us, ¢;) e (Uj, ¢;) per cui Uy NU; # 0, ¢ 0 qb;l :
¢;(U;NU;) CR™ — ¢;(U; NU;) CR™ ¢ un diffeomorfismo di classe C*.

La coppia (U;, ¢;) si dice carta e ¢; applicazione coordinata. Una collezione
di carte i cui domini costituiscono un ricoprimento aperto di X forma un’atlante
«. L’applicazione ¢ associa ad ogni punto della varieta un punto su R™ permet-
tendo cosi di descrivere localmente una qualsiasi varieta utilizzando coordinate in
R™.

La coppia V,, = (X, ) ¢ una varieta differenziabile n-dimensionale.

Su una varieta differenziabile V,, una funzione f : V,, — R si dice di classe
C", cioé differenziabile fino all’ordine h < k, se ¢ tale lapplicazione f o ¢~ :
$(U) € R® — R; inoltre una curva di classe C” sulla varieta & un’applicazione
7y : [a,b] € R — Vj, tale che ¢ o : [a,b] — R" sia di classe C".

Un’applicazione F : V,, — V,, ¢ detta di classe C" se tale risulta la funzione
poFo¢p t:p(U) CR* — (V) C R™ dove (U,¢) e (Vip) sono due carte
rispettivamente di V,, e V,,.

Esempio 11 Una sfera tridimensionale di raggio v € una varieta bidimensionale
che, immersa in uno spazio tridimensionale puo essere definita dall’equazione

f(x1,20,23) =27 + 23 + 25 — 12 =0

Con questa descrizione della varieta non é possibile descrivere in modo intrin-
seco (non considerando lo spazio in cui la varieta é immersa) la sfera, per fare
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cto possiamo descriverla tramite delle coordinate, o e 3, sulla superficie stessa e
Uapplicazione coordinata ¢
T1 = rsinacos(
T9 = rsinasin(
T3 = rcosa

introducendo cosi una carta sull’aperto U = (0,27) x (0,7). E necessaria una
seconda carta definita in un modo simile nella parte della sfera in cui ¢’e ambiguita
nella descrizione (per o =0 3 puo assumere un qualsiasi valore).

3.4.1 Spazi Vettoriali Tangenti

Indicando con F!(M) I'insieme dele funzioni di classe C! sulla varietd M, definia-
mo vettore tangente alla curva « nel punto z = 7(¢9) 'applicazione

X, : Fl(z) =R (3.5)

tale che J
Xof = 2 [(f o DO, (36)

X, € quindi un operatore di derivazione direzionale, che possiamo esplicitare
nel seguente modo:

d _ 0 _ dzt
Proposizione 63
9 _ 9 -1 3.8
(axi>xf_8xi(fo¢ )o(@) (3.8)

definiscono n vettori indipendenti.

Dimostrazione. Consideriamo una combinazione lineare dei vettori

a —_
oxt

%

che applichiamo alla funzione proiezione i-esima che restituisce la componente
i-esima del vettore su R ottenendo

/0 . (DI ,
= ? J fd ? e J
0=2A (a$i>(pr o) =\ (03}’) A

Da quanto appena dimostrato si ottiene che possiamo scrivere un generico
vettore, in modo unico, come

. 0
X, =X"

=X (3.9)

. ’L N
con Xt = dz definendo cosi una base detta base olonoma.
b
t

dt
0
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Gli spazi vettoriali tangenti (7, V,,) sono sempre relativi al punto, in quanto
solo nel caso in cui la varieta differenziale sia R™ potremo definire un unico spazio
tangente indipendentemente dal punto 2.

11 duale di TV, cioé lo spazio vettoriale cotangente TV, si puo dotare
di una base definita dalla condizione

(@)X, = X' (3.10)

Definiamo differenziale di f € F!'(M), che indichiamo con (df)., I’applica-
zione (df), : TV, — R tale che

0 dat A
(A)a(Xe) = Xof = 5 0 6™ o) (dﬁ) — ;X (3.11)
to

dove a; = (%(f 0 ¢ 1)) 4. Essendo (df). = ngﬁ‘ldmi = a;dx’ otteniamo che

una base di T}V, ¢ formata dagli n covettori indipendenti dx'.
Definiamo campo vettoriale X sulla varieta differenziabile ’applicazione

X:zeV, - X, €T,V, (3.12)
che esplicitando e
- 0
X=X . 1
() (3.13)

Il campo vettoriale & quindi definito indipendentemente dal punto sulla varieta
ed ¢ un operatore lineare che agisce nel seguente modo. (Xf)(z) = X, f. I campi
vettoriali formano un’algebra di Lie coll’introduzione del commutatore

.0 .0 .0 .0
XY =XY-YX=X—(YV'—)-Y'—(X'"—) =
X, Y] Ox7 ( 8;1:1) Ox7 ( 8:62)

oY 0xX 9

= oz oz ) oxt

(3.14)

3.5 1 Gruppi di Lie

Definizione 29 Un gruppo astratto G ¢ un gruppo di Lie se

1. G e una varieta differenziabile;

L ¢ differenziabile.

2. Uapplicazione f(x,y) — xy~

La condizione 2 ¢ equivalente a dire che applicazione  — 2! & differenziabile
ed anche che lo e lapplicazione (x,y) — xy, in quanto basta porre x = e nel
primo caso, mentre nel secondo basta sfruttare la differenziabilita dell’applicazione
r — L.

Un gruppo di Lie & un gruppo topologico rispetto alla struttura topologica
indotta dalla sua struttura analitica .

3L’applicazione coordinata sarebbe z* = t*, da cui si ottiene X* = 1.
4La varietd differenziabile ¢ stata definita come uno spazio topologico di Hausdorff.
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Proposizione 64 Un gruppo di Lie ¢ localmente compatto in quanto la varieta,
attraverso lapplicazione coordinata, ¢ localmente euclidea .

Dimostrazione. L’applicazione coordinata e continua, per definizione, e, come
tale, manda insiemi compatti in insiemi compatti; un’applicazione continua da uno
spazio compatto (R™) in uno spazio separato (la varieta) manda chiusi in chiusi;
dal fatto che un insieme chiuso in uno spazio separato ¢ compatto otteniamo un
isomorfismo, tramite I’applicazione canonica, che manda chiusi compatti in chiusi
compatti, cioé un isomorfismo tra spazi localmente compatti.® m

Teorema 65 Un gruppo topologico localmente euclideo é isomorfo ad un gruppo
di Lie.

Ogni gruppo di Lie complesso di dimensione n puo essere trattato come un
gruppo di Lie reale 2n—dimensionale.

Un sottogruppo H < G ¢ un gruppo di Lie se H & una sottovarieta’.

L’omomorfismo analitico ¢t € R — z(t) € G, dove G & un gruppo di Lie,
definisce un sottogruppo ad un parametro.

Teorema 66 Un gruppo topologico localmente compatto é un gruppo di Lie se
esiste un’isomorfismo continuo da G in un sottogruppo di GL(n,R).

Consideriamo una base del campo vettoriale tangente alla varietd differenziale
V,, nell’'unita, X1, Xo, ..., X,, (detti generatori), avremo allora che ogni vettore
del campo sara esprimibile come combinazione lineare della base

A= iaZXZ

ed il commutatore di due campi vettoriali sard dato:

C=c'X; =[A B] = [d X;,b" X}] = o/b*[X;, X)) (3.15)
Da questa relazione si possono definire le costanti di struttura

che definiscono un’algebra di Lie sui generatori del gruppo di Lie; gruppi di Lie
a cui si puo associare la medesima algebra di Lie sono detti localmente isomorfi.

L’algebra di Lie associata ad un gruppo di Lie ¢ una descrizione del gruppo
nelle vicinanze dell’unita.

Lo studio di un gruppo di Lie viene effettuato solo sulla componente con-
nessa all’unita, in quanto si vuole descrivere il gruppo tramite curve continue e
differenziabili® connesse con 1'unita®.

Se tutti gli elementi di un gruppo sono punti in una regione finita della varieta
allora il gruppo e compatto.

5Lo spazio euclideo R™ ¢ localmente compatto.

6Si sono utilizzate alcune affermazioni che si trovano nel paragrafo sui gruppi compatti.

"Una sottovarietd & un sottospazio topologico della varietd strutturato anch’esso a spazio
topologico di Hausdorff tramite la topologia indotta.

8Da cid discende la possibilita di utilizzare trasformazioni infinitesime sul gruppo.

9Cid & dovuto al fatto che vogliamo descrivere un gruppo che, quindi, deve possedere I'unita;
data una curva A(t) che descriva, ad esempio, un sottogruppo, vi deve essere un ¢ = to tale che
A(to) = I, dove I & l'unita.
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Teorema 67 Fra tutti i gruppi aventi la stessa algebra di Lie ce ne é uno solo
semplicemente connesso'® detto gruppo di ricoprimento universale.

Proposizione 68 Sia G un gruppo di Lie semplicemente connesso, L la sua al-
gebra di Lie, M un ideale di L e H il sottogruppo relativo a M allora H é un
sottogruppo tnvariante chiuso di G.

10Un varieta & semplicemente connessa se ogni curva chiusa ¢ riducibile con continuita ad un
punto.
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Capitolo 4

I Gruppi di Trasformazione

4.1 1 Gruppi di Trasformazione

Data una varieta differenziabile V,,, una funzione F' : V,, — V,, € un diffeomorfismo
di classe C" ! se ¢; o F o qu_l ¢ un diffeomorfismo di classe C", dove ¢; e ¢;
sono le applicazioni coordinate, rispettivamente, di un aperto U; e dell’aperto U;
immagine, tramite F' di U;. I diffeomorfismi formano un gruppo rispetto alla
composizione di applicazioni denotato con Dif f(V},).

Consideriamo un gruppo di Lie G ed un omomorfismo continuo

fra€Gw fo € Diff(Vi)

tale che
flzian foaofﬂ:faﬂ (O‘76€G)

cioé un’azione del gruppo G su V,,, allora f & detto gruppo di trasformazioni.
Di seguito useremo anche la notazioni f(«,z) = fu(z), con x € V,,; la compo-
sizione con la precedente notazione ¢ esplicitabile nel seguente modo

foz o fﬁ(x) = f(f(xaﬁ)7a) = f($7¢<aaﬁ)> = fd’(x) (41>

dove 'applicazione

¢:(,B)eGXxG—G

¢ la legge di composizione interna del gruppo (¢(a, 3) = af € G).

4.2 I Generatori

L’applicazione o — f, (o) definisce un orbita contenuta in V,, e passante per xo;
il campo vettoriale tangente all’orbita del gruppo, equivalentemente al caso di una
curva, si dice generatore infinitesimale ed & sempre dato da (3.7)

0

8F<f(.’1}0704)) _ 8fj(x0,a) ’
az1 OT7 | rp0 1y

X, = : :
oot oot

a=1

"Un’applicazione f di classe C” & un’applicazione differenziabile r volte e tale che la derivata
k-esima, con k < r, sia continua con la sua inversa.
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Un punto sulla varieta V,,, facendo uso di un gruppo di trasformazioni, &
esprimibile in due modi:

z = f(zo, ) x = f(z,1)

Poiché siamo interessati al gruppo nelle vicinanze dell’unita, useremo la secon-
da forma da cui otteniamo che un punto infinitamente vicino ad = & esprimibile
come

x+dr = f(z,0a) (4.2)

dove dx rappresenta un incremento infinitesimo rispetto ad un punto x # 0, da
invece rappresenta un incremento infinitesimo rispetto all’unita (a = 1).

Dalla (4.2) e dallo sviluppo di Taylor di f al primo ordine rispetto a d«
(f(z,0a) — f(z,1)+ 8@2},&) la=1007) otteniamo

_fi@,a)

d )
v oo’

sa° = u! (z)da’. (4.3)

dove sono stati esplicitati gli indici. Gli u’(x) corrispondono alle componenti
dei generatori infinitesimali, quindi avremo che il campo associato al gruppo di
trasformazione determinato da f e:

; 0
X, =u! . 4.4
uh (@) (44)
Consideriamo ora il gruppo di Lie G.
0
af + do? = ¢ (o, 08) = ¢P(a, 1) + W sa” (4.5)
B=1

dove ¢ stato sostituito 3 con da in quanto sono entrambi un incremento infinitesi-
mo su G ed ¢ stata sostituita ¢(a, §3) con il suo sviluppo al primo ordine rispetto
a §f3. Dalla (4.5) otteniamo, allo stesso modo del caso precedente, il campo su G

Xo(a) = O (a) (4.6)

dove ©5(a) = %‘i”g)]ﬁ_l.
C’¢ da notare che il numero di generatori su V;, & determinato dalla dimen-
sione dell’algebra di Lie di G quindi in generale le matrici u’ sono rettangola-
ri a differenza delle matrici ©F che sono quadrate e, per le proprietd gruppali,
invertibili.
Dalla (4.5) otteniamo anche la relazione

6a” = Vida (4.7)
dove ¥ ¢ la matrice inversa di er.
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4.3 Dal gruppo all’algebra di Lie

Dalle relazioni (4.3) e (4.7) otteniamo
dz' = v (2)V7 (a)da”
cioé il primo teorema di Lie esprimibile anche nel seguente modo

Ozt i -
o = (1) ¥ (a). (4.8)

Perché questo sistema di equazioni lineari abbiano una soluzione unica deve
essere verificata la condizione

0%’ 02!
9a”9a> ~ dardac
Questa condizione pué essere riscritta usando la (4.8)

0 0
(b ()W) = 5 () W () (49)
usando lo sviluppo
oul(z)  Oul(w) 9x7 - Oul ()
p o P I 72 J P
da® 02z Oa® 7(0)us (@) oxJ
otteniamo iy )
. , 0V
i\ P T,.J P 14 A
" (u, W) = \IIUuTa U\ Fu Paaa
e
0 . oul U, , 00h oul ; 0Uh
pax (4 Ve) = Vg TUE + w5 X = W %aa‘y o G
infine sottraendo la prima alla seconda ricaviamo
Oul, L oul owh  owh]
VTR |l L — )T | = T - =2l 4.1
Ui e 8xJ] [8a>‘ 8(1‘7] Y (4.10)

Sfruttando 'invertibilita delle ¥

[uj Ouy, ;0u,

@J@/\ |:a\I/p 8\1’@’\} i

5x " oo | U (4.11)

w
M O Vﬁj

Seguendo il medesimo ragionamento, ma partendo dalla relazione d3' = 0% (3)¥U%da”
ottenuta dalla (4.7) e dalla sua equivalente rispetto a 3 (d3* = ©L,68" = %L 5a"),
otteniamo
90,(8)

S - el)

i p P
90uB) _ oo (o) [8%(0‘) - 8%(0‘)] 6i(8).
0B ’ da? da’ P
(4.12)
da cui, sfruttando I'invertibilita di @Z(ﬁ), possiamo separare « da (3, quindi &
possibile porre il membro in parentesi quadre uguale ad una costante (indipendente
anche da z in quanto non compare nell’equazione); otteniamo cosi le due relazioni

8u jau;
“a iV Oxd

CAG)

=Chul. (4.13)
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,00) ;09

* dad Y Oaid

— 0, (4.14)

che, passando dalle componenti dei generatori ai generatori stessi del gruppo,
possiamo riscrivere tramite le due seguenti relazioni di commutazione (secondo
teorema di Lie):

[(Xpu(2), X, (2)] = CF, X () (4.15)

[(Xpu(a), X ()] = Cf, Xy (a) (4.16)

Quindi abbiamo dimostrato che i generatori del gruppo di trasformazioni sulla
varietd V,, ed i campi dell’algebra di Lie del gruppo G sono la medesima algebra
di Lie.

4.4 Trasformazioni Infinitesime

Consideriamo un operatore unitario
U = eitX
dove X & un operatore hermitiano in quanto si ha
d({UU")
dt

Questo & un gruppo di trasformazioni ad un parametro isomorfo al gruppo
additivo su R.
Una trasformazione infinitesima, nell’intorno dell’unita, del gruppo ¢

—iX —ixT
t=0

0:

e =1 4 istX
da cui si deduce che X e il gerneratore infinitesimale del gruppo.
Proposizione 69 La trasformazione infinitesima é ancora unitaria.

Dimostrazione.
UGHUT(6t) = (1 + 40t X)(1 — idtXT) = 1 4+ 62X XT + it (X — XT)

sfruttando I’hermitianicité di X ed il fatto che 62¢ & un infinitesimo del secondo
ordine si ha
U(st)UT(5t) = 1

|
Una trasformazione finita del gruppo si ottiene applicando una trasformazione
infinitesima n volte e poi calcolandone il limite, cioé

itX \" .
lim <1+Z> — itX
n— o0 n

Tramite le trasformazioni infinitesime possiamo ricavare le regole di commu-
tazione dei generatori di due gruppi di trasformazione unitari.
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Esempio 12 Consideriamo le regole di commutazione fra l’operatore posizione e
Voperatore di traslazione?

[x,T(dx)]|z) = xT(dx)|z) — T(dx)x|x)

= x|z + dz) — 2T (dz)|z) = [(x + dx) — ]|z + dz)

da cut
[x, T (dx)] = dz.

Considerando che l'operatore di traslazione ha come generatore [’operatore
impulso p si ha

ipdr,  —idx B
[X,]_ h ]_ h [X,p]—dSU
da cui
[x, p] = ih.

2L’operatore di traslazione agisce sull’autostato dell’operatore posizione nel seguente modo:
T(Az)|z) = |z + Ax')
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Capitolo 5

Rappresentazioni

5.1 Le Rappresentazioni

Definizione 30 Sia G un gruppo topologico localmente compatto, separabile e
unimodulare' e H uno spazio di Hilbert separabile, una rappresentazione linea-
re del gruppo G sullo spazio degli operatori lineari L(H) in H ¢é un’applicazione
T:2€G—T, € L(H) tale che:

Ty =TT,  T.=1.

La prima condizione significa che I'applicazione T" ¢ un omomorfismo di se-
migruppo, mentre la seconda corrisponde all’esistenza degli opertori inversi, cioé
Im(T) = {T, : x € G} & un sottogruppo del semigruppo L(H). Inoltre una rap-
presentazione ¢ detta fortemente continua se Vu € H 'applicazione x — T,u ¢
continua.

Rappresentare un gruppo vuol dire realizzarlo come gruppo di trasforma-
zioni di un dato spazio H, la cui dimensione definisce la dimensione della
rappresentazione.

Una rappresentazione ¢ detta limitata se gli operatori su H sono limitati, in
particolare se il gruppo € compatto la rappresentazione ¢ limitata.

Una rappresentazione ¢ unitaria se gli operatori sullo spazio di Hilbert sono
unitari.

Una rappresentazione ¢ detta fedele se ’'omomorfismo 7' ¢ iniettivo, altrimenti
la rappresentazione e detta non fedele.

Nel caso di gruppi di matrici in cui il prodotto & quello riga per colonna, possia-
mo rappresentare il gruppo con le matrici stesse, questa ¢ detta rappresentazione
identica.

Teorema 70 Data una rappresentazione T non fedele di G e posto N = Ker(T') #
I, allora si ha che T induce una rappresentazione fedele del gruppo quoziente G /N
che, con abuso di notazione, indicheremo con T'.

Dimostrazione. L’applicazione T': x € G — T, € L(H) ¢ un omomorfismo,
quindi, utilizzando il teorema 16, si ha che NV ¢ un sottogruppo normale e che

xN € G/N - T, € L(H)

Un gruppo topologico & unimodulare se esiste una misura invariante a sinistra ed a destra;
vedi I'appendice B
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5.2 Rappresentazioni Equivalenti Rappresentazioni

¢ un monomorfismo ben definito in quanto il gruppo G/N ¢ isomorfo ad sottogrup-
po del semigruppo L(H); infine si puo osservare che N & un sottogruppo chiuso e
quindi che G/N ¢ un gruppo topologico al pari di G. =

Data una base ortonormale |n) di H possiamo esprimere gli operatori in forma
matriciale come segue

Dij(x) = (iIT.1j) 5.1)
in questo modo associamo al sottogruppo Im(T') degli operatori il sottogruppo
GL(n,C), dove n ¢ la dimensione dello spazio di Hilbert.

5.2 Rappresentazioni Equivalenti
Definizione 31 Due rappresentazioniT : G — L(H) e T' : G — L(H') si dicono

equivalenti se esiste un isomorfismo limitato S tale che H = SH e tale che si
abbia T! = ST,S~! per ogni x € G.

La relazione definita € una relazione di equivalenza in quanto:

1. ogni rappresentazione e equivalente a se stessa, basta porre S = I;

2. se T, = ST,S ! con H' = SH, allora si ha H=S"'H' e T, = ST'T.S;

3.se T : G — L(H) & equivalente alla rappresentazione 7" : G — L(H') che
a sua volta ¢ equivalente a T :” G — L(H") con H = SH e H" = S'H’,
allora si ha che T/ = S'T!.S'~1 = §'ST,(S'S)~L.

Si osservi che, essendo S un isomorfismo limitato tale che H' = SHe T : G —
L(H) & una rappresentazione lineare del gruppo G sullo spazio L(H), allora

T :2€G— ST, S ' :=T, ¢ L(H)
€ ancora una rappresentazione in quanto si ha
T,, = STy S~ = ST,5'ST,S™ =T, e =S5 ' =T
inoltre si ha che
|1 Tou’ = Ty || = |S(TeS ™' — T, S™Hd)|| < S| Tou — Tyul| — 0 per = — y
avendo sfruttato la limitatezza di S (||.S]| < o0).

Definizione 32 Due rappresentazioni sono unitariamente equivalenti se l’i-
somorfismo € unitario, cioé se

T.U =UT, (Vz € G). (5.2)

Teorema 71 Due rappresentazioni unitarie equivalenti sono unitariamente equi-
valenti.
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Rappresentazioni 5.3 Rappresentazioni Riducibili ed Irriducibili

Dimostrazione. La condizione aggiunta della (5.2) ¢
Ut = T,UT
da cui moltiplicando a sinistra per U ed utilizzando di nuovo la (5.2) si ha
UUlT, = UT, U = TLUUT
cioé UUT=1. m

Teorema 72 Due rappresentazioni unitariamente equivalenti, tramite una oppor-
tuna scelta delle basi in H e H' possono essere descritte dalle stesse matrici.

Dimostrazione.

D; j(z) = {{'|T3|j") = (A \UTU") = (@ (1) DT (19 G D) = Dy

5.3 Rappresentazioni Riducibili ed Irriducibili

Definizione 33 Presa una rappresentazione T del gruppo G sullo spazio di Hilbert
H, un sottospazio Hy C H e detto tnvariante rispetto a T se

T.Hy = H Ve e G (53)

I sottospazi invarianti banali sono 'origine e H stesso; i sottospazi non banali
sono detti propri.

Definizione 34 Una rappresentazione é algebricamente irriducibile se H non
possiede sottospazi invarianti propri.

Una rappresentazione ¢ quindi detta riducibile se H possiede sottospazi in-
varianti propri. Detto H; un sottospazio invariante proprio di H, indichiamo con
Ty, la restrizione della rappresentazione T al solo sottospazio Hj.

Teorema 73 Se Hy ¢ un sottospazio invariante dello spazio H su cui agisce la
rappresentazione
T:2e€G—T,€L(H)

allora lo spazio quoziente H/Hy é uno spazio invariante proprio.

Dimostrazione. Per ogni z € G & ben definita applicazione seguente (che, con
abuso di notazione, sara indicata ancora con T}):

T,:uw+H, € H H — Ty(u)+ H € H/H;
Infatti, se u = v + Hy, cioé u — v € Hy, si ha:
To(u) — Tp(v) = Tp(u —v) € T,(Hy) = Hy
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5.3 Rappresentazioni Riducibili ed Irriducibili Rappresentazioni

e quindi Ty(u) = Ty(v) + Hi. Quindi 7' induce una rappresentazione di G sullo
spazio quoziente H/H;. Se H; & un sottospazio proprio allora la dimensione della
rappresentazione indotta ¢ minore della dimensione di 1" e diversa da 0. =

Se uno spazio H su cui agisce una rappresentazione T & decomponibile nella
somma diretta di sottospazi invarianti propri (e non ulteriormente riducibili)

H=H,
i
allora potremo scrivere la rappresentazione 7' come somma diretta delle sottorap-

presentazioni
T = @ Ty,
i

Teorema 74 Data una rappresentazione unitaria T del gruppo G sullo spazio di
Hilbert H si ha che, se Hi ¢ un sottospazio invariante proprio, lo € anche il suo
complemento ortogonale Hi-.

Dimostrazione. Presiu e Hiev e H f abbiamo che per definizione
(Txv,u) = (UvTxTu) = (U7Tz*1u) =0

dove 'ultima uguaglianza discende dall’invarianza di Hy; (T,v,u) = 0 significa che
T,v € H+, da cui la tesi. m

Definizione 35 Una rappresentazione tale che ogni sua sottorappresentazione
ammetta una sottorappresentazione complementare ¢ detta completamente ri-
duczibile.

Quindi dal teorema 35 segue che una rappresentazione unitaria (di dimensione
finita) & completamente riducibile; da cio si puo affermare che una condizione
sufficiente per la completa riducibilitda per una rappresentazione e quella di essere
equivalente ad una rappresentazione unitaria.

Consideriamo una decomposizione dello spazio H in sottospazi invarianti pro-
pri H; ortogonali tra di loro e consideriamo, inoltre, una base ortonormale dei
singoli H;, potremo, quindi, costruire una base di H tramite il prodotto tensoriale
delle basi dei singoli sottospazzi: |n) = |1) ® [2) ® ... ® |i) & ...; Utilizzando questa

base avremo che
(n'|T|n) = @' |Tw, i)

)

da cui, se H; # H; l'’elemento di matrice & 0, per l'ortogonalitd tra gli spazi,
altrimenti se H; = H; l’elemento di matrice corrisponde con quello della ma-
trice della sottorappresentazione T'y,; in conclusione avremo che la matrice della
rappresentazione ¢ a blocchi:

DY(z) 0 0
0 D%*(z) .. 0
D(zx) = ho e e (5.4)
0 0 D' (z)
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Lemma 75 (di Schur) Se T} e T sono due rappresentazioni irriducibili di un
gruppo G su Hy e Ho rispettivamente allora ogni G-omomorfismo A non nullo da
Hy a Hy ¢ invertibile.

Dimostrazione. Se A # 0 non fosse invertibile allora avremo che KerA ¢ un
sottospazio invariante di Hy; se fosse KerA # 0, Ker A ammetterebbe una sotto-
rappresentazione non banale e quindi 77 sarebbe riducibile, il che contrasta con
I'ipotesi. Allora KerA = 0. ne segue che I'mA & un sottospazio invariante proprio
di Hy e quindi 75 e riducibile, contro l'ipotesi. m

5.4 Rappresentazioni di Gruppi Compatti

Teorema 76 Ogni rappresentazione di dimensione finita di un gruppo topologi-
camente compatto & equivalente ad una rappresentazione unitaria.

Dimostrazione. Data una rappresentazione 7' del gruppo G sullo spazio H su
cui ¢ definito un prodotto scalare (,) definiamo, utilizzando una misura di Haar,
la forma

(2y) = /G (Tyx. Tog)dg

che risulta essere hermitiana e tale che

(Th, Thy) = /G (T3 (Ty), T (Tyy))dg = /G (Thyt, Tray)do

G

dove si e fatto uso dell’invarianza della misura di Haar per traslazione? di un
gruppo compatto. Da quanto ricavato si vede che la rappresentazione ¢ unitaria
per il prodotto hermitiano (,). ®

L’importanza dei gruppi compatti risiede quindi nel fatto che ogni loro rap-
presentazione ¢ completamente riducibile.

Teorema 77 (di Stone) Data una rappresentazione unitaria fortemente conti-
nua del gruppo additivo R allora esiste un unico operatore A hermitiano tale
che

U(t) & un gruppo di trasformazioni ad un parametro. Il teorema si puo genera-
lizzare per il gruppo additivo R™ (anch’esso localmente compatto) con un gruppo
a n parametri.

Tramite il Teorema di Nelson ¢ possibile affermare che ad un gruppo com-
patto e possibile, sotto opportune condizioni, associarvi un’unica rappresentazione
unitaria e fortemente continua tramite I’esponenziazione dei suoi generatori, cioé
detti Ji dei generatori di un gruppo G si ha la rappresentazione

Ut) = itk

*d(hg) = d(g)
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per ogni k.

Queste rappresentazioni sono valide nell’intorno dell’unita ma risultano essere
prolungabili a tutta la componente semplicemente connessa all’unita.

In conclusione un gruppo di Lie compatto ¢ rappresentabile tramite I’esponen-
ziazione dei suoi generatori in un intorno dell’unita.

5.4.1 La Quantizzazione

Per mettere in relazione i risultati della teoria dei Gruppi con la Meccanica Quanti-
stica utilizziamo un’osservazione dovuta a Dirac che mette in relazione le parentesi
di Poisson con le regole di commutazione fra gli operatori delle rispettive variabili
classiche 3
_, bl

questa regola va sotto il nome di quantizzazione secondo Dirac.

Dati due gruppi di trasformazioni ed i loro integrali primi associati f e g vale
la relazione

(X, Xgl = =Xy1g)

che lega i generatori del gruppo di trasformazione alla struttura simplettica. In
questo modo, dato un gruppo di trasformazione facciamo corrispondere ad una
parentesi di Poisson un commutatore fra i generatori del gruppo il quale, diviso
per ih (il che corrisponde alla ridefinizione dei generatori L = ihR), corrisponde
alla commutazione fra gli operatori quantistici.

II discorso e plausibile in quanto anche le parentesi di Poisson definiscono un
algebra di Lie, inoltre l'introduzione del fattore immaginario ¢ dovuto al fatto
che le parentesi di Poisson di funzioni reali sono reali mentre i commutatori di
operatori hermitiani sono antihermitiani

iCT = (—iC)' = [A, B]' = (AB)! — (BA)T = BTAT — ATBT
= —[A", BY] = —[A, B] = —(—i0).
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Capitolo 6

I Gruppi Classici

6.1 Il Gruppo Lineare

Il gruppo lineare reale ¢ il sottoinsieme di tutte le matrici quadrate reali n x n
(M, (R)) definito nel seguente modo:

GLn(R) = {A € My(R) : detA # 0} (6.1)

L’operazione del gruppo ¢ il consueto prodotto riga per colonna fra matrici. Al-
lo stesso modo definiamo il gruppo lineare complesso delle matrici quadrate
complesse n x n (M,(C)):

GL,(C) = {A € M,(C) : detA # 0} (6.2)

Ad ogni matrice complessa di dimensione n possiamo associare una matrice
reale di dimensione 2n, in quanto, potendo scrivere una matrice complessa A come
A = B +iC con B e C matrici reali di dimensione n, abbiamo che il prodotto fra
matrici complesse si puo riottenere come prodotto fra matrici reali del tipo:

B —C
w=¢ 5

In altri termini, 'applicazione
A=B+iC € GL,(C) — Agr € GLay,(R)

¢ un monomorfismo (immerge GL,(C) in GLa,(R)).

Le matrici M,,(R) possono essere considerate come elementi in uno spazio R™
di coordinate z;; (in un ordine arbitrario), in questo modo ad ogni punto dello
spazio corrisponde una matrice. Il gruppo lineare ¢ determinato dalla condizione
detA # 0 che, essendo il determinante una funzione differenziabile, descrive una
varieta differenziale nello spazio delle matrici.

Il gruppo lineare speciale ¢ il sottogruppo di GL(n,R) definito nel seguente
modo:

SLn(R) = {A € M,(R) : detA = 1} (6.3)

allo stesso modo definiamo il gruppo sul campo complesso. Il sottogruppo lineare
speciale & un sottogruppo topologico (una varieta di dimensione n? — 1, in quanto

o7



6.2 Il Gruppo Ortogonale I Gruppi Classici

¢ soggetto alla sola condizione detA = 1) chiuso, perché il determinate ¢ una
funzione continua. Questo gruppo non & compatto, come si pud vedere dalla
seguente matrice
e O
Ey

in cui l’elemento € pud assumere un valore arbitrariamente grande (lo spazio e
chiuso ma non ¢ limitato).

6.2 11 Gruppo Ortogonale

Il gruppo ortogonale O(n) ¢ il sottogruppo del gruppo lineare reale GL,(R)
definito nel seguente modo:

O(n) = {A € M,(R) : AAT =T} (6.4)

cioé ¢ il gruppo che lascia invariato il prodotto scalare: (v,w) = (Ov,Ow) =
Z V; Wy

La condizione di definizione (a;jaj; = 6;x) equivale ad n(n+1)/2 (n peri=je
(n?—n)/2) per i > k) condizioni, da cui il numero di parametri, cioé la dimensione
della sottovarietd € n(n — 1)/2.

Il gruppo topologico ortogonale ¢ compatto in quanto la chiusura discende
dalla continuita della relazione di definizione e la limitatezza dal fatto che

Jaij|* = aijai; < agai, =1
k

Il gruppo non e connesso in quanto € composto da due componenti relative
alle due condizioni detA = +1 (det(AAT) = det?(A) = 1) non collegabili tramite
una curva A(t) continua sulla varieta!.

Con l'ulteriore condizione detA = 1 definiamo il gruppo ortogonale speciale
SO(n) che definisce la sottovarieta relativa alla componente connessa all’identita.
Il gruppo é chiuso e quindi compatto.

Il gruppo ortogonale si puo ottenere come:

Data una curva A(t) tale che A(0) = I abbiamo che il vettore tangente alla
curva nell’identita e

T
oo dAAT
dt|,—g

da cui avremo in particolare che ogni elemento del gruppo si ottiene dall’esponen-
ziazione di una matrice antisimmetrica (4 = —AT).

!Proposizione 59
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6.3 Il Gruppo Unitario

Il gruppo unitario U(n) & un sottogruppo del gruppo lineare complesso GL,,(C)
definito nel seguente modo:

U(n) = {A € M,(C) : AAT = I} (6.5)

cioé ¢ il gruppo che lascia invariato il prodotto hermitiano: (v,w) = (Uv,Uw) =
z ViW; .

Le condizioni di definizione (a;;a i = d;) sono n? (n condizioni reali per i = k,
n(n — 1) condizioni complesse per i > k), cioé il numero di parametri del gruppo
& 2n? —n? =n?.

Il gruppo topologico unitario € compatto in quanto la chiusura discende dalla
continuita della relazione di definizione e la limitatezza dal fatto che

2 _ _
laij® = aijti; < agdix = 1
k

Dalla relazione di definizione del gruppo unitario discende che
det(UUT) = |detU]? = 1

da cui si ottiene che il determinante di una matrice unitaria ¢ una fase. 1l
gruppo unitario speciale SU(n) ¢ il sottogruppo del gruppo unitario defini-
to dall’ulteriore condizione: detU = 1, di conseguenza la dimensione del gruppo ¢
n?—1.

Inoltre, essendo un sottogruppo chiuso sempre per la continuita del determi-
nante, € un gruppo compatto.

Il gruppo unitario si puo ottenere come U(n) = U(1) x SU(n).

Data una curva A(t) tale che A(0) = I abbiamo che il vettore tangente alla
curva nell’identita e

dAAT
0= —— =AT+ 4
at |,_o
da cui avremo in particolare che ogni elemento del gruppo si ottiene dall’espo-
nenziazione di una matrice hermitiana antisimmetrica (A = —AT). L'ulteriore

condizione a cui e soggetto SU(n) fa si che le matrici debbano essere anche a

traccia nulla
1 =det(e?) =" = ¢°

Esempio 13 Una rappresentazione bidimensionale su C? del gruppo U(2) ¢ for-
nita da una metrica i cui elementi soddisfino le sequenti condizioni (UUt =

I):

la11]? + ato* = 1 a1 + ax|* =1 a21G11 + ageair =0

Il gruppo SU (2) é definito dall’ulteriore condizione a11aza—aizaz1 = 1 (detSU(2) =
1). Moltiplicando la precedente relazione per aao si ha

2 _ _
art|as|® — arpaz G = G2
da cui utilizzando la as1ay1 + ageais = 0 si ottiene

2 _ _
aiilaz|® + aiiasiag = @
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clo€ a1 = a9 € a1a = —ao1. In conclusione si ha che

a b
o0 oo
Ponendo a = 1 + ixg e b = x3 4+ ixy e calcolando il determinante si ottiene

2?21 z? =1, da cui si deduce che SU(2) ¢ omeomorfo ad una sfera di raggio 1 in

R* (S3).

SU(2) é il gruppo di ricoprimento universale di O(3) in quanto possiedono la
medesima algebra fra i generatori del gruppo ed inoltre SU(2) e semplicemente
connesso?; quindi, assegnata la (6.6), si ha la corrispondente matrice di O(3)

Re(a? —b*) —Im(a®+b*) —2Re(ab)
Im(a? —b?) Re(a®+b%) —2Im(ab)
2Re(ab) —2Im(ab) aa@ — bb

Considerando che il nucleo della’applicazione é formato dal sottogruppo {+I,—1}
da cui abbiamo che SO(3) = SU(2)/{+1,—I}.

Lllustriamo un’altra procedura per ottenere che SU(2) é una rappresentazione,
detta anche rappresentazione spinoriale del gruppo delle rotazioni.

Lemma 78 Ogni automorfismo di un’algebra interna associativa M(n,C) ¢é in-

ternod.

Consideriamo la sequente base additiva di M(2,C):

(0 (0 i (10
, 01 = 1 0 , 02 = i 0 , 03 = 0 —1

Le relative relazioni di commutazione ed anticommutazione sono:

[0i,05] = 2igijpor {04,005} = 265 (6.7)
Dalla relazione di commutazione si nota che le icj/2 sono una rappresentazio-
ne dell’algebra di Lie di SU(2) e quindi di SO(3).
Costruiamo uno spazio euclideo utilizzando come base le 0, cioé (z!, 2% 23) —
zioj. Sia A € O(3) allora avremo per un vettore 2'% = )\;?xj da cut

, .
0 = A.0j
Queste trasformazioni lasciano invariata la relazioni di anticommutazione (6.7),
mentre per la relazione di commutazione otteniamo

[0, a;] = )\fx\é ok, 1) = 2ie;j507,

solo se A € SO(3); abbiamo cosi definito un automorfismo di M(2,C) — M(2,C),
quindi per il lemma 78 avremo una rappresentazione di SO(3) in quanto, per ogni
matrice x, esiste una trasformazione g(A) tale che h(z) = grg~'. La rappresen-
tazione ¢ definita a meno di un fattore moltiplicativo che possiamo eliminare se
imponiamo che g € SL(2,C); inoltre la rappresentazione é 2 a 1, come abbiamo
gid visto precedentemente.

28U (2) & omeomorfo a S® che & semplicemente connesso.
3Per automorfismo intendiamo un’applicazione h : M(n,C) — M (n,C) tale che h(z) = gzg~
dove g € GL(n,C).

1
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6.4 Il Gruppo O(k,n —k)
Il gruppo O(k,n — k) & definito nel seguente modo:
O(k,n —k)={A € GL,(R) : ATGA = G} (6.8)

dove G ¢ la metrica associata alla forma (, ), che € una forma bilineare simmetrica
non degenere che, per il teorema di Sylvester, puod essere scritta come v! Gw =

(v, w)e = Zf:l VWi = D gy Vil

G:[IO’“ _‘Z_J (6.9)

Il gruppo non e compatto perché non e limitato.
11 sottogruppo speciale SO(k,n—k) ¢ definito dall’ulteriore condizione det A =

6.5 Il Gruppo Simplettico
Il gruppo simplettico & definito nel seguente modo:
Sp={Aec M,(R): ATJA =7} (6.10)

dove la matrice J definisce una forma bilineare antisimmetrica —(w,v) = (v, w),
su uno spazio di dimensione pari in quanto e anche non degenere, che puo essere
ricondotta, per il teorema di Darboux, a (v, w) = Y/ (Viwi+k — VigrW;).

J= [ _(}k % ] (n = 2k) (6.11)

Il gruppo simplettico non € un gruppo compatto.
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Capitolo 7

I Gruppi in Meccanica
Quantistica

7.1 Teorema di Wigner e descrizioni equivalenti

Consideriamo due osservatori che effettuano misure su due esperimenti simili (con
le stesse condizioni iniziali) in sistemi di riferimento differenti O e O aventi la
stessa origine; sia |jm) l'autostato di J? e .J, con autovalori j(j + 1) e m per
'osservatore O, e |j,m; R) l'autostato di J? e .J,» col medesimo autovalore m
(Pautostato |j, m; R) corrisponde all’autostato |j, m) ruotato); se i due osservato-
ri preparano due particelle con la medesima energia e le fanno viaggiare lungo i
rispettivi assi z, indicando con |a) e |o; R) 1 rispettivi stati delle particelle, do-
vranno ottenere i medesimi risultati sperimentali dalla misura della probabilita
che le particelle abbiano un definito autovalore di J? e J,, cioe che:

[(alg,m)| = [(R; alj, m; R)|. (7.1)

Questo ragionamento e valido anche nel caso di altre trasformazione, come ad
esempio le traslazioni, ed e del tutto indipendente dall’equazione del moto.

Il teorema di Wigner afferma che le uniche trasformazioni che conducono alla
(7.1) sono le trasformazioni unitarie (UTU = 1)

(@B) = (aU'UB) = (/|3 (7.2)

o le trasformazioni antiunitarie
(0]B) = (Bloy* = (F|c) (7.3)
Un operatore antiunitario 6
o) = 0la),  |B) =015)

€ un operatore antilineare cioe:

(B'a’) = (Bley™ = (aB) (7.4)
0(ala) +b]8)) = a”|a) + b7|5'). (7.5)
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Teorema 79 Un operatore antiunitario si puo decomporre nel prodotto tra un
operatore unitario U e l'operatore di coniugazione complessa K (0 = UK ).

Infatti abbiamo:

UK (ala) + b8) = a*UK|a) + b"UK|B) = a*Ula) + b*U|B), (7.6
o) = UK laala) = 3 (ala) UKla) = Y {alo) Ula) (7.7

e, poiche se |§) = 5, (b|3)*UJb) allora (8] = 3, (b]8) (blU",
(B1ay = 3 018) Bl Ula)ala) = Y (alB)(ala) = (alB).  (7.8)

ab a

Dimostrazione. Per provare il teorema partiamo dallo stato |¢,) = |a1) + |a,) e
vediemo che & possibile ottenere lo stato |¢),) = |a}) + |a},). Abbiamo

(¢ =D i) (@l (Ja1) + lan))’

ed essendo (al,|(|a1) + |an)) = €T {an|(la1) + |an)) = €™ (81 + 6mn), come si
nota dalla (7.1), si ottiene

|¢) = €™ ar) + €™ |an),

cioe, potendo riassorbire il fattore di fase, in quanto e'™|ay,) e |a,) rappresentano
lo stesso stato fisico, si ha

|6n) = lay) + lay,). (7.9)
Ponendo |a) =Y, enlan) e &) =", d,]a,), si ha
[{dnla)] =1+ o = |ey + &5 = [y, |o)]|
da cui, scegliendo la fase di |o/) tale che ¢1 = ¢} (Jen| = |d,])
cict 4 cien = eid) + cic,
moltiplicando per ¢}, e risolvendo I'equazione di secondo grado per ¢}, si ricavano:

C1

c =cy oppure d,=—c, (7.10)
“
da cui, ridefinendo la fase di |a) in modo che ¢; sia reale, otteniamo:
o) =) "eqld) (unitaria)  |o') =) cjla’) (antiunitaria) (7.11)

n n

da cui il teorema. m

Se due descrizioni equivalenti sono ottenute tramite gruppi di trasformazione
continui allora la trasformazione € solo unitaria, in quanto il prodotto di due
operatori antiunitari ¢ un operatore unitario.
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7.2 Simmetrie

Consideriamo un gruppo di trasformazioni a cui possiamo associare un operato-
re unitario S; 'operatore S € una simmetria del sistema se ’Hamiltoniana &
invariante per questo gruppo di trasformazioni, cioé

SYHS = H oppure HS = SH, (7.12)

che pud essere riscritto come

[H,S] = 0. (7.13)
Sia G il generatore infinitesimale del gruppo di simmetria S = e_%G;

consideriamo una trasformazione infinitesima (al primo ordine) S =1 — %G,
allora la (7.12) diviene

H=§1HS = (143G H(1-.G) = (H+ 5 GH)(1-5.G) = H+ (G, H] (7.14)

dove & stato trascurato il termine al secondo ordine in ¢2, da cui si ottiene
[G,H] =0 (7.15)

analogamente al caso classico; inoltre, utilizzando 1’equazione del moto di Heisen-
berg, si ha che G ¢ una costante del moto nel senso che, se il sistema all’istante
iniziale € in un autostato di G, negli istanti successivi il vettore di stato evoluto e
sempre autostato di G:

dG i

0 _h[G’ H]=0. (7.16)

,,Dalla (7.15) si ha che, se |n) ¢ un autoket di H allora lo sara anche S|n), che

in generale rappresenta uno stato diverso, cosiché avremo una degenerazione.

7.3 Traslazioni

L’operatore di traslazione infinitesimo 7'(Az) (trattiamo il caso unidimen-
sionale facilmente generalizzabile al caso tridimensionale) agisce sugli autostati
dell’operatore posizione nel seguente modo:

T(Az)|z) = |z + Ax) (7.17)
Indicando con K il generatore infinitesimale delle traslazioni abbiamo che:

1AL

(1-— - K)|a) :/dx/:c'><m/|T(Ax/)|oz> :/dﬂz/]a:/><a:/+Aa:'|a>

= /da:’\x’> <<x'ya> — A:c'(;z,@’y@) (7.18)

da cui si ottiene che il generatore delle traslazioni & 'operatore momento p (in
questo caso py).

Una simmetria traslazionale dell’hamiltoniana quindi implica la conservazione
del momento.
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7.4 Rotazioni

Le rotazioni nello spazio tridimensionale sono implementate tramite una rappre-
sentazione del gruppo in matrici ortogonali su uno spazio di dimensione 3. Queste
matrici sono definite come quelle trasformazioni che lasciano invariata la norma
di un vettore; il gruppo ha tre parametri che corrispondono alle tre rotazioni at-
torno ai 3 assi indipendenti dello spazio tridimensionale; le matrici delle rotazioni
attorno agli assi x, ¥y, z sono

[ cos® —sinf 0O

R.(0)= | sinf cos® O (7.19)
| 0 0 1
[ cos¢p 0 —sing
Ry(¢) = 0 1 0 (7.20)
| sing 0 cosp
(1 0 0
R,(¥)=| 0 cosyp —siny (7.21)
| 0 siny  cosy
mentre le matrici -~ _
0 -1 0
L,=11 0 0 (7.22)
10 0 0 ]
[0 0 -1 ]
Ly=10 0 0 (7.23)
| 1 0 0 |
[0 0 0 7
L,=10 0 —1 (7.24)
101 0 |

sono le matrici che permettono di esprimere le matrici di rotazione nella seguente
forma:

R, = /= R, = ePLv R, = e¥le

I generatori infinitesimali del gruppo si ottengono come

che nella base (a%, 8%, %) si esprimono nel seguente modo
0 0 0 0 0
J = g < J = —p— - J, = —2— — 7.25
P y6x+x6y Y Zax+$8y g; 28y+y6z (7.25)

Tramite i generatori infinitesimali possiamo ottenere una rappresentazione
unitaria infinito dimensionale utilizzando le regole della quantizzazione (J; —
ihlesjrx;(0/0xy)]) delle rotazioni lungo un asse n nel seguente modo:
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iJ~n9

D(n,0)=e # (7.26)

Questa rappresentazione soddisfa, per definizione, le regole di commutazione
dell’algebra dei generatori infinitesimali

[Ji, Jj] = ih&iijk (7.27)

In questo modo avremo che una rotazione di un ket sard espressa come

la, R) = D(r)|c) (7.28)
Una simmetria rotazionale implica la conservazione del momento angolare, cioé
di J% e di J,.
7.4.1 Rappresentazioni

Per la costruzione della rappresentazione in n dimensioni utilizziamo i generato-
ri infinitesimali del gruppo introducendo innanzitutto 'operatore di Casimir!

dell’algebra J2 = J2 + J2 + J2:

3 3
32, T6) =Y TilJi, Jie] + [ i, k) Ji = ik <Z JiciniJ; + eiijjJi)
i=1 i=1

=h (J 6iijj + EiijjJi + Jjgjkiji + EjkiJiJj) =0

Utilizzando J? e J, potremo costruire una base ortonormale in cui essi sono
diagonali.

J2|a,b) = h2ala, b) (7.29)

J.|a,b) = hbla, b) (7.30)

Inoltre, per la costruzione della rappresentazione, risultano utili gli operatori
a scalino
Jy = Jp £idy,

per cui valgono le seguenti regole di commutazione

[Ty, J_] = 2hJ, (7.31)

[J., J+] = £hJy (7.32)
L’azione di J, su J+ ¢ data da
J.Jila,b) = k(b £ +1)Jg|a,b) = ¢ ]a, b+ 1)

dove ¢ & una costante; dalla precedente relazione si deduce che ’azione degli ope-
ratori a scala ¢ quella di aumentare o diminuire b che da ora in poi porremo uguale
ad m.

1Un operatore di Casimir & un operatore che commuta con tutti gli elementi dell’algebra, in
particolare commuta con tutti i generatori.
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La norma del vettore J|a, m) & una quantita positiva quindi
(a,m|JL T i]a,m) = (a,m|J_J ¢ |a,m)

= {a,m|J* — J? — hJ,|a,m) = h*[a —m(m +1)] >0

da cui si deduce che m ha un valore limitato e quindi esiste un m,q, tale che
Ji|a, mpmaz) = 0, cioé tale che

G = Mmax (mma:L‘ + 1)
allo stesso modo, considerando la norma di J_|a, m), si ricava
a = mmzn(mmzn - 1)

da cui si ha anche max = —Munin-

Poiché Ji varia di una unitéd il valore di m deve essere myae = Mmin + 1 da
cui j = Mpar = n/2; Pautovalore a pud ora essere scritto come a = j(j + 1),
quindi possiamo scrivere l'autoket utilizzando i valori j e m: |j, m).

J € una quantita intera o semintera ed ¢ legata alla dimensione dello spazio
degli stati dalla relazione dim(H;) = 25 + 1.

La rappresentazione su uno spazio di dimensione 2 & ottenibile ponendo j =
1/2; in questo modo avremo

3[1 0
1/2\2 _ 329
(J )_h4[01] (7.33)
g2t 10 (7.34)
: 210 —1 ‘

La costruzione delle matrici relative a J, e J, tramite I'utilizzo degli operatori
a scala ci d4 le altre matrici di Pauli:

170 1

J;/thQ[l o] (7.35)
1[0 —i

1/2 _ -

Iy = hg [l 0 ] (7.36)

Una generica matrice di rotazione (per j fissato) pud essere espressa, utiliz-
zando gli angoli di Eulero nella forma:

—iJya —iJyB  —idy~y

DY) (@,B,7) = (jym/|e T e m e |j,m)

. , —iJy B . ’ ]
= e AT G TR |jm) = e (5)(7.8)
—iJyB —izy/%5 cosZ —sin8
d(l,/Q) =(j,m — g = Ro= 2 2
i (B) = (j,m[e [, m) = e sin  cos?

avendo sviluppato la serie dell’esponenziale.
Allo stesso modo in tre dimensioni (j = 1) avremo:
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100
@2 =nr*2]0 1 0 (7.38)
00 1
10 0
Jb=n|l0 0 0 (7.39)
00 —1

La costruzione di J?}, sempre utilizzando gli operatori a scala ci da

[ o V2 0
tgzzhi V20 V2 (7.40)
0 V2 0

da cui

—iJyB —iJ;ﬁ

Bt (B) = (e ™7 o) = ¢
(1 + cosB) —%sinﬁ (1 — cosp)

= %sinﬂ cosf —%smﬁ
(1 — cosp) %smﬁ (1 + cosp)

D=
DN~

La rappresentazione in uno spazio infinitodimensionale con j variabile € una
rappresentazione riducibile a blocchi di cui ognuno agisce su un sottospazio di
dimensione 2j 4+ 1; J? e J, sono sempre matrici diagonali mentre il fatto che J,
e Jy sono fatte a blocchi di matrici (25 + 1) x (25 + 1) & dovuto al fatto che
commutano con J? (sono diagonali per diversi j) ma non con J, (i blocchi non
possono quindi essere diagonalizzati).

ji=1 0 0
0 j=1/2 0
0 0 j=1

7.4.2 Composizione di Momenti Angolari e Rappresentazioni Ir-
riducibili

Consideriamo la somma di due momenti angolari J; e Jy indipendenti che potremo

scrivere nel seguente modo

J=L 0L+ ®J (7.41)

dove I 2 ¢ 'identita dello spazio su cui aggisce Jp 2, da cui si deducono le seguenti
regole di commutazione

[J14, J1j) = theijudik [J2i, Joj] = ihejjn ok [J14, J2j] =0

L’indipendenza dei momenti angolari discende dall’indipendenza delle rotazio-
ni, D'(R) ® D?(R'), che per rotazioni infinitesime diviene

69



7.4 Rotazioni I Gruppi in Meccanica Quantistica

1J1 - ndf 1Jo - ndf Z(J1®I2+I1®J2)ndc9
1= B e (12 SR - ;

Possiamo scegliere due tipi di sistemi massimali di generatori

331, j2, ma, ma) = 241 (j1 + 1)|j1, ja, 1, ma)
J1z1j1, J2, m1, ma) = hmylj1, jo, m1, ma)
J3lj1, j2, m1, ma) = h2ja(jo + 1)|j1, j2, ma, ma)
Joz|j1, g2, m1, ma) = hmalj1, j2, m1, ma)
oppure
J%‘j17j27j7m> = h2j1(j1 + 1)|j17j2aj7 m)
I31j1, g2, 3,m) = B2ja(ja + 1)1, j2, 4, m)
J2|j17j27j7m> = hQ](] + 1)|j17j27j7m>
JZ’jhj?aja m> = hm‘jl,jQ,j,ﬂ’l)
Nella prima base le matrici sono composte da due blocchi di dimensione 251 +1

e 2j2+1, mentre nella seconda abbiamo una rappresentazione irriducibile composta
da jmaz — Jmin = (J1 + j2) — (|71 — j2|) blocchi, in quanto vale la decomposizione

Ji+7j2 Ji+j2
dimH (j1) ® dimH(j2) = (21 + 1)(22 +1) = > (2j+1) = @ dimH(j
l71—J| |71 —72]
D(jl) ® D(j2) — D(j1+j2) @ D(j1+j2*1) D...D D(|j1*j2|) (7.42)
La matrice nella seconda base ¢
(J1 + J2) 0 0
0 (]1 —|—j2—1) 0
0 0 0 (lj1 —J2))

Il passaggio tra le due basi si effettua con i coefficinti di Clebsch-Gordan definiti
appunto dalla relazione

1, d2r dom) =Y Y |, das i, ma) (1, G2, ma, mal i, ga, 5, m) (7.43)

mi mg

D(Jl) , ®D(J1)

mim} mam),
Jj1+i2

- @ ZZ<j17j27m17m2‘j17j27j7m><j17j27m,17m/Z‘jlaj27j7m/>D£7JlZn’ (744)

lj1—g2| ™ m/
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7.5 Parita

La trasformazione di parita & una simmetria discreta che corrisponde a trasfor-
mare un sistema destrorso in uno sinistrorso.

Poiché la trasformazione di paritd corrisponde ad una inversione degli as-
si (x,y,2) — (—x,—y,—z), cioé 'operatore di paritd per il vettore posizione
corrisponde ad una riflessione

0 -1 0 |, (7.45)

ci aspettiamo che ’azione dell’operatore di paritd P su un autoket dell’operatore
posizione sia

Plz) =|—x) (7.46)

da ci6 discende che
xPlz) = x| — z) = —z| — ) = —xP|z) = —Pz|z) = —Px|x)

cioé 'operatore posizione anticommuta con P.

Dal fatto che P? = 1 discende che gli autovalori di P sono 41, quindi possiamo
distinguere in autoket pari (+1) ed autoket dispari (—1); inoltre & un operatore
hermitiano, perché possiede autovalori reali, ed unitario (PT = P = P7!) perché
e involutivo.

Uno scalare si distingue da uno pseudoscalare per come si trasforma sotto
paritd, lo scalare non cambia di segno mentre lo pseudoscalare si; un vettore e
dispari mentre uno pseudovettore & pari.

L’azione dell’operatore parita sull’operatore di traslazione e la stessa di quella
sull’operatore posizione, cioé PT(dx) = T(—dz)P da cui otteniamo

ip- PpPt . -
P(l—thda?)PT—PPT—ZPp]; dx_<1+zphdw)

essendo dx un parametro, da cui segue che p & dispari.

L’operatore paritd commuta con 'operatore di rotazione in quanto la parita
e l'identita formano un sottogruppo normale delle rotazioni (O(3)/SO(3)) e co-
me tali commutano con ogni rotazione (SO(3)); conseguentemente si ha per il
generatore delle rotazioni

[P, L] =0 (7.47)

Sia |a) un autoket dell’operatore paritd, allora P|la) = %|«), ci6 significa che
la funzione d’onda nello spazio delle coordinate sara

(—z|a) = (x| P|a) = +(z|a) (7.48)

cioé le autofunzioni saranno pari o dispari.
Dalla relazione di commutazione fra P e L si deduce che gli autostati di L
hanno una parita definita , cioe

(n|P|l,m) = +(n|, m)
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dove n rappresenta una direzione nello spazio. Notiamo che e valida anche la
(m|P|l,m) = (—n|l,m) = Y™ (7 — 0,6 + 1) = (=D'V;™(0, ¢) = (—1)"(n|l,m)
dove Y,"(0, ¢) & 'armonica sferica nella direzione n, da cui si ottiene che

Pll,m) = (=1)!|1,m)

L’indipendenza della parita da m discende dal fatto che [Ly, P] = 0.

7.6 Inversione Temporale

La simmetria discreta di inversione temporale va vista sotto un altro punto di
vista; considerando il moto di una particella avremo che, se ¢ valida la simmetria
temporale, allora l'inversione del tempo (t — —t) fara si che la particella percorra
la stessa traiettoria ma nella direzione inversa; cio permette di interpretare questa
simmetria come una simmetria di inversione del moto (p — —p).
L’inversione temporale applicata all’equazione di Schrodinger da

ihw - —maw(gét) = Hy(x, —t) (7.49)
che non ¢ piu l'equazione di Schrodinger (per la presenza del segno meno prima
della derivata temporale). Per riottenere un’equazione di Schrédinger dobbiamo
considerare la sua complessa coniugata

i ha”t/f*(x ) _t)
ot
Nello spazio dei momenti la funzione d’onda & data da ¢(p,t) — ¢*(—p, —t),
quindi la forma di © dipende dalla rappresentazione della funzione d’onda.
Un operatore che soddisfi queste proprieta € un operatore antiunitario. Indi-
cando con O l'operatore antiunitario di inversione temporale avremo

= Hy*(z, 1) (7.50)

<x]@e*i%\a) = <x|e*rTHt]a>* (7.51)

Poiche l'inversione temporale € un inversione del moto ci aspettiemo che il
propagatore commuti con O, in quanto 'applicazione di © al propagatore ci da
il moto inverso che corrisponde all’inversione temporale dello stato per t = t,
(Bla(ty)) = |a(to))) ed alla sua propagazione per tempi negativi (inversione);

- Ht - —Ht

Oe'h = 'h O

Considerando un’evoluzione infinitesima avremo
ye y
o <1 - Zhdt> o) = (1 + Zhdt) Ola)

—Q(iH) = (iH)O

da cui

quindi, utilizzando 'antiunitarieta, si ottiene
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[©,H] =0 (7.52)

Possiamo distinguere in operatori dispari come p (@pO~! = —p, dovuto al
fatto che & un inversione del moto) e pari come x (@20~! = ). L’operatore
L = x A p risulta essere dispari per definizione, quindi nell’inversione del moto si
inverte anche il momento angolare.

L’azione di © su gli autostati di L si deduce dlla relazione di coniugazione delle
armoniche sferiche (Y;* = (=1)"Y;”™):

oll,m) = (—1)™|1, —m) (7.53)

Nel caso di sistemi a momento semintero la situazione & differente in quanto si
ha

92 ‘ lseminter0> - - ‘ lseminter0>

differentemente dal caso di [ intero in cui ©2 = 1. La (7.53) ¢ generalizzata nel
seguente modo:

Oll,m) = i*™|l, —m) (7.54)
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Capitolo 8

I Gruppi Relativistici

8.1 Il Gruppo di Lorentz

Il gruppo delle trasformazioni di Lorentz ¢ il gruppo che lascia invariato il prodotto
scalare (lascia invariata la metrica) fra due quadrivettori, XTGX = zta"g,, =
ztz, ', dove G & la metrica di Minkowski che definiamo come

1 0 0 O
G =g = 8 _01 _01 8 ; (8.1)
0o 0 0 -1
I’equazione che definisce il gruppo quindi e
guwENG = gop ATGA = G; (8.2)

questo & proprio il gruppo O(1,3). Le (8.2) sono 10 equazioni indipendenti (4 per
a = e 6 per a > ) su un totale di 16 elementi di matrice, quindi il gruppo di
Lorentz possiede 6 parametri indipendenti.

Il gruppo di Lorentz possiede 4 componenti non connesse (non esiste nessu-
na curva continua A(t) che connette queste componenti); dalla (8.2) ricaviamo
che det(ATGA) = det?(N)detG = detG, cioé detA = =+1, per cui possiamo in-
nanzitutto distinguere il gruppo proprio, che corrisponde alle trasformazioni con
determinante uguale a +1 indicato, con SO(1, 3), da quello non proprio, che cor-
risponde alle trasformazioni con determinante uguale a -1; inoltre, riutilizzando la
definizione del gruppo (8.2), riscritta come g, AGAY = AgA% -3 A 5 = Jap
e considerata per a = 3 = 0 otteniamo /> .(A§)2 + 1 = |AJ], cioé & possibile di-
stinguere fra trasformazioni ortocrone, con A8 > 1, e non ortocrone, Ag < -1
(in cui vi & inversione temporale).

Il gruppo quoziente fra O(1, 3) e le trasformazioni proprie ortocrone di Lorentz

!Si utilizza la solita convenzione in cui gli indici greci indicano quadrivettori (vanno da 0 a 4)
e gli indici latini indicano i vettori (vanno da 1 a 3).
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8.1 11 Gruppo di Lorentz I Gruppi Relativistici

¢ formato dalle seguenti quattro matrici:

det = +1 det = —1
10 1 0
0> — =
Aozl 1 [o I] P {o —I] (83)

Aj< -1 PT:[_Ol _OI] T:[_Ol ?]
dove I e I'identita, P la parita, T I'inversione temporale e PT' e I'inversione spazio-
temporale. In questo modo un elemento del gruppo di Lorentz € esprimibile tra-
mite il prodotto fra una di queste matrici (che determina a quale componente
connessa appartiene l’elemento) e una matrice del gruppo proprio ortocrono di
Lorentz; conseguentemente ¢ sufficiente studiare solo il gruppo proprio ortocrono

(L} ?).

8.1.1 I Generatori

Il gruppo delle rotazioni proprie SO(3) & un sottogruppo di Ll con 3 parametri
indipendenti (dovuti alla definizione di matrice ortogonale AT A, = I).

A0, 6,0) = [ - ] (8.4)

Gli altri elementi del gruppo sono i boost?® (simmetriche AT = A;), anch’essi
a 3 parametri; un boost lungo ’asse z corrisponde alla seguente matrice:

coshy  sinhp

2/ N __ | sinhp  coshp

0 0

(8.5)

o= O O
— o O O

Un boost generico lungo la direzione (6, ¢) si ottiene con una rotazione dell’asse
z, cioe

Ab(97¢7 M) = AT’(07¢7 O)Ag(N)A;1(97¢J 0) (86)

Il prodotto fra due rotazioni da ancora una rotazione mentre il prodotto fra
due boost € decomponibile nel prodotto fra una rotazione ed un altro boost; una
generica trasformazione di Lorentz & sempre decomponibile nel prodotto fra una
rotazione ed un boost (A = A,Ap)*, per un totale di 6 parametri; da questa
considerazione abbiamo che possiamo utilizzare come generatori del gruppo LL i

La freccia verso ’alto indica che & la componente ortocrona (altrimenti si sarebbe usata la
i), mentre il pedice indica il segno del determinante.

3Cambi di velocitd, accelerazioni.

4A differenza delle rotazioni i 3 parametri dei boost, che sono legati alla velocité del sistema
di riferimento, possono variare su R*, da cié segue che ciascuna delle componenti del gruppo di
Lorentz & equivalente a R* ® SO(3).
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3 generatori del gruppo delle rotazioni ed i 3 generatori dei boost:

000 O 0 100
B=lo o0 | K= % 000
1001 0 | . 0 0 0 0 |
[0 0 0 0] [0 0 1 0]
=1y 0 00| ®=| 000 ®
| 0 =1 0 0 | L 0 0 0 0 |
[0 0 0 0] [0 0 0 1]
B=1o1 0 0| 7|0 000
10 0 0 0 | | -1 0 0 0 |
a cui sono associati i campi
L;,= _igiﬂfmjaik K;=—i <t88x" — ngt> (8.8)
con le relazioni di commutazione
[Li, Lj] = ieijp Ly [Li, Kj| = ieiji Ky (K, K] = —ieiji Ly (8.9)

dove sono state usate le solite regole di quantizzazione ed & stato posto h = 1°.
Le precedenti relazioni possono essere riassunte introducendo una matrice 4 x 4
antisimmetrica (6 parametri indipendenti) definita come

8,0
L/“’ = —1 <$,LL 6m'/ — X W) (810)
0 —-Kiy —-Ky, —Kj3

Ky 0 Ly —Lo

Ky —Ls 0 I

Kz Ly —L 0

dove
Li = gijkij Kz = LOi (811)

L,,, si trasforma come un tensore di rango 2.
Le relazioni di commutazione diventano:

[Lyws Lpo] = i(gupLpo — GupLve + GuoLvp — GuoLpp)- (8.12)

5Per ottenere una rappresentazione completa del gruppo di Lorentz bisogna definire un
operatore paritd tale che
PLyP'=L, PK,P'=-K,

in quanto PT' & multiplo dell'identitd (PPT =T = —P).

7



8.2 11 Gruppo di Poincaré I Gruppi Relativistici

8.1.2 Orbite e Piccoli Gruppi

Un piccolo gruppo consiste nel sottogruppo delle trasformazioni che lascia inva-
riato un sottospazio dello spazio su cui il gruppo e rappresentato

APp=p
Data un particella di massa a riposo m tutti i possibili quadrimomenti che la
particella pué assumere devono soddisfare la seguente relazione®

Py = m?; (8.13)

che descrive superfici iperboliche, al variare della massa, nello spazio-tempo.

Esiste un isomorfismo tra la superficie e lo spazio quoziente A/AP.

I vettori possono essere classificati in:

1) spaziali p*p,, < 0;

2) isotropi p*p, = 0;

3) temporali p*p, > 0.

Una particella si muove sempre su un’orbita fissata dalla condizione (8.13)
quindi, ad ogni particella, associamo un piccolo gruppo che ne determina 1’evolu-
zione.

Lo spazio pué quindi essere diviso nelle seguenti componenti connesse:

1) cono superiore T (py > 0 e m? > 0);

2) cono inferiore T~ (pg < 0 e m? > 0);

3) superficie conica superiore V* (pg > 0 e m? = 0);

4) superficie conica inferiore V= (pg < 0 e m? = 0);
5) zona esterna al cono S (m? < 0);
6) lorigine (po = 0 e m? = 0).

11 piccolo gruppo che lascia invariate TF ¢ il sottogruppo delle rotazioni proprie;
quello che lascia invariate le V* sono le rotazioni attorno all’asse lungo cui ¢ diretta
la parte spaziale di p; quello che lascia invariata S & formato dal sottogruppo
SO(1,2) delle rotazione attorno all’asse lungo cui ¢ diretta la parte spaziale di p e
dei boost relativi al suo piano perpendicolare; infine vi e il piccolo gruppo banale
dell’origine.

8.2 Il Gruppo di Poincare

Il gruppo di Poincare ¢ formato dal gruppo di Lorentz piu le traslazioni ed e
anche detto gruppo inomogeneo di Lorentz

k= A + b (8.14)

Da ci6 si vede che il gruppo di Poincare ¢ definito come il semiprodotto fra il
gruppo additivo dello spazio dei quadrivettori e il gruppo delle trasformazioni di
Lorentz (che & un sottogruppo degli automorfismi sullo spazio quadrivettoriale),
infatti si ha

6Si & posto ¢ = 1.
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I Gruppi Relativistici 8.2 11 Gruppo di Poincaré

(b, A)(b',A") = (b+ AV, AA")

Il prodotto fra due elementi del gruppo si pué scrivere in forma pitd compatta
attraverso il prodotto fra le due seguenti matrici:

[ 13 (1) ] (sottogruppo di Lorentz) (8.15)
100 0 b
0100 ¢
0010 b (sottogruppo delle traslazioni) (8.16)
000 1 %
0 000 1

Una trasformazione infinitesima del gruppo di Lorentz e

A=1 —i—zZ(rsz — blKl) =1- 5 ; E,u,pr,u

dove

0 b1 b b3
b1 0 —r3 17
r3 0 —T1
—b3 —7T9 ™ 0
I Generatori delle traslazioni sono P; = p; e Py = H, dove p; sono le componenti

del momento e H ¢ I’hamiltoniana; le regole di commutazione sono [P, P,| = 0.
Una trasformazione infinitesima e data da

1 —ialP,.

Per ottenere le regole di commutazione sfruttiamo la relazione (1.3) dove
poniamo g = e ottenendo la seguente

(1-— 56#111‘/“/)(1 — za)‘PA)(l + 56#1,11“1,) =1—1iP,(a" + €a”)

da cui
[Liy Pol =0 [Li, Py] = igi Py [Ki, Po] = iP; [K, Py] = ik Po
cioé
(L, P = i PR — ),
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8.3 La rappresentazione Spinoriale del Gruppo di Lo-
rentz

Il gruppo universale di ricoprimento del gruppo di Lorentz si ottiene ponendo

L=3% K=-ig (8.17)
oppure ponendo
L=%5 K=+ij (8.18)

Queste due rappresentazioni non sono in effetti una rappresentazione dell’in-
tero gruppo di Lorentz, in quanto non & possibile definire un operatore parita che
dovrebbe commutare con io e anticommutare con ¢ ’; per una rappresentazione
completa del gruppo di Lorentz € necessario combinare le due rappresentazioni,
ottenendo cosi la rappresentazione quadridimensionale del gruppo attraverso le
matrici v* di Dirac.

Possiamo sfruttare il lemma 78 costruendo delle matrici tali che

[v*,4"] = 29" (8.19)

dove g"¥ e la metrica di Minkowski, ottenendo cosi le matrici v* di Dirac:

" o —1| 7 o1 0

0 o 0 o
2 _ 2 3 _ 3
i P I P

Notando che, costruendo uno spazio di Minkowski usando come base le y* di
Dirac, avremo che data A € O(1,3) le matrici si trasformeranno nel seguente modo

(8.20)

Y= ALy

mentre la relazione (8.19) rimane invariata; da cié deduciamo che I'applicazione
g(A) ¢ la rappresentazione spinoriale di O(1,3); la rappresentazione spinoriale
¢ definita a meno di una costante moltiplicativa eliminabile imponendo ghe ¢ €
SL(4,C), inoltre ¢ bivalente

A — +g(A) € SL(4,C).

8.4 Equazioni d’Onda Relativistiche

L’equazione che descrive una meccanica relativistica deve essere invariante per
trasformazioni di Lorentz e pud essere ricavata una volta note le proprieta di
trasformazione del campo che descrive.

Un primo invariante puo essere costruito dalla norma del quadrivettore impulso

o, =m?

"[L;, P) =0 e {K;, P} = 0 cioé [0, P] = 0 e {0, P} = 0, dove P & l'operatore parit.
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da cui quantizzando nel modo usuale® si ottiene I’equazione di Klein-Gordon

(O+m?)p =0

dove [ = gaﬂﬁoﬁg.

L’equazione di Klein-Gordon e un’equazione scalare che presenta due problemi
di carattere fisico:

1) descrive anche particelle ad energia negativa’;

2) la densitd di probabilitda dipende linearmente dall’energia per cui pué assu-
mere valori negativi.

Il problema 2) & risolvibile rendendo lineare 1’equazione di Klein-Gordon, cioé
scomponendola nel seguente modo:

—(O4m?) = (1700 + m)(iv’d5 — m) (8.21)

Dalla decomposizione (8.21) si ottiene la relazione (8.19).
I’equazione
(ivP05 —m)p = 0 (8.22)

e 'equazione di Dirac, mentre
(iv°95 +m) = 0 (8.23)

¢ l'equazione coniugata di Dirac dove 1 = ~4%¢* & il coniugato di Dirac dello
spinore!® 1.

E da notare che di nuovo I’equazione ¢ invariante per compensazione degli
indici (v#pp).

0 . k ;
p — Zat p — —zﬁzk
9La presenza di particelle ad energia negativa & una conseguenza della relazione quadratica

E = +£./p% +m?2.
OVettore complesso a quattro componenti.
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Appendice A

Esponenziale

Le considerazioni fatte in questa sezione sono relative agli esponenziali di matrici
di dimensioni finite, ma possono essere generalizzate ad operatori lineari agenti su
spazi infinitodimensionali.
Introduciamo una metrica euclidea nello spazio R" per le matrici quadrate
n X n nel seguente modo:
AP =" |ai;|”
ij

dove A = a;;. Una matrice ¢ limitata se la sua norma ¢ finita (||A|| < co); per le
seguenti dimostrazioni presupporremo che le matrici siano limitate

Definizione 36 Con esponenziale di una matrice si intende la serie data da

X"
X _ E

che corrisponde ad uno sviluppo in serie classico dell’esponenziale.

X

Teorema 80 La serie e™ converge per ogni matrice X .

Dimostrazione. La condizione di Cauchy per la convergenza dell’esponenziale ¢

xm Xm+1 Xm—i—k—l HXHm ||X||m+1 HXHm—Hc—l
+ + ...+ + ..+
m!  (m+1)! (m+k—1)! m! (m+1)! (m+k—1)!
(A.2)

Al secondo membro abbiamo la condizione di Cauchy della serie relativa a
ellXll dove ||X| & un numero, che converge. m

Proposizione 81 BeAB~1 = ¢BAB™
Dimostrazione.
BAB-! _ (BAB~ )" B(A)"B~' (A™ o1 A1
e _Zim! _Zim! =B — BT =Be'B
n n n
m

Proposizione 82 VA € M,(R) det(e?) = e,
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Dimostrazione. Per ogni matrice A esiste una matrice B € GL, tale che
BAB™! sia triangolare (anche con elementi complessi); le matrici triangolari for-
mano gruppo, quindi la matrice e & una matrice triangolare il cui determinante
¢ dato dal prodotto fra gli elementi diagonali cioé det(ed) = e®1e%22, et =
ed1itazat..tann — pirA @

Abbiamo visto che ad ogni matrice A € M,,(R) possiamo far corrisponde una
matrice e € GL}(R), in quanto I’esponenziale & positivo ed invertibile (GL; (R) &
formato dalla matrici invertibili con determinante maggiore di 0); ¢ié non significa
che ad ogni matrice B € GL;}(R) possiamo associare una matrice A tale che
B = ¢4, infatti Puguaglianza (A & una matrice diagonale)

-1 0 A et 0
B == _= =
¢ impossibile in quanto non esiste il logaritmo di un numero negativo; diffe-

rentemente nel campo complesso ’applicazione esponenziale e suriettiva per la
definizione del logaritmo complesso.

Proposizione 83 Se due matrici A e B commutano, allora e*eP = eA+B.
Dimostrazione.
AF Bh
A B _ Aar b=
- (25) (%)
k h
B 1 m! R\ (A+B)™  Aip
(X ) -
m k+h=m m

avendo usato lo sviluppo binomiale possibile solo nel caso in cui le matrici com-
mutino. |

Teorema 84 (di Weyl) Se A e B sono matrici tali che

[A7 [A7 BH = [B7 [A7 B]] =0

allora si ha che eATB = ¢~34BleAcB.
Dimostrazione. (di Glauber) Consideriamo la funzione F(t) = e!4etB;
%F(t) = (A+ e Be " F(t)
dalla condizione [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0 si ricava per ricorrenza la relazione

[B, A™] = mA™Y[B, A], da cui

(B, =>" (_n?‘m [B,A™] =) %AWHB,A] = —te "B, A]
k k

%F(t) = (A+ B+t[A, B)F(t)

da cui integrando (utilizzando la condizione F'(0) = I) e ponendo ¢ = 1 si ottiene
la tesi. m
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Proposizione 85 Se A e B sono matrici tali che
[A,[A, B]] = [B,[A,B]] = 0

allora eeB = elABleBeA,

Dimostrazione.
_11AB] A B A+B B+A _1BAl B A
e 2ABleAB — ¢ =e = e 2B AP,

sfruttando, inoltre, il fatto che [A, B] e [B, A] commutano (si dimostra utilizzando

I'identitd di Jacobi) si ottiene la tesi. m

Proposizione 86 Se A, B € M,(R) allora

eATB — im (€%e§>n (Formula di Lie-Trotter) (A.3)
n—oo
2
el 4Bl — 1im (e%ege_%e_gyl (A4)
n—oo

Dimostrazione. Innanzitutto sono verificate le due condizioni

A A B
n—oon n n

dunque ¢ possibile utilizzare il Teorema, 84

. Ay B\M . _1[A By A B\" . A B\T
AP = lim (en‘*‘n) = lim (e 2[n’n]enen) = lim (enen)
n—oo n—oo n—oo
. . AB] « 7. . . .
avendo utilizzato il fatto che [n’z} ¢ di ordine superiore rispetto a %, %.
2 2
. A B\" . A B _A _B\"
e Bl = lim (e[n’n> = lim (enene ne n)
n—oo n—oo
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Appendice B

La misura di Haar

Su di un gruppo topologico compatto G possiamo definire una misura p detta
misura di Haar.

Data una funzione f € L'(G) (cid significa che f & integrabile su G tramite la
misura p) definiamo una media invariante su G nel seguente modo:

- / F(9)du(g)- (B.1)
G

Le proprieta della media invariante sono:

1. M(I) = 1, dove I & l'applicazione identica e dove si & posto [, du(g) =
wWG) =1;

f)=M(f);
f)>0per f>0e M(f)>0se fecontinua, f >0e f #0;

M (
M (
4 M(fr+ f2) = M(f1) + M(f2);
M (
M (

~—

af)=aM(f), dove o & un numero;

6. M(f(gh)) = M(f(hg)) = M(f(9));

7. My(f(g7Y) = My(f(g)).

Le proprieta 1)25) sono le proprieta dell’integrale, mentre la 6) e la 7) sono
relative all'invarianza (a destre ed a sinistra) della misura sul gruppo G (equivalenti
all’invarianza del consueto integrale su R in cui si puo sostituire dz con d(z + a),
dove a & una costante).
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